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Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  полках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 

компании  Соо^1е  в  рамках  ироекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прошло  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  ирав  на  эту  книгу  истек,  и  она  иерешла  в  свободный 

доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  поданы  авторские  ирава  или  срок  действия  авторских  ирав 

истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осуществляется  ио-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 

это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  также  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  зтом  файле  сохранятся  все  пометки,  примечания  и  другие  записи,  существующие  в  оригинальном  издании,  как  ттаиомиттапис 

о  том  долгом  пути,  который  книга  прошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использовапия 

Компания  Соо§1о  гордится  том,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  иоровссти  книги,  исрсшодн1ио  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  принадлежат  обществу,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  иредириняли  некоторые  действия,  иредотвраш^1юпще  коммерческое  использование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 
Мы  такж:е  иросим  Вас  о  следующем. 

•  Не  исиользуйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  иа'шзователей,  иоэтому  исиользуйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Но  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматп^1еские  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  матнинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  болыному  количеству  текста  может 
оказаться  полезным,  свяжитесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каждом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  иозволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  иомо1ает  им  найти 
дополнительные  материалы  ири  помощи  программы  Поиск  книг  Сооё1с.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  исиользуйте,  не  забудьте  проверить  :1ак01Н10Сть  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  иерешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
исиользовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
иоэтому  нет  единых  правил,  иозволяюшдх  определить,  можно  ли  в  определенном  случае  исиользовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  можно  исиатьзовать  как  у10дно  и  1де  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  ирав  может  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Сооё1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Пр01-рамма  Поиск  книг  Соо§1е  иомохает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 
Полиотекстовый  поиск  ио  этой  книге  молено  выполнить  иа  ст]>аиице [ЬЪЪр ;  //Ьоокв . §оо§1е .  сош/ 1 


к^.-%^^~ 


ОГЛАВЛЕНЫ 


ГЛАВА  I.  Основные  аринпппы  иехавики  I 
Щ1ЯСЯ  къ  свободвоиу  натерья 
х^ся  пост;аате1ьво  и  къ  кото 
однородво. 

Начаю  иверц1н  катер!».  Соды 

М'Ьсто  првложев1я  свлы.  Силы,  одвородво-в 

ихъ  величивы  и  ваправлевЕя 

Начало  вараллелограина  сил-ь,  однородно-В! 
Силы  составляю  1Ц1а  и  равв  о  действу  юшдя.  Ре 
Силы  вэвиинод'ЬЙств!^.  Начало  равевства  одв< 
аожныхъ  силъ,  приложеииыхъ  къ  различаын 
Равиын  одвородиыя  силы  н  силы,  сообщающ!. 

.1вчвы1гь  т^амъ 

Веднчивв  силы,  одвородво-приложоввой  къ  1 
чинъ  одвородаылъ  сндъ,  приложеввыхъ  ко  ) 

Масса  тЬла 

Ёлввица  ыассы,  Бдинипд  веднчввы  свлы.... 
Средвяя  влотность  т^а.  Плотность  вещесп 

Каличество  движев1я  т^а,  движушдгося  восп 
Осповвые  орввциоы  въ  тоиъ  ввд^,  въ  какок 


ГЛАВА  П.  Основвыя  иача.1а  неханикн  своб 
точекъ. 

18.     Латерьяльвая  точка. 

%4.     Основвыа  начала  въ  арин'Ёвен1и  къ  свободен 
15.     Д'Ьль  введев1я  понят1й  о  матерьяльноб  точк'Ъ 


406550 


Сгр, 
\.ВА  III.  Мехаиикя  свободной  митерьжьноИ  точки. 

од.'Ёйствующая  и'Ьсколькихъ  св.тъ,  олновремевно  приложевныхъ 

1терьяльнаб  точк^,  Сп.пы,  взаимно  ураенов^шиеающЕнся 36 

<ерев1иЕи1ьвЕ|1яуравнев1)1лв11№ен1я  своболво!)  иатерья11|Вой  точ- 

ТримЬры:  1-й  11  2-Й 41 

грааы  хиФФереншальвыхъ  храввев1А  лвиженЕя  свобояиой  на- 
чинай точки;  ЧНС10  постоянвыхъ  провзво.1ьныхъ ;  начальное 
кеи1е  [|  начвхьввн  скорость  натерья.тьвой  точки.  ПрпнЪры:  3-Й, 

5-й 46 

ш  □ря1<01инейныхъ  Авнжеа1й  иатерьяльвой  точки.   Примеры; 

8,  9,  10,  П,  12,  13,  1*,  15,  16,  17 59 

10СЫ  объ  опред^^енш  крпводннейваго  д,в11жев1я  свобохиоН  на- 
]львой  точки,  въ  которыхъ  каждое  вэъ  диФФОренцшьвыхъ  урав- 

I  втораго  порядка  интегрируется  отд^ьно.  Прин'Ьръ  18-й 80 

[1р1е11а  преобразовав] я  диФФеренц1адьвыхъ  уравнений  двнжев1я 

>дной  иатерьяльвой  точкн 85 

ра1е  вторыхъ  частей  АИФФервнц1а1ьвыхъ  ураввев]й  (110)  ареды- 
го  параграфа,    ^[окевгь  силы,  прндожевной  къ  иатерьяльвой 

Ь,  вокругъ  давнаго  центра  в  вокругъ  даввоб  оси 87 

1втъ  количества  движев1я  иатерьяльвой  точки  вокругь  цевтра  и 
^гъ  давкой  оси.  Секторьялькыя  скорости  ароэкц!й  точкн  ва  олос- 

1  координагь 95 

ев1е  диФФеренц1а.1ьныхъ  уравнен1й  (110)  аарагра*а  21-го.   Ия- 

1лы,  вырвжаюшДе  заковъ  площадей 101 

та  сизы.   Живан  сила.  Звачев!е  днФФеревц^альваго  уравиеа1я 

параграфа  21-го 107 

въ  ЖИВОЙ  СИЛЫ  и.1и  со1ранен!я  энерг»)  для  одной  иатерьяльвой 

1.  Поте  В  шальная  фувкшя.  Поверхности  уровня 110 

[1|ръ  р^шен1я  задачи  о  криволинейвомъ  двнжен1и  свободной  на- 
цьной  точкн  подъ  вл1яи1енъ  центральной  силы,  ннЬющвй  потен- 

>.  Прнм^ръ  19-П 118 

)торыя  друг1я  форны  интеграловъ  диФФеренп1влькыхъ  уравне- 

вижешн  свободной  иатерьяльвой  точки 126 

1И1  — 18 129 

«и,  въ  которыхъ  требуется  онрсдйлить  относительноо  дввжен1е 
рьяльвой  точк1[  по  отнашен]ю  къ  неиэи^няекой  срвД'Ь,  ин-Ёющей 
ое  движев!е;  даны  силы,  прндожеааыя  къ  иатерьяльвой  точк'Ь, 

[■Ьры:  20,  21 149 

жен1я  равнов'Ьс1Я  свободной  натерьялшой  точки.  Услов1я  устой- 
;тв.  Прин-^ры:  22,  23,  24 167 

&ВА  IV.  Мехавнка  несвободной  иатерьяльвой  точки. 

173 

а11чен!е  свободы  движения  точка  поверхностью,  удерживающею 

I  себ* 174 


§§  Стр. 

84.    Ограничен1е  свободы  Авил\ен1я  точки  поверхностью,  неудерживаю- 

щею  ее  съ  одной  стороны 176 

35.  Услов1е,  которому  должно  удовлетворять  ускореше  точки,  движущейся 

по  данной  удерживающей  поверхности 180 

36.  О  кривизне  ЛИН1Й,  проведенныхъ  по  поверхности  и  о  кривизн'1^  по- 
верхностей    18в 

37.  Условге,  которому  должно  удовлетворять  ускорен1е  точки,  движу- 
щейся по  данной  неудерживающей  поверхности •. • 191 

38 192 

39.  Реакщя  поверхности 193 

40.  ДиФФвренщальныя  уравненгя  движен1я  матерьяльной  точки  по  дан- 
ной удерживающей  поверхности  при  д']^йств1и  заданныхъ  силъ 196 

41.  Закрнъ  живой  силы  для  точки,  движущейся  по  поверхности 197 

42.  Геодезическая  лишя.  ЩялЪръ  25-й 197 

43.  Геодезическая  кривизна  кривой  линш,  проведенной  по  поверхности.  202 
44     Прим^^ры  р^шен1я  вопросовъ  о  движеши  по  данной  удерживающей 

поверхности   матерьяльной  точки,  подверженной  заданнынъ  силамъ. 
Прим-Ьры:  26,  27 204 

45.  Реакц1я  неудерживающей  поверхности.  М^сто  схода  движущейся 
точки  съ  такой  поверхности ^216 

46.  Трен1е  матерьяльной  точки  о  поверхность.  Прим']^ръ  28-й 219 

47.  ДиФФеренц1альвыя  уравнешя,  получающаяся  чрезъ  проэктированхе 
силъ  и  убКорен1я  на  направлен1е  скорости  на  нормаль  къ  поверхно- 
сти и  на  бинормаль  нормальнаго  сЬчешя.  Прим^^ръ  29-й 222 

48 224 

49.  Д'Ьйствхе  матерьяльной  точки  на  преграду.  Давленхе  точки  на  поверх- 
ность  225 

50.  ДиФФеренц1альныя  уравнен!я  движешя  матерьяльной  точки,  свобода 
движешя  которой  ограничена  двумя  порес^^кающпмися  поверхно- 
стями  226 

51.  Законъ  живой  силы  для  матерьяльной  точки,  дв11жущейся  по  кривой 
лиши 229 

52.  Реакщя  кривой  лин1н,  удерживающей  матерьяльную  точку  на  себ']^. 
Давлеше  точки  на  кривую ^ « 229 

53.  Прим-Ьры  р"Ьшешй  вопросовъ  о  движен1и  матерьяльной  точки  по  дан- 
ной кривой  лиши.  Прпм-Ьры:  80,  81,  82,  33,  34,  35 232 

54.  Вопросы  и  задачи  о  дБижев1и  несвободной  матерьяльной  точки,  кото- 
рый могутъ  быть  приведены  къ  опредЬленгю  относительнаго  движе- 
Н1я  точки  по  отношенхю  къ  н-Ькоторой  движущейся  средЬ.  Примеры 

36,  87,  38,  39,  40,  41 244 

55.  Положешя  равновЬсгя  несвободной  матерьяльной  точки.   Примеры: 

42,  43,  44,  45,  46,  47,  48 260 

66.     Импульсъ  силы 282 

57.  Мгновенный  силы 285 

58.  Ударъ  матерьяльной  точки  о  преграждающую  поверхность.  Прим-Ь- 
ры 49,  50,  51 ,  52 288 
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ГЛАВА  У.  Дт1Ф*ерева1иьныя  уравиев!я  хвижен1п  системы  иатерь- 


[1авят!е  о  сисгек'Ь  ыатерьяльныхъ  'точекъ.  Связи.  При».  58-В,  Ы-И 

>Б-й,66-й 305 

Зависвмость  иежду  скоростяни  точекъ,  свяэаввыхъ  уд,ержявающею 

связью зое 

ЦнФФврев шальные  ааранетры  свяви  и  шъ  на11рав.1ев1я 313 

Разсмотр^1е  равенств»  (493).  Примеры  БЗ-Й,  Б7-Й,  5в-й,  Б9-Й 316 

Зависимость  между  скоростями  точекъ,  связанныхъ  неухерживающею 

связью.  Примеры  Б4-Я,  55-й,  56-В,  60-й 321 

Совокуйньля  хиФФеренщальяыя  уравяеяЁя  д,внжен1я  системы  свобол- 

]Ы1ъ  натерьяльныхъ  точек ъ.  Примеры  61-6,  62^9,  вЗ-П Я2Ь 

ДиФФереяпдадьныя  уравнен!»  л,ввжешя  системы  матерьяльньпъ  то- 
чекъ,  исдверженныхъ  преграхамъ,  во  ве  связавныхъ  между  собою 

аикакнин  связями 328 

Услов|е,  которому  должны  удовлетворять  ускорения  точепъ,  свяэы- 

веныхъ  какою  либо  связью . .  >  328 

Совокупность  реай1иН  связи,  {Примеры  53-6,  5Т-Й,  58-Й,  69-й) 329 

Ревкщи  веудерживающей  связи.  (Примеры  54-В,  55-В,  5в-й) 340 

Совокуоныя  диФФеревщз-хьнын  уравнев1я  Авижен1я  системы  матерь- 

вдьныхъ  точекъ,  свнзаивыхъ  одною  связью 847 

Совокунныя  диФФеренцаальния  уравнения  двнжсп1я  системы  точекъ, 

связаивыхъ  вЪсколькики  связями 340 

ПравехевЕе  совокурвости  (517)  къ  (Зп  —  р)  совокупнымъ  диФФерен- 
шальвымъ  урпввев1янъ  съ  танимъ  же  чвсюнъ  искомых'ь  Функши 

времени 364 

Координатные  вараметры;  число  неэависикых.ъ  координатиыхъ  пара- 

метррвъ  для  данной  системы  весаободныхъ  точекъ 354 

ДиФФеренц1Вльныя  зравненЕя  Лагранжа.  Привары  04-П,  65-й,  66-Н . . .  361 

Гамильтонова  Фориа  днФФеревц1адьныхъ  уравненЕб  движения 372 

Возможный  варьящи  ноложетй  данной  системы   точекъ;  возножныя 

варьящн  коордиватъ  и  коордвнатныхъ  параиетронъ 377 

Равенство,  сЬелыниющее  въ  себ-Ь  всю  сонокувносгь  диФФСреащаль- 

ныхъ  уравнений  днижен1я  точекъ  снстеиы 333 

Варьяшя  скорости  точки  и  скорость  варьнцш  движущейся  точки. . . .   390 
Выводъ  диФФсреншальныхъ  уравненШ  Лагранжа  изъ  равенства  (567).  396 
Положен1я  равнов4с1я  системы  матерьядьныхъ  точекъ.  Урапвен1я 
равнов^с1я  силъ,  ири.южевныхъ  къ  систем'!^  натерьяльвмхъ  точекъ. 

Услав1я  равнов'&с1я  задаваемыхъ  си.1Ъ 393 

Равенство,  соединяющее  въ  себ-Ь  всю  совокунвость  уравненШ  раввп- 

в4с1я \-. 899 

Такъ  ваэываеиын  начала:  позможны:17.  перем^щенШ  и  д^Ллвмбера. .  400 
Некоторый  св'ЁД'Ьн1л  относительно  игтор1и  открыт1я  начала  воамож- 
кыхъ  персм1;щеиШ  н  н'Ькоторые  способы  в  е  посредствен  на  го  докаэа- 
гсльстпа  этого  начала 406 


ГЛАВА  VI.  Объ  нвтегри&хъ  совокупны] 
ураввешй  дввжешя  системы  т< 

83.  Первые  н  вторые  интегралы  д,в*Ференша^и>н^ 
Мвяой  системы  точекъ;  число  постояняыхъ  1 

84.  Ивтегриы  совок^швоств  (5Б4)  АНФФеренщалы 
порядка 

ГЛАВА  VII.  Законъ  движев!)!  пектра  ивер! 

85.  Состав лен1с  диФФСревшажьаыхъ  уравнен! Б  де 
системы  матерьяльныхъ  точекъ 

66.  Центръ  инериди  системы  натерьяльнмхъ  точ< 

67.  Заковъ  движенш  центра  инершн  системы  ма1 

88.  Несколько  эанЪчанЮ    относительно  опред'Ьл 
инерщи  снстены  иатерьяльныяъ  точекъ 

89.  Объ  томъ,  какъ  разсиатрйваегсн  сплошное  т\ 
мы  натерьнльныхъ  точек!) 

90.  Цевтръ  внершн  стошнаго  тЬш 

31.  Опред^лен1е  подоженая  девтра  ивершн  сплош 

стей  я  лин1б.  Примеры:  67-й,  в8,  60,  70,  71, ', 
79,  80,  81,  82,  83,  84  


ГЛАВА  ТШ.  Заковъ  а.ющадеб. 

93.  Составдеше  трех1<  л.иФФсренщальны][ъ  урави) 

94.  Главный  ионентъ  силъ  вокругъ  даннаго  цея 
момевтовъ.  Главный  векторъ 

95.  Главный  ионевтъ  колнчествъ  дй>1М1ен1я  систе 

96.  Значен1е  д|1ФФеревш.г11>иыхъ  ураввенШ(б28), 

97.  Видь  д||фферев|],1альныдъ  уравнен1Й  (Г>28)  въ 
торыхъ  главный  ыоиенп^  реакп'й  ракенъ  вул 

98.  Иитегралы,  выражающее  закон!.  площадеВ.  11| 

99.  Закопъ  площадей  въ  относительном!,  двнже! 

нательное  движенее  вн'Ёст'Ь  съ  центроиъ  нне^ 

100.  ЛрвнЪры  случаеоъ,  въ  которыхъ  чаконы  пд 
Примеры  61-П, 62-й,  85-й,  Вй-(1 

101.  Главны!)  номенть  колнчествъ  движенен  сплош 

102.  Главный  момент),  клличествъ  двншев1я  ней: 
чекъ  или  твердаго  тйла;  ароэки!»  его  на  нсп 

103.  Проэкши  главнаго  момента  количествъ  двнж* 
темы  точекъ  на  оси  координатъ,  некянЪнво  с 
темою. 

104.  Моменты  янерп!и 


Стр. 
сшгость  хежлу  номевтаки  инерцЕв  вокругъ  осей,  проходвщихъ 
эъ  одну  II  ту  же  ючк;.  Элиасои^'ь  иверц!».  Глявныя  <ки  ввер- 

476 

сииость  нежд;  нохентани  ииерщи  вокругъ  и&рилмьвыхъ  осеВ .  480 
(ентральнымъ  главвынъ  осянъ  и  ионентамъ  авероря  коготь  быть 
Х%левы  эдлиосовды  ииерюа  во  всЪхъ  прочихъ  точкахъ  прострав- 

481 

птвчеоия  координаты 480 

фатнчные  моненты;  аолярвые  и  относительно  паоскостей.  Элип- 

ы:  освовной  и  гврашонныб.  Пючи  инерция 488 

)^ры  вычнсхев1я  мовентовъ  инерпш  1гЁкоторыхъ  тЪлъ.  ПрииЪ- 
36-6,87,88,  89,90,91,92,  93,94,  95,  96,  97,  98. 491 


[АВА  IX.  Зяконъ  жквой  силы. 

авлен1е  днФФеренсиальияго  уравнев1я б 

л,  ии-Ёю1щя  потевщалъ б 

НЪ   живое    СИ1Ы ,     6 

та  задавае<1ь11ъ  сил-ь.  Потевщальвая  энерпя. 6 

:ан  ста  скстены  равва  живой  сил^  движсвЕя  девтра  внерп1и, 
.енпой  съ  суммою  живыхъ  сил1,  относительиыкъ  хвин1ев1В  точскъ 
емы  по  отнотен1Ю  К1>  воображасной  неизн^-.вясиой  средЪ,  совер- 

щей  поступательное  движете  внЪст^^  съ  цситронъ  инерщи Ъ 

1ая  сила  двнжешл  твердаго  тйла 5 


[АВА  X.  Примеры  II  задачп. 

йръ  ОЬй , 515 

||Ъръ62-й,  63-й 517 

а*ръ  в4-й,  в6-Й 618 

■ш:  1!)— За 519 

!АВА  XI.  О  движении  твердаго  т4яа. 

»ерсн1иа1ьныя  уравнен1я  движешя  свободнаго  твердаго  гЬла. . .  686 

ь  называемое  вращеше  твердаго  т'Ё.1а  по  пверщи 649 

ич1е  между  главными  осями  инерщи  по  отношен!»  къ  устойчя- 

н  врашен1я 666 

цательвое  Дйижев1е  во  нвери!»  такого  твердаго  т'бла,  централь- 

эллнпсоидъ  котораго  есть  эллавсоидъ  вращешя  и.1в  шарь 671 

и^^ры  силъ,  при  ДЕЙСТВ!!!  которыхъ  свободнов  твердое  гЬдо  вра- 
ГСП  00  ииерцш  вокругъ  твоего  (Юнтра  инерщи.  Прих'Ёры  99-й, 

I 678 

ный  векторъ  и  главвый  номентъ  силъ,  лриложеввыхъ  къ  твер- 
■  гЬ|у  и  им'Ьющихъ  потенпЗал..  Примеры  101,  102,  103 674 


IX 
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126.  8яекевтарн&я  работа  вс^хъ  эадаваеныхъ  сияъ,  приложеиныхъ  къ 
тверлону  т4лу 587 

126.  Лвижен1е  свобояваго  тверлаго  т^а,  къ  которон;  приюжевы  силы, 
инЪюоия  потеноДалъ,  выражаеиый  Форнуюю  (810);  центральный  ал- 
лиссовдъ  иверщн  1^а  есть  эллипсоид'ь  вращен!» 591 

127.  Прнм*ръ  104-й 606 

128.  Несвоболныя  твердый  тЬза;  число  птеаеней  своСоды ;.  бОВ 

129.  Двффереищадьяыя  уравнев1я  дви!кев1я  несвободваго  твердаго  т^а, 
анЪющаго  пять  степеаеб  свободы , вОО 

180.  Н11которые  приы^ры  условЕП,  ограннчивающкхъ  ода;  стевень  сво- 
боды движев!я  твердаго  т11ла в14 

181.  ПриуЪры  рЁшен|я  вовросовъ  относительно  двнжен1я  тяжелыхъ  т'&гь 

по  плоскосгянъ.  Примеры  106,  и>6,  107,  108,  109 625 

183.  ДнФФереншальныя  ;равяев1я  движеяая  твердаго  тЫа,  ин-Ёющаго 

менЪс  пяти  степенеК  свободы 641 

138.  ВращенЕе  тнердаго  гклл  вокругъ  веподвяжыой  точки.  ПрннЪрм  ПО, 

1П,  112 641 

134.  Общ)й  вэглядъ  па  тЪ  случаи,  въ  которыхъ  ось  сииметр!»  гЬла  совер- 
шаеть  постоявную  прецессш,  не  11и11я  вутацш 645 

135.  З''снл1е,  потребвое  для  нзиЪнснЕя  ваправлен1я  оси  сииметрш  т^^ла, 
вращаюшагося  по  иверщи  вокругъ  этой  оси 649 

136.  Приборы,  служащЕе  для  деконстрироваи1я  вращешя  твердаго  т^ла 
вокругъ  неподвпжноП  точки  подъ  влЕявкиъ  СК.1Ы  тяжести 652 

187.  Твердое  т*ло,  ни^ютсе  неподвижную  точку  опоры,  опирается  кром4 
того  своею  поверхиостью  яа  поверхность  друтаго  веподвижнаго 
ткла.  Периметрическое  вращевЕе.  ПрнмЪръ  112 666 

138.  Вращеше  твердаго  т^лл  вокругъ  постоянной  неподвижной  оси.  Диф- 

Ференщальное  ураввен1е  вращешя  и  выражешв  реакцЕй  связей 673 

189.  ДавленЕя  врощающагося  т-Ёла  ■йп,  точки  оноры  его  постоянной  оси. 
Усзов1я,  при  которыхъ  ось  твердаго  тЪла  можстъ  быть  своВодною 
постоянного  осью  вращен1н 676    . 

140.  Примеры  опред^яевЕя  закона  вращения  твердаго  т4ла  вокругъ  по- 
стоянноб  оси  подъ  влЕявЕемъ  дапныхъ  силъ.  Физический  наятннкъ 
Примеры  118,  114. 679 

141.  ДиФФереиц1альныя  урйвнея1я  двнженЕл  твердаго  т*ла,  содержащЕя 
проэкцш  количествъ  движенЕя  и  ихъ  нонситовъ  иа  подвижный  оси, 
ве  связанный  съ  твердынъ  т^омъ,  но  )111^.юиця  начало  въ  цевтр'Ъ 
наерщи  его.. .' 684 

142.  Движете  одвороднаго  щара  по  данной  поверхности.   Прии'Ёры  115, 

1 16,  117,  1 18 686 

143.  ДиФФеренц!альпыя  уравнен  1я  относ ительнаго  днижснЕя  твердаго  тЪла 
по  отвошев1ю  къ  данной  неизи-ЁияеиоЙ  сред'Ь,  ии'ЁюшеЙ  собствеввое 
двнжевЕё 700 

144.  Вопросы  н  задачи  объ  опред^ленЕи  отвосительнаго  двнжен1я  твер- 
даго т'Ёля  по  отношен1Ю  къ  данной  неиэи'Ьняеиой  сред^».  Примеры 
119,  120,  121 704 


Стр. 
\ВА  XII.  О  срстаалей|11  даФФеревадальвыхъ  уравве111В  движе- 
ню  гибкихъ  II  дбФорнируеныхъ  сплошмыхъ  тЬлъ.  Гвб- 

положев1я,  д-Ьлаеиыя  отаосительво  снлъ  вэанннодЪйствш  иежду 

1ИВ 714 

;ь  таЕихъ    диФФеренщальвыкъ   уравнен1й   Д1я    каждой   части 

нзъ  которызъ  иск1Ючевы  велвчявы  вс%хъ  вну*ревлпх-ь  снлъ 

часта 716 

'съ  сФеры  дЪЙств!я  частичяыхъ  сялъ 717 

яженш  (81гев9) 719 

|жек!н  проэкц1й  ва  оси  координвтъ  главваго  вектора  и  главваго 

ата  напряжен!!!,  д^^йстЁующпхъ  аа  часть  тЪла ? 721 

1рев1я  напряжеи1я,  дЪйствущщаго  въ  точк-Ь  данной  поверхно-  - 

ЦавдевЕя,  натяжен1я  и  тавгевщальвыя  напряжен1я 723 

г,  прнложевныя  къ  Э1еиентаиъ  объема  салошваго  тЪла 725 

1б  видъ  уравиев!й  (904) 727 

['Ёвев1е  уравнен!!!  (994)  къ  эленевтзрноиу  варалледопиведу  салош- 

т*ла 728 

|%нев1е  ураввевШ  {904]  къ  элемеагарному  тетраэдру 734 

швое  тЪло,   ииЪющее  вндъ  весьиа  товкой  нити  или  вроволки. 
йвая  плотность.  Ралсчетъ  силъ  ва  еднвки^'  л.1ивы  оси  нити  ....  737 

1йнен1е  уранвевШ  (994,  а,  Ъ,  с)  къ  элекенту  нити 740 

[■Ьаен1в  ураввен!й  (994,  й,  е,/)  «ъ  эленсяту  вполн'Ь  гибкой  нити.  741 
:нен1я  (1015)  въ  11рих{>нсв1и  къ  гибкой  бсэкоиечно-товкой  ввтн, 
[ггороб  пнЪшв]я  силы  приложены  сплошныиъ  образовъ 744 

ДВА  ХШ.  О  волажен1нхъ  равповйС1я  системы  натерьяльныхъ 

гочекъ,  твсрдыхъ  г&1ъ  в  гибкихъ  нитей. 
.чаи!н  относительно  чис.ш  ураввен{й  рапнпп'ЬсЫ  и  чпс.1а  связей. 

|*ры  122,  123,  124 745 

в1я  раввов%с!я  силъ,  првложенныхъ  къ  твердому  т'&|у 751 

'В1е,  при  которонъ  совокупность  си.тъ,  ориложеяныхъ  къ  сво- 
ему твердоиу  тЪлу,  ыожотъ  быть  уравновешена  одною  си.юю. . .   753 
ее  заиЪчан^е  отвоснтельно    одвого  11р!сиа,  употреблленаго  въ 

янтарной  статикЪ.  ПрннЪръ  12Г| 756 

.  силъ.. 768 

куввость  силъ,  эквивалеяткан  пар'Ь  снлъ 759 

шупность  сидъ,  не  удовлетворяюшая  услов1го  (637),   Приведете 

кунностн  силъ  къ  кавоничссвону  виду 761 

купность  параллельныхъ  силъ. 7в5 

ема  Ша,1Я 767 

купаость  силъ,  приведеаную  къ  двуиъ  силаиъ,  привести  къ  ка- 
ческоиу  виду.  Раввов'Ьс1<?  трехъ  силъ,  приюженаыхъ  къ  сво- 

оиу  твердому  тЪлу 769 

1жен1я  равнов^&с1я  несвободнвго  твердаго  т^лв.  Примеры:  126, 
128,  129,  130,  131,  132 .770 
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170.  Псиож^иХя  равяов^1я  какой  либо  сястехы,  аод! 
сидъ,  иифющихъ  аотевцЕагь.  Кр11тер1у11ъ  устой' 
Примеры  133,  184 

171.  Привары  135—168 

173.  Веревочные  нно1'о;гольнЪкя .' 

179.  ДиФФеревщвльЕын  тр!>ввв>'1я  раввов'Ьси  гибко! 

нерастяжимой  нити • 

174,  Ойщ1е  законы  относительно  натяжен1я  и  кривиза 
коб  нерастяжииой  нити,  находящейся  въ  равно 
вопросани  о  равлоп^с))!  гибкой  нити  и  вопрос: 
терьяльноС  точки 

17Б.  Приу^ры  Бопросовъ  относвтельво  по1ожен1Й  р| 
гибкой  нерастяжиыой  нити  Прни^ры  164,  1ЬЬ,  1 

176.  Положен1е  равиов^с!я  гибкой  верастяжиной  вк 
данной  поверхности.  Геодеэичес}<1п  лин1я.  ЛрииЪ 

ГЛАВА  XIV.    Объ   удар*   свстены    точекъ    и 


177.  Ударь  свстекы  свободвыхъ  иатерьяльвыхъ  то 
11*ры  162,  163,  164 

178.  Удар^  системы  иатерья.1ьныхъ  точекъ,  связанвь 
связями,  о  связь  неудерживающую.  Примеры  161 

179.  Д4йств1е  мгновевныхъ  сяхъ  на  свободное  тверже 

180.  ДЪйств1е  игвовенной  силы  на  твердое  гЬло,  И1 
'  неподвижную  ось,  вОЕргп.  которой  оно  яожетъ 

удара 

161.  О  соударении  двухъ  твердыхъ  ■Лхъ.  ПрянЪры  И 

162.  Мгвовенное  изи'Ёневйе  жнвой  силы  системы  им 
всх'Ьдств1е  приложения  къ  нн111|  игновенкыхъ  си 

183.  Теоремы  Карво 

184.  Теорема  Уильяма  Тпмсона,  Прии1;ръ  171 

185.  Теорема  Бертрана  

186.  С-1фдств!я  мгновевнаго  уничтожен1я  или  ралры! 
удерживавших'!,  покоившуюся  систему  въ  полож' 


ОШИБКИ,  ЗАМЪЧЕННЫЯ  ВО 


Оир 

.  Строка  св. 

39 

9 

— 

11 

ио 

60 
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51 

4  сниау 

63 

16 

Ф«,  Ф1,  Ф»' 

71 

посдЪ^щяя 

Уд-^- 

78 

□о'Ь1йхвяя 

алх 

91 

17 

площади 

101 
127 

предпосхЬдняя 

10 

годограФъ  количества  д 
жен!  я 

128 

15 

(192) 

130 

10 

^У2^^ 

184 

21 

у"~ 

166 

16 

Збиовша 

16в 

8 

-2(|с'в1пЛ-ь 

169 

10     " 

Пможвйе 

171 

7 

Гв-»-в«17 

Должно  б^тч 

<И5Ы8) 

(И9Ыз) 

[Ш 

т 

соки,  Л) 

исоа(11,гГ) 

(1) 

Ш)" 

принизиы 

крйвизвы 

(х(Г81011о)вт<Ро 

^^»(^•ВШ9о)"и 

часть  проэкщи  траэкторш    проэищя  на  горнзовтиьную 
на   гор|130ята1ьную  аих-    шоскость    траэктор1и,   оои- 

иэъ  такихъ  движений; 


—  «1^(1  —  МН.'» 

(360)  (зеа) 

Буква  О  ва  чертеж!  23  не  оон-Ьщена  □ 


тяжелой  точки 

снлъ,     когда    натер1>1иьш1я 

точка  находится  въ  поко4. 


Есдв 

Если 

отъ  и  равна 

е= 

к= 

составденны, 

отъ  ц  по  (  ра 

«1- 

точки  Л 
точки  С, 
СВ,  н  ОТ, 

точки  В 
точки  Л, 
С!?,  и  СО 

(а  именно  —  л,) 

(а  иженно:  4^) 

В*-»* 

В*-«» 

С>-<51 


равна : 


равна    корню     квадратному 


По  ошибк-Ь  означена  страницею  б50-ю. 

Въ  диФФеревщальиыхъ  уравяеийяхъ  (762)  вместо  (Х*^, 

(Л»)^,  (Л»)с  Д01ЖНЫ  быть  (Лд);,  (1^)^,  (Л"в)(;. 


Стр.  Строка  св. 

ьи  9 


Наычатано:  Дс 

«с  -  бе  % 

Въ  первой  части  уравнеи1я  ( 
шеиы  (м1д;ю1Ц1е  члены: 


662     оои^двяя 


^Ые        ■^■'в)ч 


2 

(^-)? 

14 

х^ятф^совж^ 

— 

—  *»С0В#4 

3  снизу 

я-е  —  *^х 

предпослЬдняя 

'в  —  "»1 

б 

4  и  9 

-3/г( 

18 

воэростаетъ 

прСАПОСд'&диян 

{Уц-Ь)"В»о 

17 

«о*ш' 

8 

соа'Э 

7  свнау 

кругьО 

1  снизу 

СОвФ 

18 

Направлен!  е 

- 

определяется 

10 

-|гЛсов9 

13 

противопоаожва 

11  и  12 

_  Вся  вторая  часть  этого 

комъ  нинусъ 

12 

аг« 

Стр.  Строка  св. 

—               14 

Да.*      Сг,.* 
Я2         Яг 

12 

О!^ 

■6 

СNВ 

7  снизу 

-ЛЛД/ 

— 

лд/ 

Должно  быть: 


СКП  . 
—  ЛДГ 


Бянетява^)  им'Ьетъ  цсбдью  изучеше  зависимости  между  вине- 
яатйЧбскимъ  еоетоин1емъ  матер1и,  обладающей  предподагаемами 
свойствами,  и  причинами,  обусловливающими  ато  состодше. 

Подъ  словами:  «кинематическое  состодн1е  матер! и >  мн  зд'Ьсь 
подразум^ваемъ  видъ  двигенхд  матер1И  движущейся,  или  ноложе* 
ше  и  етроен1е  матерш  покоющейсд. 

11редположен1я  о  свойствахъ,  воторня  мы  представляемъ  себ'Ь 
ярисущвми  матер1и,  рождаются  въ  насъ  путемъ  наведен1Я,  изъ  зна- 
шя  явлен1Й  природы,  почерпаемыхъ  изъ  наблюден1й  и  опытовъ. 

Т^Ьмъ  же  путемъ  и  изъ  т1^хъ  же  источнивовъ  мы  составляемъ 
^6Ь  представлеше  о  свойствахъ  причинъ  тавихъ  винематичесвихъ 
С0СТ0ЯВ1Й  матер1И,  воторыя  не  объясняются  единственно  тольво 
допущбЕНЫМИ  уже  свойствами  ея;  тав1я  причины  мы  называемъ 
д^Ьятелями  или  силами. 

Составленныя  предположешя  о  свойствахъ  матер1И  и  д'Ьятелей 
аазнва1>тся  гипотезами;  основываясь  на  нихъ,  винетива,  путемъ 
математячесвой  дедувц1И,  повазываетъ,  въ  вавомъ  кинематичесвомъ 
ЧЮСТ0ЯН1М  будутъ  находиться  данный  матерьяльяыя  гЬл^о,  при  дМ- 
^в1м  на  нихъ  данныхъ  д^Ьятелей^  или  обратно,  опред'Ьляетъ,  при 
д*Ъйств1и  вавихъ  д'Ьятелей  данный  т'Ьла  могутъ  находиться  въ' 
д&ннонъ  винематичесвомъ  состоян1И. 


*)  Термииъ  „кинетика^  происходитъ  отъ]  сюва  x^VТ]а^г,!  овначающаго 
ароизведен1е  двигешя,  между  т^мъ  какъ  терминъ  „кинематика"  произ- 
водится отъ  слова  х1>1Г}(Аа,  озиачающаго  состоян1е  движен1Я. 

1* 
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Ц'Ьль  этихъ  выводовъ  кинетики  есть  объяснеше  наблюденныхъ^ 
фактовъ  на  основанш  едЪланннхъ  гипотезъ,  и  предсказанхе  фак- 
товъ  невамФченннхъ  или  не  наблюдавшихся. 

Каждая  удача  въ  объяснен1и  или  въ  предсказанш  фактовъ 
увеличиваетъ  в'Ьроятность  одной  или  нФсколькихъ  изъ  ед'Ьланннх'ь- 
гипотезъ. 

Т'Ь  изъ  гипотезъ  кинетики,  которня  относятея  ко  всякой  на- 
тер1и  или  ко  всякииъ  Д'Ьятелямъ  и  въ  несокнЪнности  которыхъ 
мы  уб1хдаекся  по  н^крЪ  ббльшаго  ознако1[лен1я  съ  явлен1яии, 
принимаются  за  основншг  истины  природы,  которынъ  подчинены 
вс^  явлешя  физическаго  шра;  зти  гипотезы  называются  основными 
началами  или  основными  принципами  механики. 

И8Ложен1е  сущности  т'Ьхъ  основныхъ  началъ  и  опред'Ьлешй^ 
на  которыхъ  основывается  механика  свободнаго  тФла,  движущагося> 
поступательно,  составляетъ  содержан1е  первой  главы. 


ГДАВА  I. 

Основные  принципы  механики  и  опредЪлен1я,  относя1Ц1яся  къ 

свободному  матерьяльному  тЪлу,  движущемуся  поступательно 

и  къ  которому  силы  приложены  однородно. 

§  1.  Начало  ннерц!!  матер!!.  Сыы. 

Инервдя  есть  свойство  матерш,  всегда  и  неотъемлемо  прису- 
щее ей. 

Существован1е  этого  свойства  въ  матер1и  мы  принммаемъ,  кавъ 
одмнъ  изъ  основннхъ  принцнповъ  механивм,  который  мы  форму- 
лируемъ  слфдующимъ  образомъ: 

Основное    начало    А:    Всякая    точка    матерьяльнаго    тъла    инфетъ 

СТРЁНЛЕН1Е  С01РАЗИТЬ  БЕЗЪ  ИЗНФНЕНШ  ВЕЛИЧИНУ 
и  НАПРАВЛЕН1Е  СВОЕЙ  СКОРОСТИ  АВСОЛЮТНАГО 
ДВИЖЕНШ. 

Всякое  СОСТ0ЯШ6  матерьяльнаго  т'Ьла,  при  которомъ  ни  одна 
юъ  точекъ  его  не  изм'Ьняетъ  своей  скорости  ни  по  вели^ин'Ь,  ни 
по  направлешю^  возможно  по  свойству  инерщи  матер1и  и  объяс- 
ЕЯбтся  зтимъ  свойствомъ;  сл'Ьдовательно: 

по  свойству  инерщи  т'Ьло  можетъ  находиться  въ  абсолютномъ 
ЕОКоЪ; 

по  свойству  инерщи  оно  можетъ  совершать  абсолютное  посту- 
пательное двяжен1е,  при  которомъ  всЬ  точки  его  движутся  равно- 
мерно и  прямолинейно; 


вром'Ь  того,  1ВС1ЛМ0  еще  бевчиелевное  1еожество  другиъ  дви- 
жен!й  матерьальнаго  тФла,  щи  которыхъ  ни  одна  точЕса  т1|ла  не 
из1'Ьвлегь  ни  величины,  ян  направлен!^  абсолюзной  сворости  (то 
есть  не  ии41етъ  уеворешн),  скорости  хе  различныхъ  точенъ  раз- 
личны и  различно  направлены;  вс11  так1а  движения  иатерьяльнаго 
т^а,  ютл  и  воаиохны  по  свойству  инерщи  натер1и,  но  необходиио 
сопровождаются  дефорнац1я1И  его;  мы  же,  въ  аастолщей  глав11, 
будеиъ  говорить  только  о  тавихъ  состо8Я1яхъ  иатерьяльнаго  т1>ла, 
при  воторнхъ  оно  ие  деформируется,  а  патоиу  въ  разсютрФше 
двихешй,  совровохдаюшихсд  дефоркацими,  не  войдеиъ. 

ВсдБое  такое  двихеЕ1в  иатерьяльнаго  тЪла,  при  котороиъ  хот11 
одна  точка  тФла  ин^етъ  ускорев]е,  или  изиЪняетъ  свою  скорость^ 
не  нохетъ  Сыть  объяснено  енойствонъ  вверц1в  иатерш;  взн'Ьнен1е 
скиростЕ  или  паявлен1е  усЕорев1Я  иы  принисываеиъ  особыиъ  пря- 
чинаиъ,  который  ин  вазываеиъ  силами. 

Что  такое  силы,  въ  чеиъ  заключается  сущность  В1Ъ— иы  не 
зваемъ;  иы  иохетъ  знать  только  д'Ьйств1я,  иии  производвиыя  в 
С0СТ0ЯШ1Я  въ  тонъ,  что  онЪ  сообщаютъ  абсолютный  уекорвВ1я 
точкаиъ  иатер1И  и  изи1аяютъ  величины  и  ванравлен1я  ихъ  сео* 
ростей;  если  мы  ааи'Ьчаеиъ,  что  какая-либо  точка  ■атер1и  полу- 
чаетъ  абсолютное  ускорев1е,  или  нзиЪвдегь  свою  абсолютную  ско- 
рость, то  ваключаеяъ,  что  на  зту  точку  д'Ьйствуютъ  некоторая  силы. 

Ни  одна  точка  иатерьяльнаго  т1|ла  не  кохетъ  получить  аб- 
солютнаго  усБорен1я  и  не  иохетъ  нзиФнить  своей  скорости,  пока 
на  нее  не  станетъ  дМствовать  какая-либо  сила. 

Стремление  точекъ  иатер1и  сохранить  ин'Ъ1)Щ1яся  скорости  ска- 
зывается в  во  вренл  дЪйетв1я  на  вихъ  силъ;  вахдая  т«^1ЧЕа  натер1х 
изиФняетъ  свою  скорость  не  вдругъ,  но  постепенно,  дахе  при  такихъ 
силахъ,  который  цровзводятъ  наибол'бе  быстрое  ивн'Ьнен1е  скоростей. 

По  преЕращея)и  Д'ЪВств1я  силы,  точка  иатер1В  сохраняетъ  ту 

скорость,  которую  она  ии1;ла  въ  ио1еБт1>  прекращения  дФйств1я  силы. 

Ь  настоящее!,  параграф*  сл*дуетъ,  что  ма- 

однь  м,    »с11  Ашлораю  не  дгьйствуютг 

с^х*.  ли.  *о  пребывтть  по  ««ер- 
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ц%и  либо  еъ  абсолютномъ  пс1К01ь^  либо  въ  абсолютномъ  постук 
пательнола  движенш,  при  которомъ  есть  точки  его  движутся 
равномпрно  и  прямолинейно. 

Мы  будб][ъ  называть  матерьялъное  тФло  свободнымг^  если  оно 
можетъ  двитатьея  поетуоательно  по  инерщи  по  всевозножннкъ 
надравленшкъ  е  съ  какими  бы  то  ни  было  скоростями. 

Матерьлльное  т1ло  мохетъ  быть  свободно  во  всемъ  неограни- 
ченномъ  пространств^^  или  внутри  некоторой  части  его,  на  пре~ 
д1(лахъ  которой  оно  встр'Ьчаетъ  друг1я  матерьяльныя  т'Ьла  или 
вообще  хак1я-либо  нрепятств1я,  м'Ьшающ1я  его  поступательному 
движешю  по  инерц1м  въ  н^ккоторыхъ  наоравлешяхъ. 

§  %  Н'Ьето  пр1ложеи1я  еыы.  Сиы,  одиородио-прио- 
женныя  къ  т11у;  нъ  велычшы  ■  напрардеии. 

Всякая  сила,  дМствующая  на  какое-либо  матерьяльное  тЪло, 
им^етъ  въ  немъ  н^ккоторое  мтьсто  приложенгя;  подъ  этииъ  именемъ 
мы  подразум'Ьваемъ  тЬ  части  объема  тЪла,  всЬ  точки  которыхъ  полу- 
чаютъ  ускорешя  непосредственно  отъ  той  силы,  о  которой  идетъ  р^Ьчь. 

Ускорен1Я,  получаемыя  разными  точками  м'Ьста  приложен! л  силы, 
могутъ  быть  неодинаковы;  зто  можетъ  зависать,  какъ  отъ  свойствъ 
силы,  такъ  и  отъ  тФхъ  обстоятельствъ,  въ  которыхъ  находится 
матерьяльное  тЪло. 

Въ  настоящей  главФ  мы  будемъ  говорить  только  о  такихъ  си- 
лахъ,  каждая  изъ  которыхъ  прилагается  сразу  ко  всЬмъ  точкамъ 
свободнаго  иатерьяльнаго  т'Ьла  и  притомъ  сооби^аетъ  имъ  всгьмь 
одинакоеия  и  параллельния  ускоренгя;  всякую  такую  силу  мы 
будемъ  называть,  однородно^прилооюенною  къ  тгьлу  или  просто 
однородною  силою. 

Прим^Ьромъ  однородяыхъ  силъ  можетъ  аужить  сила  тяжести 
всякаго  т^а,  сообщающая,  какъ  изв^Ьстно,  всЪмъ  точкамъ  т'бла 
равный  и  параллельныя  между  собою  ускорен1я. 

Такую  однородную  силу,  которая  сообщаетъ  всЪмъ  точкамъ 
свободнаго  т'Ьла  ускорен1я  всегда  одной  и  той  же  величины  и 
всегда  параллельно  неизм'Ьнному  направлешю  въ  пространств'^,  мы 
будемъ  называть  постоянною  однородною  силою;  различныя  по- 


столнЕна  одвородныя  силы,  прилагаешя  еъ  одному  ж  току  же 
катерьлльнояу  тЬлу,  югуть  рюличатьея  величин&хи  е  направде- 
нкнн  еообщаешпъ  еш  ускорев!^. 

Непоспюянными  или  перемлнными  одиородными  силами 
кн  будеиъ  называть  та&1а,  которня,  хотя  к  сообщаютъ  ве1Ь|ъ 
точкаиъ  сво1(однаго  тЪла  вааЕКно-ралвня  и  параллельная  ускорена, 
но  величины  этихъ  ускорен1&  и  иа11равлен1я  ихъ  изнкняются  съ 
течешеиъ  врежени. 

Всякая  постояниая  или  аепостоянная  однородная  сила,  будучи 
приложена  еъ  свободному  иатерьяльноиу  т'Ьлу,  ваюдввшеиуся  въ 
абсолютномъ  поко'Ъ,  илн  въ  абеолютноиъ  постувательноиъ  двихе- 
в1и  по  внсрц1и,  необходиио  сообщигь  этому  тАлу  в^ЕОТорое  посту- 
пательное двяхев1е  *). 


*)  Весьна  легко  доказать,  что,  пр[1СЕазаЕннхъуслов1Я2ъ,  игяы,  соеди- 
няющая каж1Ш1  дв^  точка  т11ла,  сохранвтъ  свою  млаву  и  иа11равлев1е  во 
все  время  двнжен!я  гЬла. 

Пусть  х„  ))„  ;,  л  Г)'  ^>1  Ь'  <:П^  Еоордиват»  дв:г^^  какихъ-либо  точекъ 
т^ла  въ  ноиееть  I.  а,.  6,,  с,  и  а„  б,,  е,~БОорявнати  ихъ  въ  моиентъ  1„.  въ 
который  начала  д'Ъйствовать  на  т^о  одвороднал  сила. 

Такъ  как1>,  въ  каждый  номеитъ  д-ЁйствЕя  одвородноЗ  силы,  7С1[орен1я 
всгЪхъ  точекъ  т^^а  равны  и  оаралельны,  то: 

^  — ^.    ^~^%      А»—^ 

ар  ~~  (И* '    й(«      ас  >    ас      ас 

Помножнвъ  эти  равенства  на  3,1  п  нвтегр|фуя  ихъ  въ  аред-Ьлахъ  отъ 
I,  до  ',  иы  получихъ: 

•Ц, -  )С'.  =  (%\\ -  (>:',)о!  9'* - 9'.  =  (9'э).-(9',).;  1'.- *',=(1'.)о-{1'Л; 
гд*  №,)<,■  19'1)о-  (»'э)и  ')^|\1  (УОо.  (»'|)е  озвачаютьироэкфиваосикоордннатъ 
скоростей  об15ихъ  точекъ  въ  ионентъ  1^,  такъ  какъ  въ  этотъ  иоментъ  во! 
точки  тЬла,  по  пред11оложев1ю,  ин'Ёютъ  скорости  равныя  я  нараллельния,  то: 

):',  =  ?',;  ^.  =  9',;  ь=.|'- 

Понножив1>  эти  равевства  ъя  И  а  интегрируя  нхъ  въ  пред'Ълахъ  отъ 
^о  I,  мы  1голучпиъ: 

);,-^,  =  а,-в,;  9,-4.-6,-6,;  а.-|,=еа-е.. 

Эти  равенства  и  выражаютъ,  что  линЫ,  соединяющая  об^  точки,  сохра- 
:тъ  свою  длину  И  направлев1е;  а  это  ножетъ  быть  только  при  поступа- 
ьноиъ  движен1и  тк]а. 
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Въ  настоящей  гдав'Ь  мн  будемъ  говорить  только  о  т'Ьхъ  случаяхъ, 
въ  воторнхъ  натерьяльння  т'Ьда,  подверхенння  дЪйств1Ю  однород- 
ннхъ  силъ,  находятся  въ  аоко^к  или  въ  поступательноиъ  движен1и; 
говоря  зд'бсь  объ  усБоревш  или  о  скорости  одной  изъ  точекъ  т'Ьла, 
мн  иожеиъ  подразуи^вать  произвольную  точку  его,  такъ  какъ  всЬ 
точки  тАда,  движущагоея  поступательно,  имЪютъ  въ  одинъ  и  тотъже 
моиентъ  врехени  одинаковня  ускорен1я  и  одинаковня  скорости;  въ 
виду  этого,  для  сокращешя  р'Ьчи,  виЪсто  того,  чтобы  говорить: 
«скорость  и  ускорев1е  некоторой  точки  т-Ьда,  движущагоея  поступа- 
тельно >,  мы  будеиъ  выражаться  короче:  <  скорость  и  у скореше  т'Ьла  > . 

Положииъ,  что  въ  нашехъ  раепоряженш  ии']&ется  н^Ьсколько 
одвородныхъ  силъ: 

:№  1-й,  №  2-й,  №  3-й, 

которня,  по  нашей  вод4,  ногутъ  быть  приложены  къ  одному  и 
тому  же  свободному  матерьяльному  Т'Ьлу  Л^  находящемуся,  до 
приложен1Я  къ  нему  силъ,  въ  поко'Ь,  или  въ  поступательпомъ 
движен1и  по  инерц1И.  Предполагается,  что  можемъ  приложить  каж- 
дую изъ  этихъ  силъ  порознь^  отд'Ьльно  отъ  прочихъ,  и  что  можемъ 
также,  если  понадобится,  приложить  Н'Ьсколько  изъ  этихъ  силъ 
одновременно  къ  тому  же  Т'Ьлу  Л. 

Прилагая  къ  тЬлу  Л  каждую  изъ  этихъ  силъ  отдельно  отъ  про- 
чихъ и  наблюдая  поступательное  движен1е,  совершаемое  этимъ  т'Ь- 
ломъ,  мы  можемъ,  по  виду  движен1я  которой-либо  изъ  точекъ  его, 
опред'Ьлить  во  всякзй  моментъ  движен1я  величину  и  направлеше 
ускорешя,  сообщаемаго  этою  однородною  силою  всЬмъ  точкамъ  т'Ьла. 

Изъ  такихъ  наблюден1й,  положииъ,  окажется,  что  силы  №  1й, 
Л  2-й,  Л  3-й, ....  сообщаютъ  Т'Ьлу  Л  ускорен1Я  неодинаковой 
величины  и  неодинаковаго  направлен1я;  притомъ  въ  числ'Ь  этихъ 
еидъ  могутъ  оказаться  какъ  постоянныя,  такъ  и  перем'Ьнныя  одно- 
родвыя  силы. 

Видя  такое  различ1е  въ  количественномъ  отношеши  между  д'Ьй- 
СТВ1ЯМИ  этихъ  силъ  на  одно  и  то  же  т'Ьло,  мы  вправ'Ь  заключить,  что 
существуетъ  Н'Ькоторое  количественное  различге  и  въ  самыхъ  сидахъ. 
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Тавъ  вавъ  мы  не  анаегь  существа  сиъ,  а  только  жхъ  а1йств1я, 
то  нахъ  приходится  составлять  себ'Ь  коичеетвваное  преАСтавлен1е 
о  сиахъ  по  преизводиткъ  ини  д11бствиаъ,  то  есть  по  т11ъ  уеко- 
решлъ,  Боторня  он%  еообщаютъ  свободному  матерьяльаому  т^яу. 

Ин  предетавляемъ  ееб11,  что  однородно-прмлохенвня  во  всякому 
тЪлу  свлн  им'Ьютъ,  подобяо  уекорен1ямъ,  величины  в  направлетя. 

Значения  втнхъ   понятШ   мы   внраэйгь  сл11дующими  опред11- 

1еВ1Я)1И. 

ОпРЕД«ЛЕВ1в  а:   Подъ  вапр1влев11:мъ  силы,  одвородво-вриложевной  къ 

КАКОН^-ЛВБО  ТЪДУ,  1Ы  ПОДРАЗТВФВЛЕВЪ  ТО  ВАВР1- 
ВЛБВ1Е,  ВО  К0Т0Р01У  0В1  СООВЩАЕГЬ  ТСКОРЕВи  ВСЯЖЪ 
ТОЧКАЖЪ  ЭТОГО  Т«ЛЛ,  К0ГД1.  ОВО  СВОБОДВО.  ПоеТОЯВ' 
НАЯ     СЯЛА     ИВ«ЕТЪ     ИЕВЗВ'БаВОЕ     В1аРЛВЛЕВ1Е     ВЪ    ВРО- 


ОврвдФЛЕВ1Е  Ь:   Оялцъ,  однородво-вриложЕввыжъ    ВЪ  одвов;  В  тожг 

ЖБ    ТЪЛУ,    «Ы    ЦРИВВСЫВАЕКЪ  ВЕЛВЧВВЫ,  ВР0ВОРЩОВ1ЛЬ- 

ВЫЯ    ВЕЛИЧИНА»    ТЪ1Ъ  УСВОРЕИЛ,  КОТОРЫЙ  ОВЪ  ВОРОЗВЬ 

сооБЩАЮтъ  ЭТ01У  ТЪЛУ,  когдх  ОВО  СВОБОДВО.  Постоян- 
воб  свл«,   одиоРодно-прнлоаЕЕВной  къ  ТЪЛУ,  вы  ВРВ- 

ПВСЫВаЕВЪ    ПОСТОЯННУЮ    ВЕЛИЧИНУ. 

ио  2-му  опрелЪлев!ю  Ъ  чвслеавое  отношев1е  между  ведячи- 
навя  двухъ  постояяннхъ  иле  вепостояввнхъ  силъ,  одвородно-ири- 
лагаеныхъ  бъ  одвому  и  тому  хе  т1лу,  раваяется  численному  отно- 
шен1Б  между  величинами  усворешй,  сообщаемыхъ  имв  атому  тФлу, 
когда  ОВО  свободво. 

Пусть  силы  ^в  1-й  в  ;№  2-й  суть  свлы  ноетоянныя;  первая 
сообщаетъ  т1лу  А  ускорен1е  Ьх  по  определенному  направдев1Ю, 
вторая —ускорение  г*,  по  иному  направлен1Ю;  на  основан1И  выше- 
пЕаяавваго  мы  заключвгь,  что: 

(Величива  силы  №  2) е,  -  /»\ 

(Величина  силы  .'^1)       к, '  ' 

ИЛИ 

(Велвчвва  свлы  №  '^)  =  '^  (Велич.  силы  ^Ё  1) . . .  (2) 
Относвтельно  непостоянннхъ  одвородвыхъ  снлг  вамъ  придется 
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заключить,  что  оа^к  ии'Ьютъ  величины  и  направлеюд,  изм'Ьняющшба 
съ  течен1еиъ  времени;  но,  въ  каждый  опред-бленный  ионентъ  вре- 
мени, всякая  однородно-прилагаемая  къ  т'Ьлу  А  сила  им'Ьетъ 
определенное  направлен]е,  сивпадающее  съ  направлен1емъ  ускоре- 
Н1Й,  еообщаемыхъ  ею  въ  втотъ  моментъ  всЬмъ  точкамъ  етого  сво- 
боднаго  т^ла,  и  опред'Ьленную  величину,  численное  отношен1е  ко- 
торой къ  величин'Ь  силы  ^)^  1  равно: 

« 
V 

Г  ' 

гд'Ь  V  есть  величина  ускорен1Я,  сообщаемаго  сказанною  силою 
т^лу  А  въ  разсматриваемый  моментъ  времени. 

Такимъ  образомъ  мы  составляемъ  себ'Ь  представлен1е  объ  отно- 
сительной величин^^  различныхъ  силъ,  однородно-прилагаемыхъ  къ 
одному  и  тому  же  т&1у;  мы  можемъ  сказать,  что  изм'Ьряемъ  вели- 
чины зтихъ  силъ  величиною  одной  изъ  нихъ,  подобно  тому,  какъ 
1Н  изм'Ьряемъ  длины — единицею  длины,  скорости — единицею  ско- 
рости и  ускорен1я — единицею  ускорен1я. 

Величина  каждой  однородной  силы,  прилагаемой  къ  т'Ьлу  Ау 
выразится  у  насъ  именованнымъ  числомъ  въ  величин'Ь  той  изъ  нихъ, 
которую  мы  примемъ  |а  единицу  этихъ  силъ;   такъ,  вапримЬръ, 

именованныж  числа: 

•  • 

^  (Велич.  силы  №  1-й);  ^  (Велич.  силы  ]*  1-й) 

выражаютъ  величины  силъ  №  2-й  и  ]в  3-й  въ  величинЬ  силы 
]в  1-й;  знакъ: — (Велич.  силы  №  1-й)  есть  сииволъ,  означающ1й 
величину  силы  однородно-приложенной  къ  тЬлу  А  и  сообщающей 
ему  ускорен]е  г;|,  отношенхя  же: 


• 


г,       г, 
1\        V^ 


суть  отвлеченныя  числа. 

Для  бол'Ье  краткаго  обозначен1Я  величинъ  и  направленхй  раз- 
личныхъ силъ  мы  примемъ  буквенный  обозначен1я;  а  именно,  ве- 
личины силъ  однородно-прилагаемыхъ  къ  т'Ьлу  А  мы  обозначимъ 
сл'Ьдующимъ  образомъ: 


—    12   — 

^"1^  будегь  означать  веляяяву  силы  К  1-й  сообщ.  т4лу  .4  уск.  *,, 

1-я             „              п           „    И2-Ъ     „         ^    А     ,  щ, 

)        г            „             я           „     ^^  3-Й     ,         „    А    .  ^3, 


Надо  ям'Ьть  въ  виду,  что  эти  символы  означаютъ  именован- 
чвсла,  единицею  наЕиеновав1я  которыхъ  служить  величина, 
'раашеиая  однинъ  изъ  этнхъ  хе  символовъ,  чнсленння  же  отно- 
я  иехду  величинами,  изображаеиыии  этими  символаии,  суть 
еченныя  чима  или  дроби: 


и,-г  '    14, 


Направлен1а  силъ  услопннся  обозначать  т'Ьии  же  саинки  зна- 
[,  аакъ  и  величина  силъ,  подобно  тону,  какъ  на  обозначаемъ 
ю  в  тою  же  буквою  величину  и  иаправлен1е  усЕорен!я;  поэтому: 

соз(Р1^Д),  со8(^'1^,5'),  С08{Р1_^.,2) 

тъ  означать  косинусы  угловъ,  составляемыхъ  съ  осями  Еоорди- 
•  на11равлеи1емъ  силы  №  1 ,  однородво-приложенной  нъ  тФлу  А. 
Величиан  однородныхъ  силъ:  ^вЛ*  п,  (п-\-  1),  (п-|-2), . . . , 
(атающихся  еъ  другому  т'Ьлу  В  и  сообщающихъ  ему  ускорен1я 
*(»+1)1  %+г)1  ■  •  ■  •  выражаются,  па  основан1И  определения  Ь, 
иличнв^Ь  одной  изъ  этихъ  же  силъ.  Означииъ  величины  и  напра- 
|я  ихъ  символами:  Рп^,  Р(п-{-1)^,  {Р)1-\-2)р, . . . . ;  каждый 
этихъ  символовъ,  когда  онъ  есть  знакъ  величины  силы,  предста- 
ть в*воторое  именованпое  число,  единицею  няименован1я  вото- 
'  служит!  величина,  изображаемая  однинъ  изъ  этихъ  же  сим- 
въ  (наарим4ръ,  ^?^йд=велич.  силы  №  и);  числениня  же  от- 
Ш1Я   между   величинами  этихъ  силъ  суть  отвлечепныя  дроби: 


ЛМ-1)я^г'(^1)_    -Р(«+2)д  ^  у,^^^ 


.  (3  Ь1з) 
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§  3.  Начало  параллелограмма  силъ,  однородно-прнло- 
жениыхъ  къ  тЬлу.  Силы  составляю1ц1я  I  равнод1Ьйствую- 
щая.  Равнов'Ьс1е  сыъ. 

Въ  предъидущемъ  парагра^кЬ,  говоря  о  д'Ь&етв]и  на  свободное 
т1до  силъ  однородно-прилохенннхъ  въ  нему,  иы  предполагали, 
что  каждая  изъ  нихъ  ножетъ  быть  приложена  къ  т^Ьлу  или  отнята 
отъ  него  по  нашему  желан1ю;  при  такоиъ  услов1и  мн  можеиъ  под- 
вергать т^ло  дМств1Ю  важдоВ  изъ  однородныхъ  силъ  въ  отдель- 
ности. Однако  встр'Ьчаются  тав1л  однородння  силы  какъ  наприм'кръ 

силы  тяжести,  ВОТОрЫЯ  постоянно  приложены  къ  Т-Ьлу  и  отъ  ВЛ1ЯН1Я 

воторыхъ  мы  не  въ  состоян1и  освободить  т^о;  въ  такихъ  слу- 
чаяхъ  придется  нер'кдко  разсматривать  движен1е  т^ла  при  ди- 
СТВ1И  двухъ  или  н'Ьсволькихъ  однородныхъ  силъ,  одновременно- 
приложенныхъ  въ  т'Ьлу. 

Одновременное  Д'Ьйетв1е  н'Ьскольвихъ  одновременно-приложен- 
ныхъ  въ  т^лу  силъ  опред'Ьляется  слЪдующимъ  основнымъ  прин- 
цноомъ  механики: 

Основное  начало  В:  Усвореше,  сообщаемое  каждой  точкф  свободнАго 

ТЪЛА  несколькими  ОДНОВРЕМЕННО-ПРИЛОЖЕННЫМИ  КЪ 
НЕМУ  ОДНОРОДНЫМИ  СИЛАМИ,  ЕСТЬ  ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ 
СУММА  *),  СОСТаВЛКННАЯ  И8Ъ  ТФХЪ  САШХЪ  УСКОРЕ- 
ШЙ,  КОТОРЫМ  СООВЩАЮТЪ  ЭТИ  СИЛЫу  ПРИЛОЖЕННЫЙ 
въ   ТЪЛУ   ПОРОЗНЬ. 

'  Иначе  говоря,  это  начало  утверждаетъ,  что  каждая  изъ 
одновременно-приложенныхъ  однородныхъ  силъ  сообщаетъ  гЬлу 
усвореше  той  же  величины  и  того  же  иаправлен1я,  вавъ  бы  она 
действовала  отдельно,  и  что  воб  тав1я  усворен1Я,  сообщаемый 
одновременно  одному  тЪлу,  слагаются  геометричесвн  въ  одно  усво* 


*)  Въ  §  32  кинематической  части  этой  книги  объяснено  было  значеше 
теометрическато  С10жен1я;  кроиЬ  того  въ  той  части  намъ  случалось  неодно- 
кратно говорить  объ  этомъ  д1&йств1и,  какъ  въ  прим^нен1и  къ  скоростямъ, 
такъ  и  въ  при]гЬнеши  къ  ускорешямъ;  поэтому  мы  зд'Ьсь  предполагаемъ, 
что  смыслъ  этого  термина  совершенно  понятенъ  читателю. 
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рен1е,   д^БЙстввтельно   приниммое   свобоцшъ  т1кЮ11Ъ;  ковечЕО, 
всЬ  точки  гЬда  нолупють  раваня  и  ааранельшя  пюметряче- 
ски-сложныя  усЕорев1я,  такъ  какъ  вс1  прилохенвня  въ  т^лу  сиц 
юлагаются  однородвши. 

Гекорен!е,  сообщаеюв  свободвому  тЪл;  вЪсбольесвхв  одвород- 
снла»,  приложеввыви  къ  веиу  одновремевно,  кохегь  бить 
цено  еху  одною  одвородаою  силою,  которая  вазнваетея  равно- 
тоующею  этнхъ  силъ;  этв  же  свлы^  по  отвошвВ1Ю  въ  ихъ 
)д^йствующей,  вазываютея  составляющини  силам». 

:новываясь   на  начале  В,  мы  иожсиъ  выработать  ^равп^о  длл  ооре- 
\я  ве^вчины  в  направлевйя  равводЮствующеВ  по  величнвакъ  в  на- 
е11{ямъ  составляющнхъ  силъ. 
[редпоюкцнъ,  что  къ  ■Лжу  А  одновременно  прыоженн  одворохныя 

№2,    №  3, №  Л, 

шчпнахъ  н  вавравлевш»  которыхъ  )ш  говорили  въ  аредъвдущенъ 
раф*!;;  есзв  гЬло  А  свободво,  то,  по  началу  В,  оно  получигь  такое 
>ев1е  Ь,  проэЕцш  котораго  на  оси  воордивать  будуть  равны  проэЕшлнъ 

ПЪ  7С1Е0реВ1||  0„  «и   .  .  .  .   Р^  то  бСТЫ 

}  {ЬХ)  =  и,  С18  (уД)  +»д  С08  {%Х)  + . .  .  +*^  С<18  («^Х)  I 

,  (*У)»=*,  С08(*,У)+*,  соя  (*,У)  +  .  .  .  +  *А  С08(*;|.У)    .  .  (4) 

I  {Ьг)  =  V,  С08  {Ь^2)  +  »,  С08  (Ь^2)  4- . . .  +  «й  С08  (*й^  \ 

'скорен1а  «„  с„  .  .  .  .  г»  суть  тЬ  саиыя,  которыя  сообщаются  свобод- 
д*лу  А  сяламв  №  2,  №  3 Л  Ь  въ  отдельности;  поэтому: 

''^=тг/'>  ^^=м;"»' ^*=*ч:^^ ^^* 


1влен1я  ихъ  совпиямпъ  съ  оаараыешями  этнхъ  сн1ъ. 
СО8(»,Х)=С08(И^,Ж1,   С08(«,2)=Г08(И^Д),1 

С08(*,У)=С08(Р2^,У),  соз(*.У)=соз(2?3^,У),   ;•••  («) 

соя  («,г)=(-08  (Ид,г),  соз  (*,2)=с118  (Р8^,г),] 
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схЬховатедьно,  иожно  представить  равенства  (4)  сд'ЬдующЕМЪ  обраэоиъ: 


.(7) 


Ускореще  V  можетъ  быть  сообщено  свободному  гкг^  Л  одною  одно- 
родно-приюженною  къ  нему  снюю,  направ1ен1е  которой  совпадаегь  съ 
направлешеиъ  V  и  величина  которой  равна: 


(8) 


эта  сила  Р^^  и  есть  равнод^^йствующая  составлающихъ  однородннхъ  сидъ: 

Тавъ  какгь,  по  нашему  звакоположетю,  знакъ  ^'^_  служить  для  обозва- 
чев1я  не  только  величины  силы,  но  еще  и  ея  ваправлев1я,  то: 


соя^VX)=со8^Р^^,X)] 
С08  (*2^)  =  соа{Р^^,2) 

На  основав1В  (8)  и  (9)|  пзъ  равевствъ  (7)  сл^дуютъ  равенства. 

Р^сов{Р^X)^Р2^ш^Р2А1^)  +  РЬлсоа{Рг^,Х)  + . . 

.  .-\-Рк^соз^Рк^^,X) 
Р^ео^Р^^  У) = Р2лС(>9{Р2^, У) + РВ^соа^Рг^^, У)  + .  • 

..-\-РкАС0&{Рк^1,У) 
Р^соз(Ра^  =  Р2аС0в(Р2^,2)  +  2?'3^со8(^^^,2)  + . . 

. .  4-  РкАСоа(Рк,А^2) 


(9) 


, .  (1») 


выражающ1Я  велчнву  я  направлетпе  равнодействующей  въ  величянахъ 
н  направлешяхъ  составляющихъ  силъ. 
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Величины  и  напраиен1я  си1ъ,  однороднсьприлагаемнхъ  къ  гкву,  можно 
изображать  длинами,  откладываемыми  по  направлешамъ  силъ  отъ  какой- 
либо  одной  и  той  же  точки  тЬла;  каждая  длина  должна  быть  во  столько 
разъ  бол^^  единицы  длины,  во  сколько  разъ  величина  изображаемой  ею 
силы  бол-^^е  величины  той  силы,  которую  мы  приняли  за  единицу  силъ» 
прилагаемыхъ  къ  этому  тЬлу. 

Изображая  силы  длинами,  мы  можемъ  поступать  съ  ними  какъ  съ  уско- 
рен1ями,  то  есть  проэктировать  нхъ  на  направлен1я  или  на  плоскости  и 
производить  надъ  ними  геометрическ1я  сложенхя  и  вычиташя. 

11р()9кщею  силы  Е^^  на  ось  X  мы  навываемъ  силу,  им'Ьющую  вели- 
чину: ^^  С08  {I'^^X)у  и  направленную  параллельно  положительной  или 
отрицательной  оси  X,  смотря  потому,  им'Ьетъ  ли  С08  положительную  или 
отрицательную  величину. 

Проэкц1я  СИЛЫ  I*^^  на  ось  X  изображается  проэкц1ею  на  ту  же  ось 
длины,  представляющей  эту  силу. 

Каждое  изъ  равенствъ  (10)  выраашетъ,  что  проэкщя  на  одну  изъ 
осей  координатъ  равнодМствующей  ^Г^  равна  сумм^  проекщй  составляю- 
щихъ  силъ:  1^Ач  ^'^Ау  •  •  •  •  ^^А^ 

Язъ  этого  сл^дуетъ,  что  длины,  И80бражающ1я  силы  ^Р^,  ^2^,  1^8^,.. 
..  1^4 А^  им-Ьють  так1я  величины  и  направлешя,  что  изъ  лин1й,  равныхъ  и 
параллельныхъ  имъ,  можно  составить  замкнутый  многоугольникъ. 

Следовательно,  длина,  изабражантмя  равнодп>йствую\иую  1^^,  есть 
геометрическая  сумма  длинъ^  шображающихъ  составляюшгя  салы:  1^2^, 

1^А ^^А- 

Если  къ  тЬлу  одновременно  приложены  только  дв^  однородныя  силы, 
то  раввод'1^йствующая  нхъ  изобразится  даагонадью  параллелограмма,  сто- 
роны коач>раго  изображаютъ  величины  и  направлетя  приложенныхъ  къ 
т^у  сил  ь. 

Построете  длины,  изображающей  равнодействующую  несколькихъ 
силъ,  можно  сделать  последовательннмъ  образомъ:  сначала  построить,  по 
правилу  параллелограмма,  равнодействующую  двухъ  изъ  приложенныхъ 
къ  тЬлу  силъ,  загЬмъ,  на  полученной  длин*  и  на  длин*,  изобрааьающей 
третью  силу,  построить  новый  параллелограммъ,  даагональ  котораго  изобра- 
зить равнодействующую  трехъ  силъ,  п  т.  д.;  такимъ  образомъ  определете 
величины  и  направлен1я  равнодействующей  несколькихъ  однородно-прило- 
женныхъ  къ  телу  силъ  сводится  на  последовательное  применен1е  правила 
параллелограмма;  вследствхе  этого  осноаное  начало  В  называютъ  началомъ 
параллелограмма  сгилъ. 


^1  -. 


-  17  - 

Если  равнодМетвующад  однородннхъ  сжлъ,  одновременно  при- 
лохенннхъ  къ  одному  и  тому  же  т^ду,  равна  нулю,  то  тогда  тЪло 
не  получаетъ  отъ  совокупнаго  д'Ьйств1я  ихъ  никакого  ускорешя; 
въ  такнхъ  случаяхъ  говорятъ,  что  силы  взаимио-урмновпты' 
ваются  или  находятся  въ  равновтьсги. 

Свободное  матерьяльное  тФло,  къ  которому  одновременно  при- 
ложено н'Ьсколько  однородныхъ  взаимно-уравнов'Ьпшвающихся  силъ, 
если  не  деформируется,  то  нребнваетъ  по  инерц1и  либо  въ  абсолют- 
номъ  поко^,  либо  въ  абсолютномъ  поступательномъ  движенш,  при 
которомъ  всЬ  точки  его  движутся  равномерно  и  прямолинейно. 

Равнов^^е  однородныхъ  силъ:  2^1^,  ^Аь  -  •  *  ^РА^  одновременно 
ориложенныхъ  къ  гУу  Л,  выражается  анадитнчес&и  равенствами: 


тсо9(Р1^^,  У)+2^^со8(]Р2^,  У)+. .  .+2ф^со5(^]р^,  У)=0 
Боторыя  могутъ  быть  заменены  символическнмъ  равенствомъ: 


(И) 


выражающимъ,  что  геометрическая  сумма  длинъ,  изображающихъ  уравно- 
в^шиваюдцяся  сиды,  равна  нулю. 

Точно  также  равнов^схе  однородныхъ  силъ  №  п,  №  г,  №  5,  ...  №  д, 
одновременно  приложенныхъ  къ  свободному  тЬху  В,  выражается  а^я^ю- 
щимъ  сямволическимъ  равенствомъ: 


,       Ъп^+Рг]в+Рз^  -Г + ^'?д=0 (13) 

$  4.  С|лы  взаIннод^Ь8ств^я.  Начало  равенства  одно- 
родныхъ I  противоооложны1ъ  еилъ  вза1МводШ1;в1я. 
Отношен1е  между  велнчннанж  однородныхъ  енлъ,  пржло- 
женныхъ  къ  разлнчнынъ  т^ланъ. 

На  осЕованк  началъ  я  опред'Ьлетй,  приведенныхъ  въ  преднду- 
щнхъ  оараграфахъ,  мы  изн^ряенъ  численнна  отяошешя  между  велв- 
чвяаяя  однородянхъ  сялъ,  прихагаехыхъ  къ  одвояу  и  тому  же  т'Ьлу. 


о 
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Теперь  иы  приведемъ  начало,  на  оса:овав1и  Еотораго  кв  жажк- 

ряекъ  отнсшен1л  жежду  величинап  однородныхъ  свлъ,  црнлохев- 

хъ  къ  разнынъ  т'Ьланъ;  это  начало  относится  еъ  силаиъ  взаинно- 

ЙСТВ1Я  между  т']Ёла1В  и  онред^яегь  поняпе  о  равныхъ  одео- 

(ныхъ  свлАХъ,  прилохенныхъ  Есъ  двунъ  разннмъ  т1^а1Ъ. 

Изучев1е  свойствъ  тФхъ  сиъ,  д1Ьйст81емъ  которнхъ  объясняются 
1ен1Я  природБГ,  показало,  что  величина  я  направлеше  всякой 
ш,  приложенной  къ  кавону-либо  матерьяльнону  тЪлу  А,  на- 
дятся  въ  определенной  зависимости  отъ  полохен1я,  занпмаемаго 

отношешю  ЕЪ  т'Ьлу  А  Е'Ьноторымъ  т^лоиъ  Б,  въ  которомъ 
Бъ  будто  бн  заключается  ясточннкъ  силы,  приложенной  нъ  А; 
нокреиенЕО  съ  силою,  нржложенною  къ  А  и  им-Ьющею  своимъ 
гмчннЕомъ  тЪло  в,  наблюдается  сила,  приложенная  в.ъ  В  и 
Ъющаа  своимъ  источниномъ  гЬдо  А. 

Эти  одновреиенныя  силы,  д%Вствующ1Я  между  т^Ьланя,  назы- 
отся   силам»  вэаимнодгьйствъя  между   ними. 

ВсЬ  силы  природы  суть  силы  взаимнод'ЁЙст81я  между  т'Ьлами. 

Между  т'Ьлами  конечвыхъ  разн'Ьровъ,  находящимися  въ  но- 
1ныхъ  разстоян1яхъ  одно  отъ  другого,  силы  взаиивод11бств1Я 
ваютъ  по  большей  части  силами  неоднородно-приложенными  къ 
1анъ;  чЪмъ  меньше  разм1Ьрн  гЪлъ  и  чЬмъ  больше  разетояня 
Еду  ними,  т'Ьиъ  ближе  подходятъ  9ТЯ  силы  къ  однородности. 

Предетавимъ  себЪ,  что  нм^Ьсмъ  так1Я  т^ла,  между  Б<>торн1И 
1Нмнод*йств1я  суть  силы  однородный,  такъ  что  къ  т4лу  А  нри- 
кена  однородная  сила,  величина  и  ваправлешвЕоторойзависятъ 
ь  относмтельнаго  положен1я  тЪла  В  но  отношению  къ  Т'Ьлу  А, 
въ  то  же  время  въ  т'Ьлу  В  приложена  однородная  сила,  вели- 
1а  и  ваправлен1е  которой  вавмсятъ  отъ  цоложен1Я  тЪла  А  но 
[ошен1Ю  ЕЪ  тФлу  В. 

Таш'я  силы  взаиивод*йств1Я  неяду  ДВУ^  т*лами  мы  пред- 
агаеиъ  равяымг  Иеаду  со((01)  ®^'^  направления  ихъ  прямо- 
гявонаюжте;  его    пцллаоло»»  \ъ  составляетъ  сущность  одного 
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Основное    НАЧАЛО   С.    Если   ВЗАИННОДЪЙСТВШ  МЕЖДУ   ДВУМЯ   ТЪЛАКИ  СУТЬ 

силы  ОДНОРОДНО-ПРИЛОЖБННЫЯ  КЪ  НИНЪ  и  ПРЯМО- 
ПРОТНВОПОЛОЖНЫЯ  ОДНА  ДРУГОЙ,  то  эти  СИЛЫ 
РАВНЫ   по   ВЕЛИЧИНА. 

Прннявъ  это  начало,  жы  можеиъ  опред'Ьлить  численныя  отноше- 
Н1Д  между  величинами  Бакихъ-либо  однородныхъ  силъ,  приложен- 
ннхъ  Бъ  тФламъ  ^  и  Д  если  взаимнодМств1я  между  этими  т'Ьлами 
суть  силы  однородный  и  прямопротивоположныя  хотя  бы  при  Н^БОТО- 
ромъ  одномъ  только  опред'Ьленномъ  относительномъ  положен1и  ихъ. 

Подожихъ^  что  эти  силы  взаи»нод'Ьйств1д  сообщаютъ:  т'Ьлу  А 
усБореше  »^В^  и  т4лу  В  усБорен1е  ЬА^. 

Пусть  ^В1^^^  Ж2^ означаютъ,  по  прежнему,  величины 

однородныхъ  силъ,  прилагаемыхъ  къ  т^лу  А  и  сообщающихъ  ему 

ускореша  г),,  Ь,^^ ;  величины  этихъ  силъ  могутъ  быть  сравнены, 

иа  осаованш  опред'Ьденк  &,  съ  величиною  силы,  сообщаюп](ей  т'Ьлу  А 
уекореше  ЬВ^;^  озиачимъ  черезъ  ^В^  величину  этой  силы;  будемъ 
нм^ть  равенства: 

№4=М4.  ША^>Л^.  (ц\ 

Пусть,  дал'Ье,  1^п^^  1\п+1)^^, означаютъ  величины 

^лъ  однородио-дрилагаемыхъ  бъ  тФлу  В  и  сообщающихъ  ему  усБО- 
рея1я  *^,  у^п^-1ь ;  озиачимъ  черезъ  ^А^^  величину  силы,  сооб- 
щающей тому  же  Т'Ьлу  усБореше  ^А^  подобно  тому,  БаБъ  и  дш 
тЬла  Ау  будеиъ  им'Ьть  равенства: 

Изъ  рядовъ  равенствъ  (14)  и  (15),  принявъ  во  внимаше, 
что,  на  основаши  начала  С: 

ин  получимъ  слФдуюпця  выражен1Я  численныхъ  отношбн1й  между 
величинами  однородныхъ  евлъ,  приложенныхъ  бъ  тФламъ  В  ж  А\ 

2* 
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Па 


Г2а 


. . .  (16) 


Отеюда  видно,  что  численное  отноюенге  между  величинами 
двухь  однородныхъ  силг^  одна  изъ  которыхг  приложена  кг  тплу 
В,  а  другая  къ  тгьлу  А,  получается  чрезъ  умноженге  числен- 
наго  отношенгя  между  величинами  ускоренгй,  сообщаемых^ 
дтими  силами,  на  постоянную  для  этой  папы  тпм  дробь: 


9Ва 


(17) 


которая  представляетг  отпошеме  между  ускоренгями,  сооб- 
щаемыми тгъламг  ^\  и  В  силами  взаимнодгьйствгя  между 
нимщ  однородными  и  противоположными^  а  потому  и  рав- 
ными между  собою. 

§  5.  Равиыя  однородныя  силы  н  силы,  сообщающ1я 
равныя  ускорен1я  разлнчнымъ  т^лашъ. 

Дв'к  однородныя  еилы,  прялогенныя  бъ  одному  и  тону  хе 
14лу,  ии'кютъ  раввыл  величины,  если  равны  ускорешя,  сообщае- 
ныя  НИИ  этому  тФлу. 

Дв4  же  однородныя  силы,  приложенный  къ  разнымъ  т^ламъ 
и  сообщающ1я  имъ  одинаковыя  ускорешя,  вообще  говоря,  не  равны 
между  собою;  изъ  равенствъ  (16)  видно,  что  отношен1е  между 
величинами  О^  и  О^^  силъ,  сообщающихъ  т'Ьламъ  В  и  Л  уско- 
реше  г^,  равно  дроби  (17). 


(18) 


Для  того,  чтобы  величина  Ф^  однородной  силы,  приложенной  къ 

т^Ьлу  В  и  сообщающей  ему  ускорен1е  7^^,  равнялась  величин^Ь  Ф^^ 
однородной  силы,  приложенной  къ  т:Ьлу  А  и  сообщающей  ему  уско- 


Шщ'-*А 
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рете  У^^^  необходимо,  чтобы  величина  Ф^^  была  во  столько  разъ 
бол4е  величины  \А^^  во  сколько  разъ  Ф^  бол*е  \В^у  для  этого 

ускорения  У^^,  и  Ут^  долхвы  удовлетворять  сл'1дуюшеку  равенству: 
которое  можно  представить  такъ: 

Т;=и^  ••■' (*») 

Сл^кдовательно:  деть  силы^  одна  и^  которыхъ  однородно- 
прилоокена  кг  тгьлу  А^  а  другая  къ  шгьлу  Б,  имтьютг  равния 
^еличины^  если  отношенге  между  уекоренгямщ  сообщаемыми 
ими  тгьламъ  А  и  В^  равняется  дроби  (17), 

Крои'Ь  того  заи11тимъ,  что  дробь  (17),  которую  иы  означииъ 
■черезъ  ^{ВА)^  можетъ  быть  представлена:  1)  какъ  отношеше  между 
уекоретями,  сообщаемыми  т'Ьламъ  А  ^  В  какими-либо  равными 
между  собою  однородными  силами,  приложенными  къ  этимъ  тЪламъ, 
2)  вакъ  отношеше  между  величинами  однородныхъ  силъ,  прило- 
лБенныхъ  къ  т'Ьламъ  В  т  А  ъ  сообщающихъ  имъ  равный  ускорен1Д. 

.  .(в^)*'=1^=|^=15 (Эд 

§  6.  Вемчина  силы  однородно-приложенной  къ  т1^ду, 
равна  сумн'Ь  величинъ  однородныхъ  силъ,  приложенныхъ 
жо  всЬнъ  чаетянъ  т1^ла. 

Пусть  имЛемг  некоторое  т4ло  К. 

Положммъ,  что  для  сообщен1я  ему  ускорен1я  V  надо  прило- 
жить къ  нему  однородную  силу,  им'Ьющую  величину  О^. 


*)  Порядокъ  рази'Ъщешя  буквъ  В  н  Л  въ  символ!»  \»-{ВА)  сдйдующхй: 
«вачаха  поставленъ  внакъ  того  тЬла,  ускоревге  котораго  находится  въ  зна- 
хевател-Ь;  зд^сь  это^гЬю  В,  ускоренхе  котораго:  ЬЛв  или   ^^^^ 
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Если  отд-Ьлимъ  отъ  т-Ьла  н-Ькоторую  часть  а,  то,  для  сообщен!]? 
этой  части  усБорешя  той  &е  величины  Ь^  надо  будетъ  однородно- 
приложить  къ  ней  силу,  имеющую  величину  О^,  меньшую  О^. 

Разд^Ьлимъ  тФло  К  на  части:  а,Ъ^с, /^  и  опред'Ьлп'ь 

величины  (тд,  6^2»  ^с ^н  однородныхъ  силъ,  сообщающих^. 

этимъ  частяиъ  ускореше  той  же  величины  V. 

Естественно  допустить,  что  когда  вс*  части  а,  6,  с, ., ...  Л  со- 
браны вм'Ьст'Ь,  образуя  т4ло  К^  которое  подвержено  сил*  (т^,  сооб- 
щающей ему  ускорен1е  г^,  то  тогда  къ  части  а  однородно  приложена 
по  тому  же  направленш  сила  (т^,  къ  части  Ъ — сила  (7^,  къ  части 

с — сила  О^, къ  части  к — сила  Сг1^  и  что  величина  силы  О^ 

равняется  сумм'Ь  величинъ  силъ,  приложенныхъ  къ  частяиъ  а^Ъ^с^.^.Н* 

Бакъ  ни  естественно  это  допущеше,  но  оно  не  вытекаетъ  изъ 
приведенныхъ  выше  началъ  и  опред'Ьлеюй;  а  потому  мы  должны  по* 
ставить  себ'Ь  на  видъ,  что,  д'Ьлая  его,  мы  вводииъ  следующее  начало: 

Основное   начало  2).    Величина  однородной  силы,  сообпцющЕй  тфлу 

КАКОЕ-ЛИБО    УСКОРЕШЕ,     РАВНЯЕТСЯ     СУИМФ    ВЕЛИ- 
ЧИНЪ   ОДНОРОДНЫХЪ    СИЛЪ   того   ЖЕ   НАПРАВЛеНШ, 
С00БЩАЮЩИ1Ъ    ТО   ЖЕ    САМОЕ   У0К0РЕН1Е   ЧАСТЯИЪ- 
ТЪЛА,  взятыиъ  ВЪ   ОТДЪЛЬНОСТИ. 

На  основаши  этого  начала: 

б^^г'=  С^а  +  С^ь  +  б^с + •  •  •  •+^л? (^1) 

гд*  (?^5-,  (гд,  бг^,  0^^, (т^  суть  величины  однородныхъ  силъ 

одного  и  того  же  направлешя,  сообщающихъ  т-Ьлу  К  и  частямъ 
его:  а,  6,  с, Ъ,  взятнмъ  въ  отдельности,  ускорен1е  V. 

Йзъ  этого  сл'Ьдуетъ,  чтг>: 

НКА)=НаЛ)  +  НЬА)+НсА)+ +  КМ,  ....  (22). 

потому  что 


^Вл-'. 
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гл'Ь  (г^  есть  величина  однородной  силы,  сообщающей  т'Ьлу  А 
ускорен1е  V. 

%  7  Масса  т'Ьла. 

Если  для  двухъ  какихъ-либо  тФлъ  А  ъ  В  отношеше  \^{ВА) 
не  равно  едициц1Ь,  то  это  озиачаетъ,  что  способность  этихъ  т'Ьлъ 
къ  воспринят1Ю  д'Ьйств1я  однородныхъ  силъ  неодинакова;  равння 
силы  сообщаютъ  ииъ  не  равныя  ускорен1я  и  для  сообщен1я  ихъ 
равныхъ  ускорен1й  должно  приложить  къ  нимъ  неодинаковыя  силы. 

Съ  другой  сторонвг  иы  знаемъ,  что  натерьяльное  тФло,  на- 
ходящееся въ  поступательноиъ  движеши,  им'Ьетъ,  по  свойству 
жвершЕу  стремленге  сохранять  величину  и  направлеше  своей  ско- 
рости абсолютнаго  движен1я;  такое  стремлеше  ин  будекъ  называть 
инертностью  т'Ьла. 

Инертность  т^Ьла  есть  свойство  противоположное  способности 
его  воспринимать  Д'Ьйств1е  однородныхъ  силъ:  Ч'Ьиъ  больше  инерт- 
ность т'бла,  т-^иъ  меньше  вншеупомянутая  способность,  и  обратно. 

Сл'бдовательно,  инертность  двухъ  т'Ьлъ  Ая  В  неодинакова,  если 
1Н.ВА)  не  равно  единиц^Ь;  большею  инертностью  обладаетъ  то  изъ 
этихъ  двухъ  т*лъ,  которое  получаетъ  меньшее  ускорете  при  той 
хе  величин'^  пу^иложенной  силы  и  которое  требуетъ  большей  силы 
для  сообщен]я  ему  ускорен1я,  одинаковаго  съ  другимъ  т'Ьломъ. 

Поэтому,  отношеше  между  величинами  инертностей  т-Ьяг  В  и  А 
полагаютъ  равнымъ  дроби  НВА),  то  есть  равнымъ  отношешю  вбли< 
чинъ  О^  и  Сг^  однородныхъ  силъ,  сообщающихъ  равныя  ускорея1я 

этимъ  т'Ьламъ,  или  отношен1ю  величинъ  7"^  и  У^  ускорешй,  сооб- 
щаемыхъ  т'Ьламъ  А  е  В  однородными  силами,  равными  между 
собою. 

Ч'Ьмъ  больше  инертность  т'Ьла,  тЪмъ  больше  въ  немъ  того,  что 
обладаетъ  свойствомъ  инерши,  то  есть  матерхи;  поэтому,  по  вели- 
^ин'Ь  инертности  тФла  судятъ  о  количеств'Ь  заключающейся  въ 
нбнъ  матерш,  полагая,  что  \^ВА)  есть  отношеше  количества  ма- 
тер1В  т'Ьла  В  къ  количеству  матер1и  т'Ьла  А. 

Еодичеетво  матер1М  т'Ьла  называется  массою  его. 
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0ПРЕДЪ.ТБН1Е  С.  0ТВОШЕН1Е  Н1ССЪ  ДВГГЬ  Т«.ГЬ  ОВРАТВО  ПГОПОРЩОНкЛЬНО 
0ТВ0ШЕН1Ю  ГСКОРЕВЛ,  С00БЩ&ЕЖЫ1Ъ  вТКМЪ  Т^ШТЬ  ОДНО- 
Р0ДНЫ1И    Н    аРЯЮПРОПВОПОЛОЖНЫНИ    СИЛАЖа   В31И1В0- 

дъвстеш   МЕЖДУ  нпи,  или  ВООБЩЕ  КАКннв  БЫ  то  ви 

БЫЛО    Р1ВНЫ1Н   НЕХДУ   СОБОЮ   СИЛАМИ,   ОДНОРОДНО-ПРИЛО- 
ЖЕВНЫМН    КЪ    ЭТВНЪ    Т«Л1>Ъ. 

В|«СТ«  СЪ  ТЪМЪ  0ТЕ0ШЕВ1Е  МЮСЪ  ДВПЪ  ТЪЛЪ  Р1ВВ0 
0ТВ0ШЕН1Ю  ВЕЛИЧИВЪ  0ДВ0Р0ДВЫ1Ъ  СИЛЪ,  С00БЩ1ЮЩН1Ъ 
РАВНЫЯ    ;СБ0РЕН1Я    ЭТИМЪ    ТФЛАКЪ. 

»^=.(ВЛ,=-^=|^ (23) 

д11  т^  я  т^  означаютъ  шиссы  т'&лъ  ^  и  Л. 

Означивъ  черезъ  ш^,  т^,  т^,  т^, *мд  иаан  т'Ьла  К  и 

астей  его:  а,Ь,€, к;  ва  основан1В  посл'Ълвяго  опред'Ьлешя, 

авепство  (22)  ножетъ  быть  представлено  подъ  слФдующимъ  видомъ: 

отсюда  сл4дуетъ: 

Шд-=)и„  +  т;,  +  т^.  + +»"А) (2^) 

}  есть:  масса  тпла  равна  суммгь  масса  всп>хъ  частей  ею;  это 
ает»  намв  право  говорить,  что  масса  ттьла,  понятге  о  ко- 
юрой  составляется,  на  основати  опредгьлетя  с,  по  величин», 
н^тности  тпла,  есть  количество  мат^и,  заключающейся 
!  тплть, 

11оа11    (^казанвяго    въ    посл'Ьднихъ    параграфахъ,  чжсленное 
1ношен1е  хежду  величиаахи  ^^р  в  ^Р^  однороднахъ  снлъ,  при- 
охсввнхъ  КЪ  гЬлахъ  ^  н  ^  в  сообщающихъ  нвъ  ускореви  Ь^ 
Ь^,  внразвтея  такъ: 

^=^' ■....(25) 

О  есть:  численное  отношенге  меокду  величинами  двухъ  одно- 
одныхь  сидг,   одна  изъ  которьш:ъ  приложена  кг  тгьлу  В,  а 
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другая  къ  тгьлу  А^  получается  чрезъ  умнооюенге  численнаю 
стнагиетя  между  величинами  ускоренгй,  сообщаемьисъ  этими 
силами^  на  численное  отн(паенге  массъ  тгьлъ. 

§  8.  Ед|нкца  массы.  Едннкца  величины  силы. 

Изъ  формула  (25)  видно,  что  для  изм'бретя  величивъ  силъ 
надо  изи'Ьрять  усБоренхя  и  массы. 

Изм'бреше  массы  какого  либо  гЬла  и^Ьетъ  ц^лью  опред'Ьлить, 
въ  какомъ  численномъ  отношбн1и  находится  масса  т^Ьда  къ  еди- 
виц'Ь  массы. 

Въ  научныхъ  изсл'Ьдовашяхъ  чаще  всего  употребляются  фран- 
цузск1я  единицы  массы:  килограммъ,  граммъ,  миллиграммъ.  Било- 
граммъ  есть  масса,  равная  масс']^  платиноваго  цилиндра^  храня- 
щагося  къ  государственномъ  архив'Ь  Францш  и  изв^стнаго  нодъ 
именемъ:  1е  кПодгатте  рго1о*уре  еп  р1а1;1пе  дев  АгсЫуез;  при 
изготовлении  его  им'Ьлось  въ  виду  сд'Ьлать  массу  его  равною  масс:Ь 
кубическаго  дециметра  чистой  воды,  имеющей  температуру  4^ 
Цельз1Я  и  находящейся  подъ  нормальнымъ  '^)  атмосфернымъ  давле- 
шеиъ;  но,  по  наблюден1ямъ  Еупфера  и  и8СЛ«Ьдован1ямъ  ^.  Н. 
ШПега,  масса  кубическаго  дециметра  воды  при  вышесказанныхъ 
температуре^  и  давлеши  равна  1000013  миллиграммовъ,  то  есть 
на  13  миллиграммовъ  бод^Ье  массы  килограмма. 

Русск1й  фунтъ  есть  масса  25,01893  кубическихъ  дюймовъ  воды, 
и1гЬющей  температуру  13,5^  Реомюра;  русск1Й  фунтъ  =  409,197 
граммовъ  и  килограммъ  =  2,442022  фунта. 

Англ1йск1й  пе^пг  '^*)  $(ап(1агд  роапд,  заключающ1й  7000  гра- 
яовъ  =  453,59265  граммовъ  и  килограммъ  =  2,20462 12  п.  81. 
роипд  =  15432,34874  грановъ. 

Изм'Ьрен1е  массъ  делается  при  помощи  приборовъ,  назначеше 
воторнхъ  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  уб'Ьдиться  въ  равенств'^  массъ 


*)  Подъ  нормальнымъ  атмосфернымъ  давленхемъ  подразум'^вается  зд'Ъсь 
давлен1е,  производимое  атмосферою  на  широг]^  Парижа  и  на  уровне  моря, 
когда  барометръ  стоить  на  760  миллиметрахъ  ртухнаго  столба,  пркведеннаго 
къ  0^  Цельз1я. 

•*)  Съ  1855  года. 
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двухъ  тЪлъ  по  равенству  ведичннъ  силъ  тяжести,  прдлохенннхъ 
къ  этимъ  т^Ьдамъ;  употребительн'Ьйш1й  и  точнМшШ  приборъ  этого 
рода— рычажные  равнонлечные  в'Ьсы. 

Слйдуетъ  зам4тить,  что  теор1Я  вс4хъ  такихъ  пржборовъ  осно- 
вывается, между  прочинъ,  на  начал'Ь  равенства  и  противополож- 
ности силъ  взаиинодМств1я  между  мал'Ьйшими  частицами  т^лъ. 

Бром^  в'Ьсовъ  надо  им'Ьть  еще  и  разнов'Ьсъ,  изъ  гирь  вото- 
раго  можно  составить  массу  какой  угодно  величины,  заключаю- 
щейся въ  пред'Ьлахъ  прочности  и  чувствительности  в^Ьсовъ. 

Самое  изм'Ьреше  данной^ массы  заключается  въ  опред'Ьлеши 
суммы  массъ  гирь,  уравнов'Ьшивающихъ  эту  массу  на  в^сахъ. 

Такимъ  образомъ  мы  опред'Ьляеиъ  численное  отношенхе  между 
данною  массою  т  и  единицею  массы;  поэтому  т  выражается  имено- 
ваннымъ  числомъ,  нанрим^^ръ:  ' 

масса  кубическ.  сантиметра  ртути,  имеющей  температуру  0^  по 
Цельз1го  = 

13,59б18.(грамм.)=0,01359б18  (килогрО; 

масса  земли=6,14 .  10^^  (граммО=6,14 .  10'*.  (килогр.) 

За  единицу  величит  силъ  принимается  величина  силыу  од- 
нородно-приложенной кг  ттьлуу  масса  котораго  равна  единицп» 
массы,  и  сообщающей  ему  у  стренге,  равное  единицуъ  ускоренгй. 
Положивъ  въ  равенств*  (25):  т^^  =  {ед.  масс),  *^  =  (вд. 
ускор.),  мы  получимъ: 

^в      _       ^д ^'В  /96) 

(ед.  силы)      (ед.  массы)  (ед.  ускорен.) ' ^     ^ 

то  есть:  отвлеченное  число,  показывающее,  во  сколько  разъ  вели- 
чина силы,  однородно-приложенной  къ  т4лу  В  и  сообщающей  ему 
ускорен1е  г)^,  бол'Ье  единицы  силы,  равняется  произведешю  двухъ 
другихъ  отвлеченныхъ  чиселъ,  одно  изъ  которыхъ  выражаетъ  отно- 
шен1е  между  массою  т'Ьла  и  единицею  массы,  а  другое  есть  отно- 
шен1е  ускорен]я  Ь-^  къ  единиц*  ускорен1я. 

Если  же  мы  примемЪ;  что  единица  силы  равна  произведешю 
изъ  единицы  массы  на  единицу  ускорен1я: 
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(ед.  сиы)=(вд.  массы). (ед.  ускорен.), (27) 

то  тогда,  м4сто  равенства  (26),будвмъ  имйть  следующее  равенство: 

^в=^в^в^ (28) 

которое  ин'Ьетъ  тотъ  же  самый  смыслъ,  что  и  равенство  (26)^ 
но  выражаетъ  величину  силы  именованнымъ  числомъ  въ  величин'^ 
единицы  силы. 

Единица  силы,  или,  в'Ьрн'Ье,  единица  величинъ  силъ,  есть  еди- 
ница сложная,  величина  которой  опред^Ьляется  величинами  единица 
длины,  времени  и  массы;  символъ  ея  величины — слЪдующхй: 

По  предложенш  образовавшейся  при  Британскохъ  Обществе 
поощрен1я  наукъ  особой  коммисс1и  для  выбора  и  наименован1Я  еди- 
шщъ  величинъ,  встр'Ьчающихсд  въ  математической  физик'Ь  *), 
принята  система  сложныхъ  единицъ,  основанная  на  сл1^дующихъ- 
простыхъ  единицахъ: 

величина  единицы  длины:  сантиметръ, 

величина  единицы  времени:  секунда  средняго  времени, 

величина  единицы  массы:  граммъ. 

Единицу  силы,  основанную  на  этихъ  единицахъ  длины,  вре- 
мени и  массы,  предложено  называть:  дупату  (отъ  греческаго  слова: 
86уа{Аи;),  ИЛИ,  сокращенно:  (1упе;  мы  будемъ  называть  ее  диною. 

Дина  есть  величина  силы,  которая,  будучи  однородно  прило- 
жена къ  покоющемуся  грамму,  заставляетъ  каждую  точку  его 
пройти  0,5  сантиметра  въ  первую  секунду. 

Яиоа  —  (граммъ) .  (сантиметръ)  .«цч 

^^^^—  (секунда)»)  ^*^> 


*)  СотИ^ее  Гог  1Ье  8е1ес110п  ап(1  Нотепс1а1ш"е  о1'  Вупатхса!  апй  Е1ес1гь 
са1  ПпКв;  эта  еоммисс1д  образовалась  въ  1874  году  ивъ  сл']Ьдующихъ  яицъ: 
ЛУ.  ТЬотзоп,  РгоГезз.  Го81ег,  3,  С.  Мах^еИ,  Сг.  Л.  81опеу,  Пееттд  Лепкап, 
Вг.  81ешеп$,  Мп  Е.  Вгат^еИ,  Рго1^е88.  БуегеК. 
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ъ  хвтебсБОй  практике!  вырахаютъ  величнон  еилъ  въ  еело- 
ахъ,  пудахъ,  фунтахъ   и  проч.,  причехъ  подъ  втеки  ине- 

пони1аютъ  в'Ьеа  втихъ  иассъ;  конечно,  внрахансь  такижъ 
)хъ,  не  даптъ  точнаго  повят1я  о  величнгЬ  сялъ,  такъ  оакъ 
одвов  и  той  хе  пассы  различевъ  въ  ра>зннхъ  м^стахъ  земли; 

вФсг  одного  кидограиа  оодъ  широтою  х  и  на  ввсотЪ  Ь 
■етровъ  вадъ  уровненъ  океана  равенъ: 

1000.(граимъ.).^*)= 
10,6056—2,5028  со8  2Х  —  0,ОООООЗА) .  1000 .  (динам.) 

|нна  есть  сила  довольно  малой  величины  (такъ  что,  напр.,  вкъ 
)  килограмма  на  вкватор'б  равнлется  980605  динамъ  слишкомъ), 
г;  Еомисш  предложила  ;нотре(1лен1е  придаточныхъ  словъ: 

деса       Ьес^о        кИо  ше^а 

бозначешя:  10         100         ЮОО         1000000  единицъ; 

м^ръ,  килоднна  и  мегадина  суть  тысяча  и  шилшнъ   динъ; 
Еилограмма  на  эБватор^Ь  почти  равенъ  одной  иегадинЪ. 
,ля  вырахен1я  долей  единицы: 

0,1  0,01  0,001  0,000001 

злены  термины: 

йеа  сени  тПи  ш1сго. 

4съ  русскаго  фунта  въ  С.-Петербург*  (гд*  (?=981,85): 

4,02  .  10' (дин.). 

4съ  англ1йскаго  новаго  фунта  (полагая  3=в81(7^5^)' 

4,45  .  10' (дин.). 

9.  Средняя  плотность  т1>ла.  Плотность  вещества  въ 
б-либо  точкЪ  т^ла. 

еличива  отношеЕ1я  между  массою  т'Ъла  и  величиною  его  объема 
«тся  среднею  пдотностш»  тпла. 


Величина  д  приведена  аа  етр.  236  Еиненатнч.  части,  въ  выносв'Ь. 
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Величина  единицы  плотности  выражается  сл'Ьдующииъ  сим- 
волоиъ: 

/  N       (ед.  массы) 

(единица  ДЛОтности)  =  (^^^  д^^^^^з' 

Средняя  плотность  т'Ьла  равна  едиииц'Ь  плотности,  если  масса 
его  во  столько  разъ  болЪе  единицы  массы,  во  сколько  разъ  объемъ 
его  бол'бе  единицы  объема. 

Если  всякая,  даге  самая  мельчайшая,  часть  т'Ьла  им'Ьетъ  ту 
же  самую  среднюю  плотность,  какъ  и  ц'Ьлое  тЪло,  то  такое  т'Ьло 
называется  ттьломъ  однородной  плотности;  величину  средней 
плотности  такого  т^^ла  называютъ  плотностью  его. 

Плотность  воды  при  4«С=  1,000013(3^^^- 

Когда  плотность  о  однороднаго  вещества  изв'Ьстна,  то  масса 
объема  V  этого  вещества  определится  чрезъ  умноженхе  Г  на  о. 

Для  вещества  неоднородной  плотности,  средняя  плотность  части 
гЬла  будетъ  им'Ьть  различную  величину,  смотря  по  величин'Ь  взя- 
той части. 

Положимъ,  что  мы  беремъ  все  бол'Ье  и  бол'Ье  уменьшающ1яся 
части  Т'Ьла,  заключающ1я  въ  себе  одну  и  ту  же  точку  его:  т; 
пусть  ^т  есть  масса,  аО — объемъ  некоторой  такой  части. 

По  м^рФ  уменьшен1Я  Ат,  средняя  плотность: 

до 

приближается  къ  некоторому  пределу,  который  называется  плот- 
ностью вещества  въ  точнп>  т. 

Следовательно,  плотность  матерги  въ  точкть  ш  тп>ла  есть 
средняя  плотность  беаконечно  малаю  объема  йО^  заключающаю 
точку  ш  внутри  себя  или  на  своей  поверхности: 

-^' <51> 

где  (1т  есть  масса  объема  б20,  а  а  плотность  матерш  въ  точке  т» 
Для  тела  неоднородной  плотности  о  есть  функц1я  координатъ 
точки  т. 


Масса  всего  тФла  варазитея  интеграюмъ: 


''-П1'"'- 


взятыиъ  по  всеяу  объея;  т'Ьла. 

§  10,  Количество  двнжен)я  т11ла,  движущагося  посту- 
пательно. 

Пронзведев1е  изъ  свороетн  т'бла,  лвихущагоса  постуаателыо 
на  его  пассу,  вавывается  количествомг  движенья  (^иаиН(а8  шо(из- 
^иа^1:^1;ё  йе  шопуешеп!;.  Ве^е^ио^^гОзбе.  ТЬе  шоп1еа(ит)  этого 
т4ла;  ово  азмфряется  следующею  единицею: 

'    /                                      ч      (БД.  пассы)  (ед.  дшвы) 
(единица  ВОЛИЧ.   ДВИЯ.)-^ (ед.  времен;^         • 

Подобно  однородной  сил'Ь,  количество  движен1я  ножетъ  бать 
изображено  длиною,  отложенною  отъ  накой-либо  тотви  тЪла  но 
направлен1Ю  сЕорости;  зта  длина  должна  быть  во  столько  разъ 
бол1>е  единицы  длины,  во  сколько  разъ  количество  двихен[я 
т1иа  бол^е  единицы  воличествъ  двнхен1я. 

Подъ  измгьнетемъ  количества  движенгя  т4ла  въ  течейе 
промежутка  вренени  отъ  иоиента  /  до  другого  коиента  ^  на  бу- 
деиъ  подраэум^квать  геометрическую  разность  хехду  количествами 
двихен1я  ту1  и  ть  т^Ьла  въ  яомевты  ^1  и  {,  то  есть  такое  ко- 
личество движеа1я,  которое  аухно  геометрически  сложить  съ  ть 
для  того,  чтобы  получить  ту^. 

Тогда  формул'!Ё  (28)  можно  дать  сл'бдующее  толкован1е: 

Величина  силы,  однородно-приложеввой  къ  т^лу,  двнжуще- 
иуся  поступательно,  изнуряется  отношен1енъ  шлЫшв.  количества 
двяжен!я  тЪла  въ  течен1е  беэнонечно-иалаго  промежутка  времени 
Еъ  величине  самаго  промежутка. 

§  П.  Основные  принципы  въ  тонъ  внд11,  въ  какомъ 
и  приведены  Ньютономъ. 

Честь  открылн   начала   ннердхп  и  вачиа  паранеллограииа  снгь  яъ 
нЪиеши   ЕЪ  ;1в>»ен1ю,  производи  нону  снлани,  приписываютъ  Гаидею 


»    , 
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(1564—1642),  которы}}  вмсказадъ  эти  ва^^ала  и  прим'Ьнилъ  ихъ  къ  объясве- 
Н1Ю  движен1н  брошенвыхъ  тяжелыхъ  тклъ  въ  скоемъ  со^внешв:  1И§сог81 
е  ё1то§1;га21ош  та1;ета11сЬе  1п1оп10  а  <!ае  ппоуе  §с1еп2е,  взданвомъ  впер- 
вые въ  Лейаен'!  въ  1638  году. 

Повидимому,  можетъ  показаться  страннымъ,  что  начало  пнерц1и  было 
открыто  сравнятельво  недавно,  между  т^мъ,  какъ  дошедш1я  до  насъ  сочи- 
нешя  Архимеда*),  относящ1яся  къ  учен1ю  о  равнов^с1и  силъ,  свид^Ьтель- 
ствуютъ  о  высокомъ  С0СТ0ЯН1И  статики  еще  у  древнвхъ;  такая  отсталость 
учетм  о  движущемъ  Д']Ьйствш  силъ  объясняетсн  долгимъ  преобладан1емъ 
философ1И  Арпстот&1Я,  по  учен1Ю  котораго  самое  совершенное  и  начальное 
двнжев1е  есть  круговое. 

Изложен1е  основныхъ  началъ  мсханяки  въ  томъ  вид*]^,  въ  какомъ  они 
орим'Ьняются  п  до  сихъ  поръ,  было  сделано  Исаакомъ  Ньютономъ  (1642 — 
1727)  въ  его  кннг]^:  РЫ1о$орЫае  па1;ига11$  рппс1р1а  та111ета1:1са,  изданной 
въ  первый  разъ  въ  1687  году,  то  есть  49  л-Ьтъ  спустя  поел*  перваго  изда- 
ния Б15С0Г81.  Ньютонъ  высказываетъ  основныя  начала  въ  вид*]^  трехъ  „зако- 
новъ  дви^ен1я"  (Ах1ота1а,  81Уе  Ьедев  Мо^из),  но  предпосылаетъ  имъ  н-Ь- 
СБоаько  опред'клешй  (БебпШопез)  и  кром*]^  того  присоединяетъ  къ  нимъ 
дрии'Ьчав1я  (СогоИапа).  Мы  приведемъ  зд']Ьсь  этп  ^законы  движенхя^  и  в'^- 
которыя  изъ  опред'к1енШ  въ  томъ  вид']^,  какъ  они  пом']&щены  въ  Ргшсгрха, 
но  въ  иномъ  порядке. 

Въ  первомъ  оиред'к1ен1и  Ньютонъ  даетъ  поняпе  о  количеств'^  матер1И 
ткЕа,  какъ  о  произведеши  плотности  гк1а  на  его  объемъ;  второе  опред'Ь- 
деше  следующее: 

Вейш(;1о  Л.  ОаапИ^ав  то!;п8  681;  теозшга  е^авдет  от1&  ех  уе1ос11;а1;е 
еЬ  ццяпШвХе  та(;ег1ае  .соц]1тс1т. 

(Количество  движеы1я  изм'^ряется  совокупно  скоростью  и  количествомъ 
матершХ 

Начало  инерцги  выражается  первымъ  изъ  „законовъ  движенги**  сов- 
местно съ  опред'1лен1емъ  Ш-мъ. 

Ъех.  I.   Согриз  отпе  регвеуегаге  1п  81а1а  бно  дше5сеп(11  те!  тоуепсИ 


*)  Архимедъ  жнлъ  въ  Ш  в^кк  до  Р.  X.  (родился  в-Ьроятно  около  287  г., 
умерь  въ  212  г.  до  Р.  X.):  ивъ  сочжнен1й  его  до  насъ  дошли  сл^дующхя: 

1)  Объ  опред'к[ен1и  центровъ  инерц1и  т^ъ  разнаго  впда:  'Ёииге^шу  19оор- 

2)  Теор1я  рычага:  (1е  Ае^шроп<^е^ап^^Ьа8. 

3)  Гиростатпка:  (1е  Ив  даае  уеЬппШг  т  а^аа,  возстановлепное  Сотвиеп- 
«Цп'омъ  въ  1565  г. 
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и11|)'огт11ег  П1  (11гес1ат,  п1в1  ^^а^еп^в  Шис!  а  т1пЬпз  1шрге881з  сов1111г  зШ- 
(иш  заит  ти1аге. 

(Каждое  тЁло  пребываетъ  въ  своемъ  состояв1и  покоя  вяи  равнои^р- 
наю  прлиолкнейиаго  дв11Хен1я,  если  дМстзующдя  ва  него  силы  ве  вра- 
яухдаютъ  его  нзн^впть  такое  состоан1е). 

Въ  опред4лен1и  Ш-мъ  говорится,  что  т4ло,  предоставлевное  се&Ь,  им^етъ 
стремленае  еъ  сохраыев1к>  своего  состаав1я  цокоя  пли  раввон^рнаго  пряио- 
линейнаго  двшБен1я  вс1'Ьдсгв!е  свойства  присущаго  натерт  н  называенаго: 
1пвгиа  та1епае. 

Свл'Ь  дается  слгЬдующее  оаред'к1ев1е: 

ВеПв11ю  IV.  У1з  Етргеаза  еэ1  асЫо  1п  софиз  ехегсЛа,  а<1  ти1ап(1ат 
е^^1з  81а1пт  уе1  ^шевсеп|^^  \е1  шотепсЦ  ишГогтКег  1о  <1|гес1ит. 

(Приложевиая  сила  есть  пронзводпное  на  т1ло  привуждеше  къ  из- 
н'Ънент  его  сосгояв1Я  покоя  пли  равно1гЪрнаго  првнолинейнаго  двп- 
женк). 

ВтороВ  „заковъ  двнжев1Я''  говорить  о  величин!  д1|бств1я,  провэводи- 
маго  свлою,  прнчемь  предполагается,  что  представлев1Я  о  величин*  силл 
н  о  направ.1ев1п  ея  понятны  саип  по  се&Ь;  „закоЕъ"  этотъ  выражевъ  въ 
очень  сжато  П  фори'!:: 

Ьех.  П.  МШаНопеш  то1и8  ргорог11011а1еш  езве  у1  то1п<;1  {тргеззае,  еЬ 
НеГ1  яесппйпт  1шеаш  гес1ат  ^иа  то  Ша  1трг1типг, 

(11з11'Ьнеи1е  двнжен1я  пропородонально  прилоя^ввой  двпжущеП  снл'Ь  и 
происходить  по  той  прямой  ЛНВ1И,  по  ЕотороП  д^йствуетъ  сила). 

Эту  фразу  сл'Ьдуеть  ионииать  такъ: 

Изн^неше  количества  двнжетя  (см.  §  10)  пропорцюнальио  величпвЪ 
приложевноП  движущей  силы  и  напрввлево  вдоль  по  вей. 

Начало  иараллеллогранна  силъ  высказ&ао  въ  сгЬдующемъ  приме- 
чав! и: 

СогоНаппт  Ь  Согрпз  УхпЬпв  сохОшиЛг'з  <11а(ртаа1еш  рага11е1(^гап11ш  еоЛеш 
1ешроге  |1е»:пЬеге,  ^ио  1а1ега  зерагаШ. 

(При  совокупномъ  д1)3сгв1и  двухъ  силъ  т*ло  опнсываетъ  дхаюналь  па- 
раалеллогранна  въ  течев1е  того  же  времени,  какъ  н  стороны  параллелло- 
грамма  при  Д'Ёйств1и  силъ  порознь), 

Трет1й  вЗакоиъ''~сд-11Дующ!й: 

Ьех.  III.  Асиоп!  сов1,гаг1ат  вешрег  е(  аедпа1ет  езае  геасЦопеш:  Е!те 
грогит  (1цогит  асИопез  !л  ве  ши1по  ветрег  екЕе  аеяпа1еБ  в(.  ш  раг^е» 
1п1гапа5  йт^\. 

(Всякому  д*!)ств1Ю  соотв^тствуеть  протнвод*йств1е,  раввое  и  про1жво- 
аожиое;  то  есть  д1|9ств1я  лвухъ  тЬжъ  одно  на  другое  всегда  равны  и  на- 
)авлены  противоположно)' 
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§  12.  Говоря  о  хатерьялъномъ  тЬл%  подверженномъ  дМствш 
однородно-прилохенныхъ  къ  нему  силъ  и  находящейся,  либо  въ 
абсолютнохъ  поетупательномъ  движеши,  либо  въ  абсолютномъ  поко'Ь^ 
хн  не  П'Ьлж  надобности  упокинать  ни  о  форн^  т'Ьла,  ни  объ  его 
рази'Ьрахъ,  ни  о  плотности  вещества  его;  въ  разсуждетяхъ,  при- 
веденннхъ  въ  §§  1 — 9,  говорилось  только  о  движеши  и  усБО- 
реши  которой-либо  изъ  то^екъ  т^^ла  и  объ  его  иассб. 

Распред^леше  массы  вокругъ  той  точки  постудательно-движу- 
щагося  ткщ  на  движете  которой  мн  обрщаенъ  внииаше,  можетъ 
быть  какое  угодно;  мы  можемъ  даже  вообразить  ееб'Ь,  что  вся 
масса  т^ла  сосредоточена  въ  этой  точк'Ь. 

Масса,  сосредоточенная  въ  одной  геометрической  точк'Ь,  есть 
воображаемый  предметъ,  известный  нодъ  именемъ  матерьяльной 
точки  и  им'Ьющ1й  существенное  значен1е  въ  аналитической  меха- 
нике, какъ  будетъ  объяснено  въ  конц^  сл'Ьдующей  главы. 


ГЛАВА  II. 

Основныя  начала  механики  свободныхъ  матерьяльныхъ  точекъ. 
§  13.  Матерьяльная  точка. 

МатерьяАьная  точка  есть  масса,  которую  мы  вообраоюаемъ 
сейъ  сосредоточенною  въ  одной  геометрической  подвижной  точ$пь, 

Матерьяльная  точка  вполне  свободна,  если  она  можетъ  им^ть 
какую  угодно  скорость  по  какому  угодно  направлен1ю  и  притомъ 
скорость  ея  не  зависитъ  отъ  скоростей  какихъ-либо  другихъ  ма- 
терьяльныхъ точекъ. 

§  14.  Основныя  начала  въ  прии^Ьнен1и  къ  евободной 
матерьяльной  точкЪ. 

Основныя  начала,  изложенныя  въ  предыдущей  главФ,  прим^^- 
ндются  къ  матерьяльной  точк^  въ  слЪдующемъ  вид'Ь: 
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Основное  начало  1-е.  Всякая  натерьяльная  точка»  по  свойству  йнер- 

ЩН  ЖАТВРга,  СТРЕ1ИТСЯ  СОХРАНИТЬ  ТУ  АБСОЛЮТНУЮ 

(Начало  ииерщи  швг         скорость,  которую  она  инфвтъ. 
терьяльной  точки)  Пока  на  нее  не  дъйствуютъ  никакш  силы, 

ОНА  действительно  сохраняетъ  свою  абсолют- 
ную скорость;  если  последняя  равна  нулю,  то 
точка  остаЕтся  въ  АБСОлютнонъ   покое;   если 

ЭТА  скорость  не  РАВНа  НУЛЮ,  то  ТОЧКА  СОВЕР- 
ШАЕТЪ  АБСОЛЮТНА  ДВИЖЕН1Е  ПО  ПРЯНОЙ  ЛИНШ 
РАВНОИЕРНО. 

Еагдой  сил^Ь,  дМствующей  на  натерьяльную  точку,  иы  при- 
писнваекъ: 

а)  мгьсто  пргшююенгя^  которое  есть  сама  натерьяльная  точка^ 

б)  направлетву 

в)  величину,  изМ'Ьряеиую  въ  единицахъ  силы  (си.  §  8,  (29)); 
представлен1е  о  силЪ  приложенной  къ  иатерьяльной  точкФ  соста- 
вляется ИЗЪ   совокупности   ЭТИХЪ   ТреХЪ   П0НЯТ1Й. 

Основное  начало  2-е.   Ускореше,  сообщаежое  свободной  иатерьяль- 
ной     ТОЧКЕ      силою,      ПРИЛОЖЕННОЮ     КЪ     НЕЙ, 

ииеетъ  направлеше  этой  силы  и  равно  вели- 
чине    силы,    ДЕЛЕННОЙ  НА   ИАССУ  ИАТЕРЬЯЛЬНОЙ 

точки. 

ООНОВНОЕ    НАЧАЛО    3-Е.     УСКОРЕШЕ,     СООВЩАБНОЕ    СВОБОДНОЙ    ИАТЕРЬЯЛЬ- 
НОЙ   ТОЧКЕ    НЕСКОЛЬКИНИ    ОДНОВРЕИЕННО    ПРИЛО- 

(Начало  параллелло-  женныии  къ  ней  силани,  есть  геонетрическая 

граииа  силъ)  суниа,   составленная  изъ  техъ  саиыхъ  уско- 

РЕШИ,   который  сооБщаютъ  эти  силы,  прило- 
женный къ   ИАТЕРЬЯЛЬНОЙ  ТОЧКЕ  ПОРОЗНЬ. 

Эти  три  начала  необходимы  и  достаточны  для  того,  чтобы, 
основываясь  на  нихъ,  изложить  механику  свободныхъ  матерьяльныхъ 
точекъ;  первое  начало  опред-Ьляетъ  свойство,  которое  мы  припи- 
снв&емъ  матерьяльной  точк^;  два  послЪднхя  начала  опред'Ьляютъ 
дЪ]Кств1е,  производимое  на  натерьяльную  точку  силами,  приложен- 
ными къ  ней. 
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§  15.  Ц^ль  введен1я  понят1я  •  матерьяльной  точкЪ 
въ  иеханжку. 

Въ  Бонц^к  предыдущей  павв  бнло  внсказаю,  что,  разснатрявая 
двихеше  матерьяльной  точки,  ин  сиотрвмъ  на  нее,  каБЪ  на  предста- 
вительницу поступательнаго  двиген1я  н'бЕотораго  тЪла^  масса  кото- 
рагОу  равная  масс^  матерьяльной  точки,  распред'Ьлена  какинъ  ба  то 
ш  было  образожь  вокругъ  той  точки,  движен1б  которой  ма  разсмат* 
риваемъ;  приэтомъ  силн,  которня  ма  преднолагаемъ  приложеннами 
«» матерьяльной  точк1Ь,  должны  быть  приложены  въ  т&лу  однородно. 

Понятно,  что  только  для  этого  не  стоило  бы  вводить  въ  меха- 
нику панят]е  о  матерьяльной  точв'Ь,.  если  бы  не  имелось  въ  виду 
дать  ей  бол'Ье  обширной  и  существенной  роли. 

Наибол^Ье  важный  сл'Ьдств1я  проистекаютъ  изъ  того  обстоя- 
техьства,  что  матерьяльная  точка,  подобно  геометрической,  не 
ииФетъ  разиЪровъ. 

Поэтому,  говоря  о  матерьяльной  точкЪ,  мы  изб'Ёгаемъ  необ* 
ходииости  входить  въ  как1я-либо  разсужден1я  огносительно  вра- 
цательнаго  движешя  массы,  сосредоточенной  въ  точк'Ь;  мы  даз&е 
не  можежъ  говорить  о  вращательномъ  двнженш  точки,  то  есть 
того,  что  не  им'Ьетъ  разм'Ьровъ. 

По  той  же  причин!  терминъ:  «однородно-приложенная  сила» 
териетъ  значен^,  если  р^Ьчь  идетъ  о  сил*!,  приложенной  къ  ма- 
терьяльной точк1^. 

Назначев1е  матерьяльной  точки  въ  механик'Ь  состоитъ  въ  томъ, 
чтобы  зам11нять  собою  ташя  т'Ьла  или  части  тФла,  разм^Ьрами  кото- 
рнхъ  мн  пренебрегаемъ  сравнительно  съ  длинами,  разсмагривае- 
мвми  въ  вопросе. 

Такъ,  наприм'Ьръ,  въ  тЪхъ  вопросахъ,  въ  которыхъ  тФла 
разсматриваются  какъ  собран1я  частицъ  и  въ  которыхъ  нФтъ 
надобности  принимать  въ  разсчетъ  форму  и  размеры  частицъ, 
каждую  частицу  мы  воображаемъ  себФ  замененною  матерьяльною 
точкою,  масса  которой  равна  массЬ  частицы. 

Точно  также,  въ  гЬхъ  вопросахъ  небесной  механики,  въ  ко- 
торыхъ нФтъ  надобности  принимать  въ  разсчетъ  вращательныхъ 
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движений  св^тЕЛЪ  воЕругъ  ихъ  осей  ж  юхно  ореивбречь  размЪ- 
рами  тФлъ  по  отношен1ю  ко  взавжннмъ  разстоятяжъ  шехку  нкш,. 
вахдое  св^тию  зш^няется  натерьяльною  точкош,  теса  ЕОТороВ 
-"шна  массФ  светила. 

Мы  увндинъ  цйя^е,  что  даже  тогда,  когда  натерьяльнвя  тФха 
янинаютея  сплошнние,  нанъ  приходЕтся,  Д1я  р{|шен1я  вакихъ- 
[бо  Бкнетячвсвяхъ  вопросовъ  относительно  атнхъ  тФлъ,  или  заменять 
ддое  т11Ло  некоторою  сиетеюю  м&терьяльнвхъ  точевъ,  или  осно- 
1ватьея  въ  нашихъ  равсуждев1яхъ  ва  ревультатахъ,  полученных^ 
ъ  неханвЕИ  енетеян  натерьяльннхъ  точекъ. 

По  ПЕИЪ  причинавъ  жы  прежде  всего  должнн  изложить  неха- 
1ку  натерьяльинхъ  точекъ  в  свстевъ  матерьальнвхъ  точекъ,  что 
составллетъ  содерхаие  атой  еввге. 


ГЛАВА  Ш, 

Механика  свободной  натерьяльной  точки. 

§  16.  Равнод^^йствующая  н^сколькнхъ  снъ,  одновре- 
«но-првложениы1ъ  бъ  матсрьяльиой  точк11.  Смлы,  вза- 
1Н0  уравнов'Ёшввающ)яся. 

Механика  свободной  натерьяльвой  точки  оеновнвается  на  трехъ 
аовныхъ  началахъ,  выр&женннхъ  въ  §  14:-аъ  предыдущей  главы. 

Все,  сказанвое  въ  §  3  первой  главн  отвосительно  одиород- 
1хъ  силъ,  одвовреиенво-праложенныхъ  къ  однону  и  тому  же' 
лерьяльЕОну  т41у,  прим*вяется  къ  свлажъ,  одноврвЕвнво-првло- 
9нвы1ъ  къ  одвой  матерьяльвоЗ  точкЪ. 

Равнодтьйствуюгцею  вйскольтшхъ  свлъ,  одвовреневно-прило- 
виныхъ  къ  «атерьяльной  точк*,  навнвается  такая  сила,  которая 
да  сообщаетъ  точк4  то  же  самое  уекореа1е  (той  же  величины, 
того  же  направления),  какое  еообщаютъ  ей  одновременно-при- 
хевныя  силы  всЪ  вн11ст^&. 
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Сндн,  одновременио-иридо&енныя  въ  одной  матерьяльной  точк'Ь, 
шзываютбд  составмющими  силами. 

Если  уеБорен1е,  сообщаемое  матерьяльной  точкЪ  несколькими 
одиовременно*придожбиннми  къ  ней  силами,  равно  нулю,  то  при- 
лохеииня  силы  называютъ  взаимно-уравновплиивающимися^  или 
<;илами  находящимися  вг  раеновтши. 

Если  силы,  приложенння  къ  матерьяльной  точкЪ,  накодятся 
въ  равнов'Ьс1и  въ  течеше  вонечнаго  промежутка  времени,  то,  въ 
течеши  этого  промежутка,  матерьяльная  точка  будетъ  находиться  въ 
пово^,  или  въ  равномЪрномъ  прямолинейномъ  движен1и  по  инерц1И. 

Каждую  силу,  приложенную  въ  матерьяльной  точк'Ь,  можно 
изобразить  длиною,  отложенною  по  направлешю  силы  отъ  точки 
ариложен1Я  ея  и  заключающею  столько  единицъ  длины,  сколько 
въ  изображаемой  сил'Ь  заключается  единицъ  силы. 

Длины,  изображающ1Я  различный  силы,  прилагаемым  къ  одной 
и  той  же  матерьяльной  точк^,  будутъ  пропорц1ональны  длинамъ, 
яаображающимъ  ускореихя,  сообщаемый  этими  силами  этой  точк'Ь. 

Длина ^  изобраоюаюищя  равнодгьйстеующую  нтьсколькихг  со- 
ставляющцссъ  силъ^  будетъ  имгьть  величину  и  направленге  геоме* 
лпрической  суммы  длит,  изображающих^  составляющгя  силы. 

Пусть  ^Р  означаетъ  величину  какой-либо  силы,  приложенной 
&ъ  некоторой  матерьяльной  точк'б;  углы,  составляемые  направле- 
шемъ  ея  съ  положительными  направлен1ями  осей  координатъ  X,  У,  2, 
означимъ  черезъ  (-Р,Х),  (^Р,У),  {Р,2). 

Величины: 

Рсо^{Р,х),  ^^го8(^;у),  Рсо^{1'^2) 

называются  про^кцгями  силы  Ж  на  оси  координатъ  X,  У,  2\  оиЬ 
изображаются  проэкщями  на  т'Ь  же  оси  длины,  изображающей  силу  Р. 
Такъ  какъ  про9вц1я  на  какое-либо  направлен1е  длины,  изобра- 
жающей равнодМствующую  силу,  равняется  сумм:Ь  проэкцхй  длинъ, 
язображающихъ  составляющ1Я  силы,  то  отсюда  слЪдуетъ,  что  прож- 
|«м  на  какое-либо  направленге  раенодгьйстеующей  нгьеколысиооь 
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еоставляющихъ  силъ,  приложенным  къ  мат^[^ьяльной  тткпу^ 
равна  суммгь  проокщй  сосшаеляющнхв  сим  на  то  же  на- 
правленге. 

Пусть  1^1 1  1'2,  2^3, ...  .Тк  суть  величивн  состамдющхъ^ 
бцгЬу  а  1^ — велгана  пъ  ринодШ1ствую1це1;  1фо»ЕЦ1И  ихъ  на. 
оси  хоординатъ  удовлетворять  сл'Ьдующимъ  равенствамъ: 

Р(1о^{Т,Х)=Р\  м%т,Х)+Р2  со8(2?'2,Х)  +  . . .  1 


,.-.(32> 


...+-Р'й;со8  (-РАД) 
-Рсов  (-Р,  У)  -  т  С08  (-Р1,У)  +  -Р2  С08  {Р2,У)  +  ... 

...+-Р%С08(.РА,У) 

Ж  С08  {Р,2^  =  -Р1  С08  {14 ,2) + 1'2  со8  (Г2,2)  +  ... 

.  ..+Рксоз{Рк,г) 


хоторня  ногутъ  быть  зан&Ебнн  сл'Ьдуюпщхъ  символичесБПЪ  ра- 
Бенств(шъ: 

^^=^^1  ]^Р2+. .  ..-{-Рк (38> 

Отсюда,  наприи^^ръ  для  случая  трехъ  составляющихъ  сидъ  О^ 
Л,  Ку  не  лежащихъ  въ  одной  пдосбостн,  сл'Ьдуетъ: 

р'^а'+П'+К'+2НКсов{В,10  +  2Касов{КД)+ 

+  2(?Ясо8((?,Л), 

то  есть»  что  равнодействующая  представляется  д1агональю  парад* 
леллопнпеда,  построеннаго  на  сторонахъ,   представдяющихъ  со* 
етавляющ1я  снлн. 
Если 

то: 


р=  у  О' + 2вЯсо8  (в,Я) + Я' ; 
равнодействующая  двухъ  составляющихъ  снлъ  представляется  Д1а1чк 
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налью  паралдбдлограмжа,  построеннаго  на  еторонахъ^  изобраАшю- 
щихъ  еоставлающ1Я  силы. 

Если  О  направлена  по  оси  X,  Л— по  оси  У,  К— по  оси  ^, 
то  равнодМетвующая  будетъ  представляться  Д1агональю  пряно- 
утольнаго  параллеллопипеда,  построеннаго  на  этихъ  составляющихъ 
сжлахъ^  параллельннхъ  осянъ  ноординатъ;  изъ  чего  слФдуетъ,  что 
лрозшци  какой-либо  силн  на  .  оси  прямоугольннхъ  координатъ 
суть  вгЬетЪ  съ  т^мъ  и  ооставляюнця  этой  силн  по  атинъ  осяиъ. 

Ди  косоугохьннхь  прямолинейныхъ  координатъ  проэшци  какой-либо 
екш  на  эти  оси  не  равны  составляющииъ  ея  по  этнмъ  осянъ;  пусть  6^ 
есть  составляющая  сихы  1"  по  оси  Х},  Я» составляющая  по  оси  У^  2Г— 
ооставшющая  по  оси  2^^  проектируя  силу  I*  и  составляюпця  ея  на  на- 
иравлешя  осей  2„  У^,  ^,  получикъ  равенства: 


2^со8  (-Р,Х,)=(г+Ясов  (УД,)+Хсо8(^Д,) 
^'сов  (^;У,)=б?  сов  (Х,У,)+Я+Хсо8  {г,У,) 

^Р  С08(^^,^,)=б?С08(ХД)+ЯС0В(УД)  +  -Ю 


. . . (34) 


Для  раеноб1ьш  силъ  ^Р1,  Р2^ ....  Рр^  прилао1еенныхъ  кб 
мат^рьяльной  тсчк1ь,  необходимо^  чтобы  сумма  проекций  этихъ 
еим  на  всякое  направленге  равнялась  нулю;  а  для  этого  доста- 
точно, чтобн  равнялись  нулю  сумин  проэкцгй  ихъ  на  три  как1я- 
либо  направлешя,  не  лежащ1Я  въ  одной  плоскости,  наприи'Ьръ  на 
оси  координатъ. 

Синволически,  эти  услов1Я  можно  изобразить  равенствоиъ: 
^1+ ^^+ ^^8  +  . . .  .+Рр^О (35) 

При]1'Ьчан1е.  Въ  послЪдующихъ  параграфахъ  очень  часто 
придется  дольэоваться  формулами,  заключающими  внрагенк  прозк- 
Ц1Й  еилъ,  прилогенннхъ  къ  матерьяльннмъ  точкамъ,  на  коорди- 
иатння  оси  различннхь  координатннхъ  системъ. 

По  большей  части  приходится  пользовать^  ортогональннми 
координатными  системами,  то  есть  такими,  координатння  линш 
Боторнхъ  перес!Ькаются  взаимно-перпендикулярно;  таковн:  прямо- 


« 
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линейнал  систеиа  координатъ  съ  прямоугольными  осями,  сферическая 
система  и  кругово-цилиндричесвая  система  координатъ. 

Для  краткости  формулъ  мы  условимся  обозначать  проэкцш  силъ 
на  координатныя  оси  т'Ьми  же  буквами,  которыми  обозвачаемъ  самыя 
оси,  но  съ  надлежащими  значками;  наприм'Ьръ,  проэкщи  силъ  ^Р1, 
^Р2, . .  • .  -РА;  на  оси  X,  У,  2^  мы  будемъ  обозначать  такъ: 

■7  1|     *^^}  •  •  •  •  УК 

2\,  22, ги, 

а  проакцхи  на  Т'Ь  хе  ос1  равнодействующей  Р  этихъ  силъ  такъ: 

Х=^'соз(^Р',Х)=Х1  +  Х2  + Л-Хк 

У=Рст{Р,У)=У1  +  У2  + +3^ 

2=1'со&{Р,2)  =  21+22  + +2к. 

Про9К1ия  Еакой-дябо  силы  Рк  на  оси  2,  Г,  2,  неизи^вно- 
свазавныя  съ  Еакою-лябо  неизиЪняеюю  средою,  мы  будеиъ  обоз- 
начать танъ: 

Ек  =Рк  С08  {Рк,2) 

Гк=Рк  соя  {Рк,Т) 

^к=Рксо5{.Рк,2). 

Про8кц1и  ТОЙ  же  силы  на  координатныя  оси  а,  ^,  ^  сфери- 
ческой или  крутово-цилиндрической  систеин  координатъ  1Ы[  будежъ 
обозначать  такъ: 

Ак=Рксов{Рк,а) 
Вк=Рксо8{1\^) 
Тк  =  Рк  С08  {Рк,у) . 


41 


Такъ  кавъ  во  всякой  ортогональной  систеи'Ь  три  координат- 
ныя  оси  всякой  точки  взаимно-перпендикулярны,  то  проэкщи  силы 
на  8ти  оси  суть  вм'Ьст'Ь  съ  т'Ьмъ  и  составля1)Щ1я  ея  по  нинъ. 

Въ  косоугольной  прямолинейной  систем'Ь  координатъ,  также 
какъ  и  во  всякой  криволинейной  косоугольной  систем'Ь,  подобнаго 
равенства  не  существуетъ;  означая  черезъ  X,  У,  2  направлешя 
осей  прямолинейной  косоугольной  системы,  мы  будемъ  тогда  подъ 
знаками:  Хк,  Ук^  2к  подразумевать  сос1павляюгф1  по  этимъ 
осямъ  сгмы  Рк. 

%  17.  Д|фференц1адьШ|1Я  уравнен1я  р1[жен1я  свобод- 
ной наторьяльной  точкя. 

На  основами  приведенныхъ  въ  §  14  основныхъ  началъ,  уско- 
реше  свободной  матерьяльной  точки,  масса  которой  равна  т  и  къ 
которой  приложены  силы:  Р1у  Р2, . . . .  Рк^  должно  быть  равно 
величине  равнодМствующей  зтихъ  силъ,  д'Ьлениой  на  массу  точки, 
и  должно  быть  направлено  по  равнод'Ьйствующей;  это  выражается 
следующими  равенствами: 

а)  въ  прямолинейныхъ  прямоугольныхъ  координатахъ: 


т 


т 


т 


а*х 


=  Х1+Х2+ +Хк 


^=У1  +  У2  +  ....  +  УЬ 


=  Я1  +  ^2+ +  2к 


(36) 


Ь)  въ  кругово-цилиндрическихъ  координатахъ: 


т 

~9 


"{'"ж) 


аг 


=В1+В2  + +Ък 


(Ре 


«»^=ГЦ-Г2  +  ....+ГА; 


Л 


) 


(37) 


1 
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с)  въ  сфержчесхихъ  коордвнатахъ: 

«(^-'(§)-'«ь.чШ') 


=А 


=В 


ш 


г  8Ш  7 


Л(^йп4|)__ 


лг 


==Г 


(38) 


Каждое  изъ  этехъ  равенетвъ  внрахаетъ,  что  вроэкцш  ва 
одну  И8Ъ  координатннхъ  осей  равнодМствующей  1Р  равняется, 
помноженной  на  массу,  проекц1н  ускорешя  на  ту  же  ось. 

д)  Въ  пряиолинейннхъ  косоугоммыхъ  воордиватахъ  равенства: 

"»8=з:;  т8=у;  ш%=г 


выражаютц  что  соотавлянптя  по  осянъ  координатъ  силы  2^  равняются, 
оомноженннмъ  на  массу,  составляющилп  усворев1я. 

е)  Проэкщя  равнодМствующей  на  бинормаяь'*)  траэнторш, 
опмснваемой  матерьяльною  точкою,  должна  бить  равна  нулю, 
проэкцш  же  ея  на  направлеше  скорости  и  на  нанравлен1е  радауса 
кривизны  тра8ктор1и  должны  быть  пропорщональны  соотвФтствую- 
щимъ  прозкщямъ  ускорешя;  а  именно: 


0  =  -РС08(-РЬ) 


(39) 


Если  И8В!Ьстно  движете  матерьяльной  точки,  то,  зная  массу  ея, 
мы  можемъ,  пользуясь  вышеприведенными  совокупностями  равенетвъ, 


*)  Бинормаль  иди  вторая  иавная  нормаль  перпендикулярна  въ  пло- 
скости вривизвн. 
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опред'блнть  для  всяваго  момента  движен1я  величину  и  направдеше 
равнодМствующей  еилъ,  прилохенннхъ  къ  матерьяльной  точв'Ь. 

На  этомъ  основашЕ  могутъ  быть  р']Ьшены,  наарЕм^ръ,  слфдующхе  во- 
проси. 

Прин^^ръ  1-й.  Тяжелая  иатерьялная;  точка  опЕСвиаетъ  окружность 
радауса  В,  находящуюся  въ  вертикальной^  плоскости;  скорость  точки  по- 
стоянна. Опред^^ить  величину  н  направлеше  той  силы,  которая,  слагаясь 
сь  в^Ьсомъ  натерьяльноК  точки,  заставляетъ  ее  совершать  такое  движете. 

Возьмемъ  центръ  окружности  за  начало  координатъ,  ось  Унаправимъ 
вертикально  внивъ,  ось  2— горизонтально  въ  плоскости  круга. 

Движен1е  точки  по  окружности  радауса  В,  съ  постоянною  скоростью 
а^  варажается  въ  пряхолинейннхъ  пряиоугольныхъ  координатахъ,  тавъ*. 


а?=Дсо8(^<);  у=Евт(^^); 


проэкщи  силы  тяжести  на  оси  X  и  У  суть: 

Х1=0;   У1=щ; 

вроэкцш  яБе  другой  силы  определятся  изъ  уравневШ  (86)  и  окажутся  имею- 
щими сл^дуюпия  величины: 

Изъ  дтихъ  выраженгй  видно,  что  сила  ^Р2  постоянно  направлена  къ 

В^ 
точке  С,  находящееся  на  отрицательной  оси  У  въ  разстоян1и  д  — ^  отъ 

начала  коордвнатъ;  величина  же  этой  силы  равна: 


Ж2=^т^МС, 


где  МО  есть  рпзстояше  между  матерьяльною  точкою  М  и  точкою  С. 
Примерь  2-1.  Матерьяльная  точка  совершаетъ  следующее  движенхе: 

д;=ав"*^С08<!)«,  у=Ъе^^^т^аЬу 

находясь  подъ  вл1яв1емъ  двухъ  силъ:  П,  направленной  къ  началу  коор- 
дннатъ,  я  ^^,  направленной  по  касательной  къ  траэктор1и.  Требуется  опре- 
делить эти  силы. 
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Окажется,  что: 

1Р2  =  2кти 

и  что  сила  Р2  вайраыена  [фотввоиоюжно  скорости. 

СхЁдов^тежьво,  первая  сила  есть  прнтяжен[е,  пропорц1она)ьное  раз- 
стоаВ1ю  точки  отъ  вачала  воордннатъ,  вторая  же  сила  пропордюнальва 
скорости  Т0ЧШ1  и  наоравлева  протнвоишохно  сЕорости. 

Величина  н  нанравлен1е  силв,  црвлокенной  бъ  жатерьальвой 
1оч&%  когутъ  нз1'Ьняться: 

а)  съ  из1:ЬвеЕ1е11ъ  подохен1я  матер ьяльвой  точен  въ  вространетв'Ь, 
Ь)  въ  той  хв  точеФ  простравства  съ  течев1ежъ  времени; 
с)  кром^Ь  того,  они  могутъ  зависать  отъ  величины  и  вавра- 
влен1Я  скорости  матерьяльноВ  точки. 

(Такъ,  наприи^Ьръ,  сила  прнтяхени,  действующая  по  закону 
таго11я1я  на  какую-либо  иатерьяльвую  точку  со  стороны  одио- 
родваго  шара,  им'Ьетъ  величину,  обратно  пропорцюнальвую  квад- 
рату ра8Стояв1я  точки  до  центра  шара;  направлена  хе  эта  сила 
къ  центру  шара.  Бели  шаръ  сохраняетъ  неподвихвое  волохете 
въ  вространств^Ь,  то  сила  притяхен1я  нмъ  матерьяльной  точки 
будетъ  функц1ею  только  координатъ  точки. 

Если  хе  цевтръ  шара  будетъ  совершать  какое-либо  двихе- 
Н1е  въ  простравств11,  то  сила  притвхен1я  его  въ  кахдой  точкЪ 
пространства  будетъ  изменяться  съ  течея!емъ  времени. 

Примерами  склъ,  вависящихъ  отъ  скоростей,  ногутъ  слухить 
сонротивлени  хидкостей  п  гаэовъ  двихенш  погрухениыхъ  въ 
пнхъ  тЪлъ;  так1Я  силы  называются  атротивленгями  срединъ; 
1М'киен1И  къ  матерьяльной  точке,  сопротивлен1е  средн  въ 
Естве  случаевъ  арииим&ютъ  противонолохнымъ  скорости 
и  аависящниъ  отъ  скорости  точки  н  плотности  среды), 
обще  говоря,  силн,  првлохенныя  къ  матерьяльной  точке, 
Ёкоторня  функц1и  времвнн,  координатъ  точки  и  скорости  ей. 
атому  вторня  части  равеветвъ  (36)  суть  неветорня  фуЕкц1и 
I,  коордиватъ  х,у,2й  проэкц1й  скорости  на  оси  координатъ; 
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а  следовательно,  ми  равенства  суть  три  совокупвня  дифферев- 

* 

щальныя  уравнешд  второго  порядка: 


»"  й? = Ф.  (*'  ^.  у»  ^»  5*'  а?  т^ 

д!^е       X  Л  сЬ    ду    с1е\ 


.(40) 


(Фх)  Фа'  Фз  означаютъ  н^которня  фувБЦ1и  величивъ^  заключенннхъ 
въ  СБобЕахъ) 

Эти  уравнбН1я  называются  дифференцгалышми  ураеиенгями 
деиженгя  матерьяльной  точки  ^  выраоюенными  въ  прямоуголь^ 
нихь  координатахъ. 

Если  вторня  части  равенствъ  (37)  будутъ  выражены  въ  функ- 
Ц1яхъ  вреиени,  кругово-цилиндрическихъ  координатъ  р^  в,  ^,  и 
ихъ  производныхъ  по  вреиени:  р',  в',  ^\  то  будеиъ  ии'Ьть  днф- 
ференщальныя  уравнен1я  двиген1Я  иатерьяяьной  точки  въ  кру- 
гово-цидиндричеекнхъ  коордннатахъ: 


»@-к^)>в.(<.^в,.,| 


т 

т 


=  ^%{ь,9,в,0, 


вз(«,Р,  0,^,1'  -'  - 


(1р    (10    с10 


,  . . .  (41) 


гд^к  в^,  в],  вз  означаютъ  н'Ькоторыя  фунБЦ1и  величинъ,  закдю- 
ченныхъ  въ  скобкахъ. 

Подобныжъ  образоиъ  будеиъ  ии'Ьть  дифференфальныя  уравнен1Я 
двигешя  иатерьядьной  точки  въ  сферическихъ  коордннатахъ,  если 
вторыя  части  равенства  (38)  будутъ  выражены  функц1яии  сфе* 
рическихъ  координатъ  и  ихъ  производныхъ  по  вреиени. 

Если  вторыя  части  равенствъ  (39)  будутъ  выражены  функц1яии 
вреиени,  скорости  и  величинъ,  опред'Ьляющихъ  положеше  точки  въ 
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проетранств1Ь,  то  эта  равевствя  будутъ  представлять  собою  особы! 
видъ  дифференщальннхъ  ураввевИ  двяхен!а  матерьяльноК  точев. 
Вообще  дифф^>енцгальныя  уравненгя  бвижетя  свободной  ма- 
терьяАЬной  точки  яогутъ  быть  представлены  подъ  вееыа  различ- 
иывъ  вндокъ,  но  какъ  бы  овн  нж  были  представлены,  они  суть  она- 
литиче&ля  выраженгя  «кко,  что  устренге  матеръяльной  точки 
имгьетъ  направлете  и  равно  д/ьленной  на  массу  величинть  рав- 
нодгьйствующей  прилоясенныхъ  кг  точкгь  силъ,  выражаемыхъ 
н1ькот<^ыми  функцгями  времени,  скорости  и  величинъ,  опре- 
длляющизя  полоокенге  матеръяльной  точки  въ  пространствп. 

%  18.  Интегралы  Д1фференц1альны1ъ  урявиенШ  двж- 
жен1я  свободной  иапрьядьной  тачкм;  11сло  аостоянныхъ 
пронзвольныхъ;  начальное  положен1е  ■  начальная  ско- 
рость иатсрьяльной  точки. 

Если  известны  силы,  црнлохенння  еъ  жатерьиьной  точкф 
данной  массы,  въ  ф7нкц1яхъ  врвкевв,  СЕорости  и  величвнъ,  опре- 
дЪялющвхъ  подожвн1е  точке  въ  оространетвФ,  и  требуется  опред'Ь- 
лить  движение,  совершаежое  натерьяльаою  точбою  водъ  вл1лн1в|ъ 
81ихъ  силъ,  то  надо  сначала  выбрать  систему  координатъ,  навбод^Ье 
удобную  для  р{1шен1я  вопроса,  и  составить  дифференп^альння 
уравнев1я  двихеБ1я  точен  въ  атихъ  Еоординатахъ. 

Напрш^ръ: 

Прин'бръ  3-Й.  Ыатерьяльнаа  точка  движется   въ  охнорохаоВ  средЪ, 

оказывающеА  сопротив1ен1е  движевш,  прооорцювадьное  первой  степени 

скорости;  каждая  ивъ  трехъ   вэаинно-перпевдикуларвыхъ  шосвостей  во- 

орживать  прнтягнваетъ  натерьяльвую  точку   съ  сиюю,  верендикудярною 

къ  шоскостя  н  проворц{овальвою  первое  степеняразстоян1яотьвея.  Пусть 

ст,  ).т,   р^т,  чт  суть  коэффищэвты:  сопротнвдетя  среды  и  притякев!! 

фпевдикуирвнхъ  къ  пдосбостянъ   7^  2Х,  ХУ.  Требуется  опред'Ьлить 

1нжен1е. 

Дифференд!а1ьвыя  уравнени  двнжбв18,  съ  состав1еи1Я  которыхъ  на- 
1вается  процессъ  рЪтвв1я  вопроса,  ны  вапишенъ  въ  этоиъ  сдуча'!^  въ 
зяиоугольныхъ  прянодинейвыхъ  коордннатахъ. 

Сопротивдеше  двнжев1Ю,  равное  2кть,  направлено  противоположно 
Еорости,  поэтону  ароэЕШЯ  его  на  ось  X  равна:  ^  2«п^х'. 
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Изъ  трехъ  притязешй  одно  паралельно  оси  X  и  направлено  въ  от- 
рщательную  сторону  ея,  если  2>0;  два  друпя  притяжешя  перпенди- 
кулярны къ  этой  оси. 

Поэтоку  одно  изъ  дифференщальныхъ  уравнешй  движен1я  будетъ 
следующее: 

тх' = — 2ткх  —  ткс; 

а  два  друпя: 

шу^=^  —  2шку  —  т^1у;  т/  =  —  2шка'  —  ту  а. 

Для  большей  определительности  излохенк  мы  будеиъ  пред- 
полагать, что  дифференцхальння  уравненш  составлены  въ  пряио- 
лнейныхъ  пряиоугольннхъ  координатахъ;  но  все,  что  будетъ  зд'Ьсь 
сЕазано,  -  иогетъ  быть  прим<&нено  съ  весьма  незначительныш  изи1Ь- 
нен1Я1и  ко  всяБимъ  другимъ  координатаиъ. 

Составленнна  дифференцхальныя  уравнешя  должны  послужить 
для  опред'Ьлешя  функцгй/КО^/вСО?  АСО?  онред'Ьляющихъ  координаты 
даижущейся  точки  для  всакаго  иомента  опред^Ьляенаго  движешя. 

Эти  функц1И  должны  удовлетворять  дифференц1альныиъ  урав- 
нешяиъ  для  всякато  момента  движешя,  обращая  ихъ  въ  тождества; 
то  есть  функц1я  времени,  заключающаяся  во  второй  части  каждаго 
лзъ  тождествъ: 

<ло=Ф1  ш^\  ш\  ш\  тр\  гж  ГгИ)) 
шг:{1)=^.{1т.  т\  т\  т.  ш,  Ш) 
тг:{ь)=^,{1,т\  ш\  т\  /;'(<),  гж  т) 

должна  быть  тождественна  съ  функщею  времени,  заключающеюся 
въ  первой  части  его. 

Для  опред'Ьлен1я  функцШ  Д,  (^^  {%  мы  можемъ  пользоваться 
составленными  дифференц1альными  уравнешями  и  всЬми  равенствами, 
изъ  нихъ  получаемыми. 

Дифференц1альныя  уравнепя  даютъ  намъ  только  выражешя 
втрыхъ  производныхъ  координатъ  въ  изв'Ьстныхъ  намъ  функц1яхъ 
прочихъ  семи  величинъ  (времени,  координатъ  и  ихъ  первыхъ  произ- 
водныхъ). 


—   48   — 

Ваявъ  отъ  диффвревд)альввхъ  уравнепй  провзводвыя  по  вре- 
жен1  к  заж'Ьнивъ  въ  волучеввнхъ  равенств&хъ  вторыя  проиэводныя 
Боорлин&тъ  ихъ  внрахев1Я1и,  яы  аолучиЕЪ  в11ражеа1Я  третытхъ 
прОЕЗВОДНВХЪ  коордвнатъ  въ  фуЕКЦ1Я1ъ  чЪхъ  хе  сени  величяЕъ: 
*.  ^1  У.   2,  ^,  у\  ^'• 

Продолжая  таЕИМЪ  же  обрааожъ  далЪе,  жы  внразвмъ  провз- 
водввя  какого  угодно  порядка  (выше  1-го)  огь  коордиватъ  по 
времев!  въ  И8в*стныхъ  паиъ  фуикшяхъ  отъ  (,  х,  у,  г,  х,  у,  г'. 

Пусть  ^0  есть  вавой-либо  нонентъ  двнжеш'я;  х^,  уо,  ^о,  — 
коордвнатв  матерьальной  точки  я  х^,  уо,  Яо',— провкщн  на  оси 
коордннатъ  скорости  точки  въ  втотъ  жоневтъ;  какъ  свйчасъ  СБаааво, 
проиаводння  второго  и  выешвхъ  порядковъ  въ  атотъ  иокентъ  вв- 
разятся  нФкоторнмн  нввФстнтв  наиъ  функц1яи11  сени  величинъ  ^,  Хо, 
Уо,  Но,  Хо,  уй,  го';  оввачимъ  величины  втихъ  ироизводиыхъ  такъ: 

^0  I   Уо  ,  ^о",  Хо  ,  Уо",   го  ,.  .  .  .  Жо'"',   Уо'"')   •Вп'"*,  .... 

ФунЕЦ1и  /,(0,  /'^{^),  ^в{1),  выражающ1Я  непрернвво  изн^иаю- 
щ1ясд  координаты  движущейся  точки,  должвн  быть  веорерувныни 
фувкщлии  времени;  поэтоку  иы  южемъ  орнн^Ьвить  къ  нпъ  Тай- 
лорово  разложен1е  въ  рядъ  по  восходящинъ  степеняяъ  равноети 
^^ — ^);  озвачииъ  вту  раввость  череяъ  0;  ряды  будутъ: 


У=Ш=УЛ  Уо^+У'^'и'^Уо'тжэ'^  ■ 


(«) 


но  Т&БЪ  какъ  вторыя  и  ВЫСШ1Я  ПрОНВВОДНЫЯ:  Хо  ,1/0  >^о,^  у.  ■  ■  • 

суть  функц1и  отъ  (о,  зго.  Уо,  го,  1о,  Хо,  уо,  ^о,  то  8ТИ  ряды  пред- 
тавляютъ  н4которня  функщн  отъ  (,  ^о,  Хо,  у^,  го,  х^,  Уо,  го': 

х^Ш,  к,  Ч,  Уо)  -г^о,   згс',  5'о'.  го,  I 

У=Ш,  и^  Жо,  Уо,  г^„  Хо,   у»',  го',\ (43) 

^=Ш,  '(И  а^>  .7о,  г^,   Хо-   Уо,  го,  ] 
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Такинъ  образоиъ  »ы  им'Ьемъ  возможность,  исходя  взъ  дифферен- 
Ц1альныхъ  уравнешй  движен1я,  получить  искоиыя  функц1и  въ  вид'к 
рядовъ,  заключающихъ  Брон'Ь  ^,  еще  ^о»  ^о?  ^о?  ^о?  ^о',  Уо ,  ^о'« 

Прим']Ьиимъ  этотъ  прхемъ  къ  сл'Ьдующимъ  тремъ  прим'&ракъ: 
Прим'Ьръ  4-й.  Сила,  приложенная  къ  матерьяльной  точк^,  ик'Ьетъ  по- 
стоянную величину  и  направлеше,  такъ  что  проэкщи  ея  на  оси  коордннатъ 
равны  постояннымъ  величинакъ  Л^  В^  С. 

Дифференщальвыя  уравненхя  двнхев1я  въ  этомъ  случа']^  будутъ: 

П  .  ''11  "  У^ 

тх  -=л,  ту  =В,  пцз  =С. 
Производный  третьяго  и  высшихъ  порядковъ  будутъ  равны  нулю,  а 

потому: 

у=Уо+у:  И-*о)-{-§^  ^ (44) 

^=-2^0 + ^0  (^ — и) + ^~т1~ 

Прим'Ьръ  5-й.  Силы,  приложенныя  къ  матеры1льной  точк'Ь,  суть  при- 
тяхев1я  къ  плоскостямъ  коордннатъ,  так1я  же,  какъ  въ  прим'Ьр'Ь  З-мъ,  но 
коэффищенты  пропорцюнальности  суть:  т/.^^^  тх*,,  тх^'- 

Дифференц1альныя  уравнетя  движешя  будутъ: 

тх^ = — шх1Х\   ту  = — шх2У\  шг  = — шхз^^. 

Чтобы  составить  выражевхе  для  х^  мы  составляемъ  сначала  выраже- 
н!я  для  пропаводныхъ: 

X    =  —  У(.  \Х  X     = XI  ж 


а; 


(4) 2    »' 4^  ^(5) 2    /" 4    ' 

■    '=  —  У.1  X   =Х1  X  X    '= XI  X     ^=Х1  X 


рядъ,  выражающ1Й  х^  будет»  сл'Ьдующ1й: 

Х=Х^,^-ХоЬ-ХхХ^у^-ИгХ,^^  +  ж^Х^г^^^^  + 


-^  XI  Хо  1^2.3.4.5 


4^  ' 


ножно  представить  такъ: 

"^х,Г'"        1.2.3"*"  1.2.3.4.5        Г 


Легко  виД'Ьть,  что  рядъ,  поиножеввыВ  иа  х^,  равняется  сое  х,в,  а 
I.,  помножеивый  да  (хв':-х,),  равняется  снвусу  той  яе  дуги,  следова- 
ло: 

ж=Хосо8К|&  +  ^51пх1» (45,  а) 

Такъ  ке  вайдекъ  выраяев1я  для  ^г  в  в: 

у=УоСОЗХ18+^81ПХа*>, .  (45,1)) 

2=^0  СОбХаЙ-Ь  ^8(П  хв» (45,  1-) 

Чтобн  уорОстить  арш|фаев1е  этого  пр|е11а  въ  дифферевц1аинымъ  урав> 
янъ  примера  3-го,  мы  преобразуеиъ  ихъ  с^'ЬдуюIци1■ъ  обрааонъ. 

Сократнвъ  т,  помвожниъ  каждое  на  е^'; 
1ЧН11Ъ  черевъ  (р„  Ти  ?<  сл^дуюш1л  орои<)веден1я: 

ы  ы  ы 

?,  =  я;е    ,  ?а=1/е   .  ?з  =  ге   , 

>еЭЪ  к,*,  X,',  к,'  СД^ДуЮПЦв  рШ1В0С1В 

*,'=>.—*',  ка'=!*-А:*,  V='*~'Ь*; 

а  дифференц1альвыя  у1твнеЕ1я  3-го  орпн'Ьра  вримуть  таков  вндъ: 

[аковый  съ  вндонъ  ураввев1й  пятаго  прин'Ъра:  во  этому  нетрудво  по1у- 
.  ця  X,  у,  е  сл11дующ1я  выражен1я: 


:Г*'(«,С08  (ЬУ\^Щ+  рЙЙ  8Ш  {»/^^=Р)) 


•(«) 


—   51  — 

Вм^Ьето  того,  чтобы  оиред-клять  функц1и  /1,  /*,,  /^  путемъ 
зюсл'Ьдовательнаго  диффбренцирован]я  еоетавленяыхъ  днфферен- 
1цальныхъ  уравнбН1Йу  мы  мохеиъ  идти  къ  той  же  ц'Ьли  путеиъ 
прдмо-противопологныиъ. 

ША&  выраген1я  вторыхъ  производныхъ  координатъ  въ  фуяк- 
Ц1яхъ:  времени,  коордиаатъ  и  ихъ  первыхъ  производныхъ,  мы 
можемъ  иекать  внражен1я  нервыхъ  производныхъ  координатъ  въ 
фунвц1яхъ  времени  и  координатъ;  для  зтого  надо  данныя  диффе- 
ренц1альныя  уравнен1Я  подвергнуть  такимъ  преобразован1ЯМЪ,  чтобы, 
вместо  нихъ,  получились  три  равносильный  ^)  имъ  дифференщаль- 
яня  уравнен1я  такого  вида: 

**\ 
^_0    ^=0    ^=0  (17) 


*)  УраввеЕ1Я  (47)  равносидьны  дифференщадьнымъ  уравнешямъ  дви- 
яБен1л  матерьяльной  точки  въ  томъ  сиысл'Ь,  что,  еа1И  иы  р'Ьшимъ  первыя 
отвосатедьно  о?",  У,  е^\  то  подучимъ  посд'Ьднхя,  то  есть: 


п       Ф1        и       фз        " ф«. 


а  потону,  есди  въ  уравнев1яхъ  (47)  зан'1нимъа^^У,;ег",функщямиф1,Фз,фа, 
д'кденвыми  на  т,  то  первыя  части  этихъ  уравненШ  обратятся  въ  нудь  че- 
резъ  взаимное  сокращен1б  всЬхъ  чденовъ. 

**)  Звакъ: 

служить  для  обозначев1я  полной  производной  по  времени  отъ  фунЕЦШ  9(^9 
лг,  у,  »,  ^,  У,  ^)\  ТО  есть: 

(2ф ^  I   ^  ^4.^  ??У4-^  ^4-^  ^-1.^  ^«1--^  — • 

'Ш~'Ш'^дх  (И'^ду  (П'^д9  аь'^дл^  ^г    '  (^У  (И  "•'е?^'  Ш  ' 

Частныя  хе  пронзводныя  функцш  ^  по  входящимъ  въ  нее  иереы'Ьн- 
внмъ  велачинамъ  мы  будеиъ  обозначать  помощш  вруглыхъ  д;  наприм'Ьръ: 

Ж 

есть  производная  по  1^  явно  заключающемуся  въ  функц1и  ор. 

4* 


—   52 


гд*  ?1,  ?2,  ?8  суть  н4ЕОТорыя  функц1Н  отъ  1^  х^  у,  ^,  х^Уу  0; 
интегрируя  эти  уравнения,  мы  подучимъ  равенства: 


?2(^  л;,  у,  ^,  х\  у\  г)=С^ 


(48) 


%{Ьу  ж,  у,  ^,  л?',  У,  ^)  =  С'з. 
которыя  должны  служить  для  выражен1Я  х^  у\  г  въ  фунБЦ1Яхъ 

отъ   и   ^ч   Уу   ^,    С'г,    Сз,    <7з. 

Величины  С|,  ^29  ^8  суть  произвольныя  постоянння,  введен- 
ный тремя  произведенными  интегрировав1Ями  и  незаБлючающ1яся 
въ  дифференщальныхъ  уравнешяхъ. 

Еаждое  изъ  равенствъ  вида  (48)  называется  первымь  инте- 
граломъ  дифференшальныосъ  уравненгй  двиоюенгя. 

Если  изъ  трехъ  первыхъ  интеграл овъ,  посл'Ь  какихъ-либо 
преобразовашй^  могутъ  быть  получены  три  равносильныя  имъ 
уравнбН]Я  сл'Ьдующаго  вида: 


а1 


(49> 


гд*  <?!,  Фа,  Фз  суть  функц1и  ОТЪ  I,  X,  у,  Я,  С^  С\,  Сз,  то  ЕЗЪ 
ни.чъ,  послФ  новнхъ  ■втегрирован1й,  получянъ  вторые  интегралы 
дифференц!алъннхъ  уравнен1й: 


Ф^(^,  X,  у,  г,  Сц  С,,  С8)=Г1 
ФД  X,  у,  г,  С„  С,,  С,)=Г, 
Фз(<,  а;,  у,  г^,  С?1,  О,,  С8)=Г,, 


(50) 


гд'Ь  Г1,  Г),  Гз  суть  три  постоянння  произвольныя. 

Полученные  вторые  интегралы  должны  служить  для  выражен1я 
X,  у,  г  въ  функц1яхъ  вреиени  и  шести  постоянннхъ  произвольныхъ: 

x^Ч^,  Си  С„  С„  Гх,  Г„  Гз) 


У=^и*,   Ог,    С„    С„  Ти  Г„  Гз) 
е=Ы,   Сг,   с,,   с,   Гх,   Гз,   Гз) 


\^1/ 
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Выражен!»  для  ж,  у,  л?  получатся,  или  непосредственно  изъ 
выражешй  (5  ] ),  взявъ  производныя  по  времени  отъ  функц1й  1^1,  ^2;  '^'з* 


ж'=<>,'(0,  у-^;{1\  ^=^(0, 


(52) 


ИЛИ  изъ  нервы хъ  внтегралокъ  (48),  если  р'Ьшить  ихъ  относительно 
Ху  у\  г  и  заменить  х^  у,  г  функц1ями  ^^^  Фз,  ^^з;  выражешя, 
полученный  тФиъ  и  другимъ  путемъ,  должны  быть  одинаковы^ 
такъ  какъ  функд1и  (51)  должны  тождественно  удовлетворять  урав- 
нея1лиъ  (49)  или  равносильнниъ  имъ  интегралаиъ  (48). 

Выражен1я  для  х\  у\  /,  полученный  чрезъ  двукратное  диф- 
ференцирован1е  функщй  ^1,  ^з?  ^з  ио  времени: 

/=^;'(0,  /='>;(0,  /='1'з"(0, (53) 

должны  быть  тождественны  съ  выражешяии: 


"ЬП 


Ф^(^  '^^  \.  \.  'и.  •>>.  'и) 


^Ф.>(^  •!',.  'К  '^в,  V,  V,  '^'з) 

^^  Фз  (^       VI,      ?25     Уз,      Т1  ,     Уз,     Уз)    < 


(54) 


потому  что  функц1и  (51)  должны  тождественно  удовлетворять  диф- 
ференщальпымъ  уравнен1ямъ  дввжен1Я. 

И  такъ  дал'Ье. 

Равенства  (48)  и  (51)  должны  быть  справедливы  для  вся- 
Еаго  момента  движен1я;  прим'Ьн^я  ихъ  къ  моменту  ^о;  въ  который 
координаты  точки  суть  л'о,  уо,  ^^-^  а  про9КЦ1и  скорости  —  Жо,  ?/о',  -з^о', 
иы  получихъ  сл'Ьдующую  зависияость  между  этими  постоянными 
я  постоянными  произвольными  Сь   Сз,  .  .  .  .  Гз*. 


'^44 'о»    3^0,    ?/07    -^0?    ^0?    ?/о  ?    -2^0  )^^  ^^2 
?з(^),    Д'  .    :7о.    ^0,    .Го',    г/о',   ^о')=^'з 


(55) 
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фли,  хо,  Ус  «о,  с\,  с,  с,)=Тг] 

Ф,{и,   X,,  г/о,   го,   С„   С,    С,)=Г,    (56) 

Ф.(<с,  3^,,  уо,  г„  а,.  С,  с,)=т] 
Отсюда  сл4дуетъ,  что  «о,  уа,---  го   суть  функции  '^1,  Ф^, . .  - 

. . ,  '^'з  оть  (о,  а,  с„  С,  г„  г„  г»: 

1/о='1'»(*о)  {ьту 

го='Шо)) 
а'о'^Ч'/С^о)] 
Уо'=':';(0   (58) 

БЪ  какъ  ^0  есть  произвольно -выбраввнВ  юкевтъ  двихен!я  и  Си 

...  Га  суть  постоянныя  [гроиввольныя,  то  и  х^,  уо, уо',  г^' 

величины  оровзвольныя. 

Следовательно,  функцш  времени,  выражакщгя  координашы 
юущейся  свободной  матеръяльной  точки  и  удовлетворяю- 
даннымг  дифференцгальнымъ  уравненгямг  движения,  закмо- 
пъ  (№  себп,  икесть  постоянныхъ  протвольныхъ,  вслпдствге 

координаты   и   проэкули   скорости  точки  могутг  бышь 
\аны  по  произволу  «г  одинг  нэп  моменшоп  дв*^кенгя. 
Щй<ю\ш  ^^,  ^1,  '{'з  даютъ  тФ  же  салня  величинн  для  коор- 
ть  ж,  у,  г  въ  южентъ  I,  катя  даютъ  фувкц1и  Д,  ^,,  /",  (43), 

тольЕо  удовлетворевн  услов1Я  (55),  (56),  илв  равносильная 
(57),  (58);  въ  атогь  ножеиъ  уб'Ьдиться  сл^Ьдующикъ  обравомъ. 
Разюжинъ  фунБП1Н  ^1,  %,  'г')  въ  рядв  по  возрастающнмъ- 
(вянъ  разностн  (( — ({,)  =  9;  получимъ,  наприм'Ьръ  для  Ф]» 
УЮЩ1Й  рядъ: 
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но: 

^(^)=-ф1(^о,  Д?о,  У^^  ^0.  Хо,  Уо,  ^о)  =  Као)] 


также  убедимся,  что  1^1  (<о)=/1  (^о)  ^  '^^^'^  дал-Ье;  поэтому  преды* 
дущ1й  рлдъ  есть  ни  что  иное,  вакъ  ра8ложен1е  первой  изъ  функщй 
(43)  по  восюдящииъ  етепеняиъ  рааности  (^ — ^о)=^)  ^'  потому: 


ФД  Сх,  Са,   Сз,  Га,  Га,  Гз)=/1(^,  ^о>  ^0>  2^0^  ^0?  ^0'  Уо,  ^о), 

то  есть  фунЕЦ1И  +1,   Фа,   '^в  обращаются   въ    фунвцш  /!,  /*а»  /з» 
если  проиэвольныя  постолнння  С1,  Са,  • . . .  Гз  будутъ  зам'Ь&енн 

величинами  ^^  я^о*  Уо1 ^о  при  посредств'Ь  равенствъ  (55)  (56). 

Изъ  этого  видно,  что  оба  указанные  нами  прхема  даютъ  ре« 
зультаты  тождественные. 

11ри1гЬнкмъ  второй  прхемъ  къ  дифференц1ал>нымъ  уравнен1яиъ  при- 
мера 4-го;  мы  легко  найдемъ,  что  первые  интегралы  суть: 

вторые  интегралы: 

^— т2""С'1*=^ь  У— :^-2  — 021=^2.  ^  —  :^2  —  ^^^=^^' 

Составивъ  равенства  (55)  (56)  и  нсключивъ  произвольныя  постоян- 
ныя  изъ  полученныхъ  вторБ1хъ  интеграловъ,  мы  приведемъ  посл^днхе  къ 
виду  (44), 

Дифференц1альныя  уравнеюя  движешя  свободной  матерьяль- 
ной  точки  могутъ  быть  зам^^нены  совокупностью  шести  диффе- 
реяц]альныхъ  уравненхй  перваго  порядка: 


Лх 
(11  "' 

1 
X, 

''У\ 

с1г 

9 

2 

т 

__Фз 

т 

'  аь 

=: 

ф| 

(59) 
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,дое  изг  равевствь  вида: 

?({,  X,  у,  г,  X,  у.  г)  =  0. 
[ая  производная  первой  часта  котораго: 


.щаетсл  въ  нуль  тожлсствеяяо,  когда  ви'ёсто  ароязводцы&ъ  огь  х, 
X ,  у,  3  будутъ  подставлены  равеыя  инъ  вторыя  частя  уравнений 
,  называется  интеграл'шъ  этихъ  дифферендтальныхъ  ураниошй. 
Чтобы  найти  функции  вреиенв,  вырахающ1Я  х,  у,  г,  х',  у\  г 
ождественво  удовлетворяющ!я  уравннн1ямъ  (59),  необходвш' 
гь  шесть  таЕнхъ  разлячныхъ  ивтеграловъ: 

^6\,  ?,=  Сз,  %=С,,  »»=С'„  ?.=С5.  '?,=<)в, (60) 

полныхъ  нроизводныхъ  Боторыхъ  по  преисви: 

=0    1^=0,  *-0.  1==0,  1=0,  5==О,...(60Ы.) 

чатся  днфференц1альныя  ураввешя  (59),  если  ше^-ть  уравне- 
(60  Ыз)  будутъ  р4шеаы  относительно  производныхъ: 

(1х     Лц     йг     '^У     Й.У     (/г| 
1П      (//'    (//'    (Ь  '    (/('    аС 

РЬшявъ  интегралы  (60^  относительно  з:,  у,  ■  ■  ■  ■  ^ ,  "ы  иолу- 
.  выражев1Я  посл'Ьднихъ  въ  фунЕфяхъ  Ь  н  шести  аровзво.1Ь- 

>    110СТОЯННИХ1.    С'1,    С„  .  .  .  С'й. 

Еми  выраж1Ш1я  для  о;,  у,  г  суть: 

х='\,,  //='1-2.  ^■='/3, (61) 

вторыя  части  суть  функц]и  отг  \,  С^,  Сг,  .  .  .  Сб,  то  вы- 
'В[я  для  х',  !/',  г   будутъ: 

^  =  ^'^^,  :"'='г'^,  г'  =  'У.,. (61  Ыз) 
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такъ  какъ  ураввенш: 


должвы  быть  удовлетворены  тождественно. 
Всякое  равенство  вида: 

Д?1,     ?2,....?б)=С (62) 

есть  также  интегралъ  уравнен1й  (59);   въ   самомъ  д*л'Ь  полная 
производная  первой  части  его: 

о<$ра1цается  въ  нуль  тождественно  при  ваягкщенш  производныхъ  отъ 

х^Уу ^'  вторыми  частями  уравнен1й  (59),  тав;ъ  какъ  такое  замФ- 

щеше  обращаетъ  въ  нуль  полныя  производныя  отъ  ?1,  ?а, .  *  •  •  ?в- 
Изъ  9Т0Г0  слЬдуетъ,  что  если  совокупныя  дифференд1альныя 
уравнешя  (59)  ии4Ьютъ  шесть  независииыкъ  интеграловъ,  то  они 
им'Ьютъ  еще  крон*  того  безчисленное  множество  интеграловъ,  пред- 
ставляющихъ  собою  комбинац1и  шести  первыхъ. 

Всяшй  новый  интегралъ: 


'Н1,  X,  у,  ^,  X,  у,  г)  =  С 

говокуиныкъ  дифференщальныхъ  ураикенШ  (59)  можетъ  быть  пред- 
ставленъ  иодъ  видомъ  (62);  въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  подставивъ  пъ  Ф  вместо 
х^у^ ^'  ихъ  выражешя  (61)  и  (61  Ыз),  мы  обратимъ  ?  въ  не- 
которую функщю  /*  отъ  <,  61,  Сг, 6V,  зам'Ьнимъ  С^,  Са, Се 

черезъ  ?1,  ?2, ?в: 

цолная  производная  отъ  ?  или  отъ  /*  пи  I  будетъ: 
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и  должна  тохдествевво  обращаться  въ  нуль,  когда  провзводння 
ъ  X,  у,  г,. ...  г  будутъ  заи'Ьнеиы  вторши  частякк  уравне- 
\  (59);  но  тогда  обращаются  въ  нуль  также  и  полння  произ- 
дння  фунщгЯ  ?1,  ?,....  ?<;  поэтому  должно  бнть: 

ячитъ: 

?=/■(<?,,  ?„ ?.)=& 

Пронзвольвая  постоянная  С  есть  такая  жо  фунЕа1л  произ- 
льннхъ  ностоянннхъ  С],  С],  . . .  .  С^: 

с=ДС„  с, С). 

Следовательно,  можно  еназать,  что  совтупныя  дифферен- 
алгныя  уравненгя  (59)  импюта  шесть  самостоятельныхъ 
1Шеграловг  сг  шестью  независимыми  произвольными  постоян- 
1ми  и  безчисленвое  множество  ннтеграловъ,  представляющкхъ 
мбинац!и  первыхъ;  прокввольнвя  постоянвня  посх^двихъ  суть 
е1я  же  кцхбиЕац1и  незавиеииыхъ  нронзвольннхъ  постоянныхъ. 

Къ  втоху  надо  еще  прибавить:  что  любые  шесть  интеграловъ  мО' 
гъ  нграть  ро1ь  саностоятельвнхъ,  если  изъ  вкхъ,  путенъ  нолваго 
фференцпровашя  но  времени,  могутъ  быть  получены  днфферевщаль- 
я  ураввев1Я  (59),  какъ  указано  относительно  интеграловъ  (60). 

Бели  найдены  будутъ  шесть  самостоятельныхъ  интеграловъ  диф- 
ренщальныхъ  уравнев1й  (59),  то,  нсключявъ  изъ  нихъ  х',  У,  У, 
:  получимъ  вторые  интегралы  дифференц1альвыхъ  ураввешй  дни- 
!н!я. 

Наприм^ръ  шесть  свностоятельныхъ  ввтегроловъ  лнфференщиьннхъ 

Л^_А     !!/_:?.    Л^_С 
<И        т"    11(      т      III       т 
ъ  три: 

':'-^^=о„  ,'/-|«=й,  г'-5(=а, (63) 
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■ 

подученные  выше,  и  три  новые: 

{хУ-2^х=С,,  (У)2-2|у=С.,  (Д-2^.г=Сс...(64) 

По  нсвлючеши  х^,  у,  е^  изъ  (63)  и  (64),  иы  получимъ  вторые  инте- 
гралы дифференциальных^  уравнетй  прии^ра  4-го  подъ  сл']^дующимъ  ви- 
донъ. 

Въ  н^Ькоторнхъ  вопросахъ  можно  получить  всЬ  шесть  само- 
стоятельныхъ  интеграловъ,  но  трудно  исключить  изъ  нихъ  х^  у\  г  у 
тогда  совокупность  шести  первыхъ  интеграловъ  представляетъ  со- 
бою р^шеше  вопроса. 

Во  всякомъ  случае  полное  р'Ьшен1е  какого-либо  вопроса  о  дви- 
жешя  свободной  матерьяльной  точки  заключаетъ  въ  себЪ  шесть 
независмныхъ   постоянныхъ   провзвольныхъ  или  величины  ^о»  ^ог 

I  ;  г 

Уо?  ^0»    ^0  1   Уо?    ^0« 

Моментъ  и  назнваютъ  начальнымъ  моментомъ  времени,  хотя 
онъ  можетъ  быть  взятъ  гд'Ь  угодно  на  протяжеши  всего  времени, 
занимаекаго  разсматриваемымъ  движен1емъ;  величины  Хо^  Уо*  ^о 
называются  координатами  иачалшаго  полооюенгя  матерьяльной 
точки,  а  величины  Хо'.  уощ  ;9о' —  проэкц1ями  на  оси  координатъ 
начальной  скорости  точки. 

Въ  тЬхъ  случаяхъ,  когда  будетъ  возможно  и  нужно  для  упро- 
щешя  формулъ,  будемъ  считать  время  отъ  начальнаго  момента, 
полагая  ^=0;  тогда  начальный  координатн  будемъ  обозначать 
буквами  а,  Ъу  о,  а  проэкщи  начальной  скорости  буквами  ^у  Р,  т. 

§  19.  Случа!  прянолинейныхъ  движенШ  матерьяль- 
ной точки. 

Начнемъ  съ  ра8смотр'Ьн1я  т'Ьхъ  случаевъ,  въ  которнхъ  сила^ 
приложенная  къ  матерьяльной  точк'Ь,  им^Ьетъ  неизм'Ьнное  направле- 
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ь  пространств'^  в  начальная  скорость  параллельна  тону  хе 
влен1ю;  тогда  натерьяльвал  точка  совершаетъ  лвихвн1е  по 
В,  параллельной  втоиу  направленш. 
ъ  самонъ  д'ЬлЪ,  еслв  ось  X  сд'1лаемъ  параллельною  этому 
влен1Ю  и  нроведеиъ  ее  черезъ  начальное  нолохен]е  аатс- 
юб  ТОЧКЕ,  то  диффере11Ц1альныл  уравнен!]!  движеша  будутъ: 

тх"  =  Х,  ту"=0,  тг"=0; 

е  и  вторые  интегралы  нослБднихъ  двухъ  уравнен1б  очевидно 
ь  ел4дующ1е: 

у'=0,  г=0, 
у  что 

у  чт» 

//^  —  Ь.  ^„  =  0; 

иательно,    матерьяльная  точка  будегъ  совершать  свое  дви- 
по  оси  X. 
ъ  оставшемся  дифферепц1а.1ьномъ  уравнев1н  движени  то1КН 

«да-Х (65) 

3   часть    X,   выражающая    в>!личвцу   и  ■лна.\!.ъ  силы,  прилм- 

й  Еъ  точк*,  Ичжетъ  быть  функц1ею: 

I  одной  взъ  велйчавъ  /,  х,  х, 

)  двухъ  изъ  нихъ, 

I  вс4хъ  трехъ; 

ъ  поэпиву  различать  случаи  сени  родовъ: 

)  Х=Ш  4)  Х=ф(х,  х')  7)  Х=ф((,  X,  х). 

}  Х=ф(х)  Г))  Х=ф(х',  ^) 

)  Х=ф(У)         6)  Х=ф{^,  а) 
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Случаи  1^го  рода: 

Первый  интегралъ: 

тх  -  ф{1)  =  С;   ф{^)  =   /  ф  (<)  сИ. 
Второй  интеградъ: 

тх—Ру1)  —  С1=Т\   Р{1)=    I  ф(1)сИ. 


-' ' 


Зависимость  между  произвольпыми  постоянвыми  и  начальными 
обстоятельствами  движешя: 

тх^—ф{1о)=С\  Шо—Що)  -  С^о=Г. 

Иеключивъ  <7  и  Г  изъ  перваго  и  втораг*»  интеграла,  мв 
получимъ: 

х=хо+^/  Ф{1)(И (66) 

х=Хо+х^{1—и)+^^  I  сИ  I  фСОб^е (67) 

Примеры:  а)  Падеше  матерьяльной  точки  вертикально  сверху 
вннзъ  подъ  вд1ян1емъ  силы  тяжести,  принимаемой  постоянною 
(ось  X  направлена  вертикально,  сверху  внизъ). 

тх'=тд^  ого^О,  а;о'=а>0,  ^о=0. 

Ъ)  Движете  тяжелой  матерьяльной  точки,  брошенной  снизу 
вверхъ  вертикально: 

1пх"=тд,  ^0=0,  0*0=0,  0*0'= — «,  гд*  а>0, 

Опред^Ьлить:  высоту  поднят1я,  время  подъема  и  дальн'Ьйшее 
двнжен1е  посл'Ь  поднят]я  на  наибольшую  высоту. 
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11Ё*рЪ    6-й. 

Х=ш18Ш^у(,  1,=  0,  з-'„  =  0,  („=0. 

ювершаетъ  колебательное  движен1е  оволо  центра,  двнху- 
равнош'Ьрно  со  скоростью  ^- 

Слг/чаи  3-го  рода, 

днфферевд1альвое  уравнение  юхетъ  бвть  заменено  сово- 
ью  двухъ  дифференциальны  хъ  уравнений  перваго  порядка: 

[  югутъ  быть  представлены  тааъ: 


1вы1  интегралъ  дяффереяц1альваго  уравнен1н  втораго  по- 
[олучнмъ,  интегрируя  двучленное  уравнен1е: 

7пх'е1х' =^^^x)(^x. 

гъ  интегралъ  —  сл'Ьдующт: 

т{а1у-2ф(х)^С,   ф{х) 


=  I  ^^{х)ах. 


рой  интегралъ  даннаго  дифференц1альнаго  уравнен1я  вто- 
рядка  будетъ: 


^+Т. 
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Завжбшость  между  произвольннш  постоянными  и  вачальвынн 
обстоятельствами  хвижвН1я: 

т(ХоУ-2ф{х,)=С 

Утих 


•  ^'=У  • 


Подтоиу: 


X 


^=ц<)+^  /  тлх\, (68) 


X 


Утих 


1-1о=   1- ""^ г (69) 


иг+2[ 


т{х^)^+2  I  ф{х)ах 


^0 


Прим'Ьры  а  и  Ь: 

Х=т^,  ^о~0>  л;о=0,  Жо=— а- 

ПрпФръ  7-1.  Х=Н''я;,  то  есть  сила,  диствующад  на  на- 
терьяльную  точку,  есть  сила,  отталкивающая  ее  отъ  начала  ко* 
ординатъ  О,  и  величина  ед  пронорц10нальна  разстояшю  отъ  О. 

Лоложинъ 

^0=0,  х^-=а,  а?о=а. 

X 


т 

а 


Если   начальная  скорость  а  настолько  велика,  что  р>0,  то 
х^  не  обращается  въ  нуль,  а  потому  и  не  и'княетъ  своего  знака  во 
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йремл  дввхеН1я;  въ  атяхъ  гдучаяхъ  двихев1«  совершает«н  б«зъ 
хереиЪвы  н&правден1я  въ  одву  и  ту  же  сторову  оси  X,  а  икевао 
№  положятельвую,  еыи  а>0.  а  въ  отрицательвую,  еси  «<0. 
Если  же  р<0,  такъ  что  южво  положить;  р= — и',  то  вы- 
)аяев1о  для  а'  будетъ: 

ат'=А|/л;-  — «-: 

1Я0  поЕазывштъ,  что  навменьшая  веднчява,  (которую  ножетъ  яжФть 
0^,  есть  п^,  то  есть,  что  иатерьяльная  точка  ве  южетъ  прябли- 
пться  къ  начллу  коордиватъ  на  ра8Стоан!е,  женыяее  щ  когда  х 
Еудетъ  равво  г^гл,  тогда  скорость  сд'1и1аетеа  равяою  вулю  и  посл^ 
1Т0Г0  ваправлев1е  диижРН]я  перея^евтел. 
Дал^е: 

(ЛИ 

\щ  \'^^\=»;  ^+V^^VЦа+^)Л (70) 


х~Ух'+р={а-1)е-^^ (71) 

Сложявъ  равенства   (70)   я  (71),   ны  получвжъ  следующее 
111ражев1в  движен1я  точки: 

х  =  а'--^-       +1'-^^ (72) 

Эта  форяула  яожетъ  быть  представлена  въ  бол1Ье  сжато!  форя1, 
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10  ш*ь  рШ1]|«мм1%  МА^у  пщж  пмму^  Еаювв  внаа  вепчинъ 

(ак+а)  и  {ак — а). 

а)  Есн  эти  велятанн  жуЬютъ  одянаковне  знаки,  то,  оолокивъ: 


е 


Такая  зависимость  а;  отъ  ^  изобразится  графически  кривою 
ЛШ6Ю  такого  вида,  какъ  на  чертехЪ  1-нъ,  если  изображать  { 
абдиссаии,  а  х  ординатаюг.  Вся  кривая  находится,  или  на  сто- 
рон!» ноложнтельинхъ,  или  на  стороне  отрицатедьняхъ  ордшатъ; 
0^7  изображаетъ  т,  т.-е.  иожентъ,  въ  которы!  точка  находится 
въ  кратчаВшекъ  разстояши  отъ  начала  координатъ. 

Ь)  Если  знаки  вншеуоожянутнхъ  величинъ  различны,  то  поло- 

» 

живъ: 


хоямиъ  представить  внрахенш  для  х  такъ: 


х= — ^ — (е   —е      )]  »=<  —  ». 

Такая  зависиноеть  изобразятся  кривою  такого  вида,  какъ  на 
чертеже  2-иъ.  Движеше  совершается  со  скоростью,  не  изменяющею 
своего  нанравлеюя;  въ  моментъ  01Я=0  точка  проходить  черезъ 
начало  координатъ. 

с)  Если 

аЛ— а=0, 

то  тогда 

х—а^. 


то  епъ  топа  аевпнтотвчмв!  удашпся  оть  впаю  воордпатъ 
въ  бвзконечвость. 
д)  Ёслн 


то  есть  точка  ашгаотоптскв  вриблжавтсс  къ  пмиу  мордттъ. 
Прп^ръ  8-й. 

Х= — к'х,  (о=0,  Хо=а,  я;'о-=а; 

то  есть  сна,  дФйствр>щая  иа  ватврмивую  точку,  есть  дрпа- 
хвв1в  Еъ  точкЪ  О,  вршо  11ропорц1ова1Ьшм  раастояв!»  оть  вея. 
Въ  »топ  С1уча1 

такъ   какъ  скорость  должва  вм^ть  во  веякомъ  случае  д(1ствв- 
тельвое  звачев1е,  то  я?  не  мохетъ  бнть  бол^Ье  9',  в  когда  х=^2, 
скорость  обращается  въ  вудь. 
Дал1е 


А 


—ф1, 


■лв 

агс8т|— агсвш-^=в)<; 
откуда 

|=яо(и.(+агс81п|]=|^  Совмин — —~°вт<оС; 
слЪдоватепво 

а;=асо8(о<+^8111<в( (73) 

Это  выражев1е  вогло  бвть  подучево  прямо  жвъ  вврахенЗя  (72^ 
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черезъ  8аж^ЬщбН1е  веичяни  к  величЕною  ро,  гдЪ  г^У  —  1;  вром'Ь 
того,  оно  еогдаоуетея  съ  выражешежъ  (45,  а),  удовютворяющимъ 
тожу  аве  самому  дмфференцхальному  уравнен1Ю. 

Ивъ  внражен1я  (73);  а  еще  лучше  язъ  внражешя: 

вмдно,  что  точка  еовершаетъ  пер1одичеекоб  колебательное  движе- 
те около  начала  О,  отклоняясь  на  разетояшя  +?  и  — ^[  но 
о(№  стороны  его;  полны!  пер10дъ  колебан1я  равенъ  2  Г,  тцЬ: 

Г=^=«^.  1-й (73Ы8) 

Случаи  З-го  рода: 

Это  дмфференшальное  уравнен1е  2-го  порядка  можно  з^мЪ- 
ннть  двумя  днфференц1альными  уравнетями  перваго  порядка,  ко- 
торый можно  представить  такъ: 

Въ  случаяхъ  этого  рода,  смотря  по  обстоятельствамъ,  можно 
решать  вопросъ  различными  способами. 
А.  Интегрировать  уравнен1е: 


а^ 
^1^-^^ 


Если  митегралъ  его: 


/^=*+^» 


«у  $5^=*+^! (74) 

■ожеп  бать  рФиенъ  относпешо  х,  которое  внразнтся  нФеото» 
рою  фуивщею  ф  ЦП  ((+€1),  то  второй  интегралъ  даннаго  диф- 
ферв1Ц1а1ьнаго  ураюешл  будегь: 

^К<+С^>Й=:Ж+С, (75) 

5* 


в.  Интегрироваи  ураваеше: 

Беля  Еотегралъ  его: 


"/= 


Ш)='=+0, (78) 

тъ  быть  рфшенъ  отноектельео  х,  которое  выразвтся  н^Ько- 
эю  фунЕЦ1ею  Ф  отъ  (х-^г(^Х  ^  второй  внтегралъ  д&внаго 
|феревц1альваго  уравневЗя  будетъ: 


/-• 


=*+С (77) 


С.  Второй  ннтеграхъ  южно  пожучкть  ил  равпатрявать,  вакь 
Гльтатъ  1скЛ1ЧвН1я  х'  явь  янтеграювъ  (74)  и  (76). 
ПрянФръ  9-й. 

Ес1и  положительная  ось  X  направлена  вертикально  сверху 
въ,  то  такииъ  обраэояъ  будетъ  варшжатьея  равнодЪйствующая 
вЪса  иатерьяльной  точки  и  сопротж8леа1я  воздуха,  еслв  нри- 
ать  последнее  пропорц'юяальннмъ  первой  степени  скорости. 
Бъ  и'ои'ь  прииФр1(  южно,  кром'Ь  предыдущихъ  пр1е|овъ, 
нФнить   СЛ'ЁДуЮЩ1Й. 

Одинъ  изъ  первыхъ  иитегриовъ  даннаго  дифференц1альваго 
ввешя  втораго  порядка: 

х=д  —  кх' 
втъ  сл'Ьдующ1й: 

х^=д1  —  кх-\-С 

X  —  в=у*  —  Ых-  а). 
Другой  получится  по  формуя*  (74)  я  будетъ: 


р 


69  - 


ш 


'•<!(1^)=*'' 


Исиючпгь  X  И8Ъ  9тихъ  двухъ  ннтетралов'Ь,  мн  подучикъ 
результагь: 

Эта  формула  пригодна,  какъ  для  воеходящаго,  такъ  и  для 
тподящаго  движеш  ютерьяльной  точен;  первое  инФетъ  х^сто 
только  при  а<0  и  продолжается  только  до  момента: 

въ  который  скорость  обращается  въ  нуль  и  съ  котораго  начинается 
нисходящее  движете.   Во  всякомъ  случае  скорость  съ  течен1енъ 

времени  ассимптотически  приближается  къ  пределу  +|  *)• 

Примерь  10.  Прямолинейное  движеше  тяжелой  матерьяльной  точки 
въ  средЪ,  сопротивлев1е  которой  пропорцюцально  кубу  скорости;  коэффи- 
цвэнть  сопротивлея1я  среды  означимъ  черезъ  тдк^. 

тх  =  тд — тд{кх'У. 


Изъ  днфференщальннхъ  уравнешй: 


составимъ  следующее: 


(1^?те+1=^'**-^)' 


'^)  Изобразивъ  зависимость  (78)  графически,  получимг  кривую,  изобра- 
женную на  чертеже  3-мъ;  выпуклость  этой  кривой  постоянно  обращена  къ  оси 
абциссъ;  она  им'Ьетъ  ассимптоту,  наклоненную  къ  оси  абциссъ  подъ  углонъ, 

тангенсъ  котораго  есть  ^\  х  им'Ьетъ  наименьшую  величину  въ  точк'!  М, 


к 


интеграл,  котораго  есть: 

;||агс1в(^)=(,«(-Ь:)+С. (79) 

Попгая  1о~0,  Х(,=а,  го'=а,  пмучннъ.  здл  1Н1редЬ1ен1я  О,,  ра- 
венство: 

По  всиючев1н  С„  равенство  (79)  по1учнтъ  и^шующЕВ  видь; 

«^5(<-*(х-а))=.ге.в- 

Д1а  получевй  другаго  перваго  ивтеграда  мы  составинъ  сд'Ъдующее 
дифференц1&1ьное  ураввеа1е: 

янтегршъ  котораго  —  (и^дующШ: 

ИЛИ 

Щ(1+Нх-а))=1<,1}=Щ.-\.е}=^Ц. (82) 

Совокупвость  первыхъ  внтеграловъ  (79)  я  (81),  иди  (80)  л  (82)  пред- 
став1летъ  р1!В1ен1е  задачи  о  движении  так  мой  иатерьяльной  точки,  бро- 
шенной вертнаально  иверхъ  или  вниэъ  и  движущейся  въ  сред'Ь,  сопро- 
тивхяпщеВся  оропорцЕонально  в;Г)у  скорости;  въ  санонъ  д'Ьл^),  по  форму- 
дамъ  (80)  и  (82)  иохенъ  вычислять  I  и  х,  соотв^тсгвуюшДа  различпымъ 

скоростям'!.. 

Но  нохио  исключить  Л-'  на1.  этихъ  нвтеграловъ  к  тогда  получииъ  вто- 
роП  иЕтеграгь  въ  впд'Ь  эависииостн  нехду  I 


■.(1  —  к{х-а)),   ■П=*(<  +  4(1  — »)), 

ажио   ис 
Ьдуюпий 

а1~\^1УЗвЫ=е-'> (83) 


.•-з. 


и   этоть  316   витегралъ  кожко   получить  черезъ  интегрирование  ураввеии 
(80);  результать  будетъ  сл'ЬдуюпиЛ: 
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Дм  оврехкктя  кокенш  ^  н  поюжеайя  х,  наибсшьшаго  лодъеми  аш- 
терьялной  точки  ари  отр|щвте^ьноВ  начальной  скорости,  положниъ  въ 
равенстшхъ  (80)  и  (82)  а^:=Я  и  а=: — п,  тхк  п  оэначаетъ  положительную 
сюрость;  нзъ  ннхъ  полрниъ  сл'Ьдуищй  выражен1я: 

Прнк&ръ    11-й.   Тяхе1ая   матерьяльвая   точкл  движется  въ 
ередЪ,  соп1ЮТ1Влеше  которой  11ропорц10нально  квадрат;  скорости. 
Въ  »ожъ  случае  X  ввразится  неод1вавовымъ  образонъ  при  ра- 
дея» точки  сверху  виизъ  ■  при  лодъекЬ  снизу  вверхъ: 
при  паден!!  Х=п^ — ^'(х'У), 
при  подъем*  Х=т(д-{-к'{хУ). 
Дифференц1альння  ураввен1я  двяхен1Я  будутъ: 
при  падевк  х''=д — (кх')', 
при  подъем*  х'=д-{-(кх'У; 

разница   между  ними  только  въ  знав*  у  к',  поэтому  мн  буденъ 
■тгряровать  только  уравяеи1е  для  падеЕ1я  точки,  а  чтобн  по> 
рейтм  къ  подъему,  дояхнв  будемъ  подставить  въ  результатъ  гк 
(гд*  1^}/ — 1)  вм4ето  к. 
Ивтетрмровать  уравнеш 

х"=д—(кх'У 

южно  по  всякому  ивъ  указанныхъ  способовъ;  по  способу  А  сва- 
чиа  получимъ  интегралъ: 


В0Т01У  ЧТО  хробь,  «тощая  иодъ  анавошъ  теграп,  ■оаек  бнть 
разложвва  и^лупщмъ  образоаъ: 

</—{1сх'У  ~~2У^\*'^  —  кя^'^У^  +  кх')' 

Предндуцм  равенство,  прж  полож«ш1  ^о— О,  х=ч,  даетъ 

ГГГ^=1=-«*    • (^> 

гдЪ,  Аи  Ераткоств,  введвин  обозначеш; 

Р^шивъ  равенство  (86)  относительно  х,  полуится  уравнение: 

д^'-т  1  Г(1  +«ф»'-(1-ха)в-''У 
» 1(1  +  ха)е^'+ 1  —  ха)е-Е*] 

Боторое  легко  интегрируется  в  даетъ  второй  интегралъ  диффе- 
аенщальваго  уравнен|л  двнхен1я: 


а;=в+р1ое(соз(Ш^^^)  — ^гага(7Д<»^)) (87) 

По  способу  в  нн  долхнв  начать  съ  янга^вроваюя  ураввен1я: 


^.-(Ла-)'" 


|5!Г?'=^"'"-'>; ■•■(88) 

продолжая  дальше,  ин  нридемъ  къ  юиу  х)у  еаиоиу  результату  (87). 
Чтобы  получить  внрахен1е  для  Авихен1Я  свизу  вверхъ,  Ш1Д|0 
положить  скорость  а  отрицательною  и  заи'&нить  А:  черезъ  гк,  тогда 
выралсеи1е  (87)  прииетъ  сл'Ьдующ1В'  виды 
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гд*  подстаыено  «= — и. 

Равенство  (88)  при  двихен1и  снизу  вверхъ  закЪяяетс 

У+(Ь/)'_      аЬУд— я1 

?+(*«)'— ^  

Нанббдьшая  высота  опредЪлита  И8Ъ  посдфдвяго  равевет 
юхквъ  въ  нежъ  1с'=0;  означпъ  высоту  поднлт1Я  (а  ~Х1)  че 

1+|„'=ей'л 

Дв1жен1е,  совврш&вшов  ж&терьяльною  точвою  по  достп 
ваяб01ьшей  внсотн,  выравится  уравнек1я1И  (86)— (88),  ее. 
пав11ъ  въ  ннхъ  {I — ^1),  x^  и  нуль  вжФето  (,  о  н  а. 

Си^ооть  V,  №  юторою  точка  в(яврат«твн  въ  но1аош«й 
в11{юд«л1Т«я  18Ъ  (88): 


1-^г-'=й»'(^-'»)=е' 


-Эек. 


скорость  вта  оказывается  женьшею  п;  въ  сиокъ  х^кЛ,  к 
■  (92)  получянъ: 

Прш^фъ  12-й.  О  раншнвеВное  яви1кен1е  тяе&юЙ  катерьвльно 
п  ^вдЬ,  оопропидви1б  врторов  внраяается  сумкою  дв^хъ  ивв 
вою,  пропорщишашшсо  оервоВ  стеоени,  другаго.  11ропо)^и10цаиваг< 
степевв  скорости. 

Преюозагая  движен1е  точки  сверху  вннзъ,  ввиишенъ  диффер 
вое  уравнев1в  двихеош: 

та^'я:^п1{д  —  ЗЬ'—  (]»«')'); 

но  ив  моженъ  атону  урав1№а1Ю  дрндать  тадже  сл^дующИ)  вндъ: 

Е"=»+|! -!''(«')■, 


Днфференщиьвое  хе  ]гр^всв1е  (93)  отлвчяется  оп  аерваго  изъ  днф- 
феревцЁиьных'ь  уравнений  предмдущаго  прнн^ра  101ько  коэффищентахн  к 
аяачеваенъ  эависякой  переж'Ьнвой,  во  ив  видонъ;  а  потому  ссндаемся  на 
р4);|ьта111  11-го  П1)|н1р«. 

Въ  случаяхъ  4 — 7  нельзя  дать  о4!щ1ХЪ  правилъ,  хотя  въ 
э^Боторыхъ  задачахъ  южетъ  быть  проквввдено  одно,  а  въ  дру- 
гихъ  I  два  янтегряровад1я;  нн  пржведемъ  зд^еь  вЪсбольбо  орп'Ь- 
}1т.  такнхъ  эадачъ. 

Язь  см/чаеа  4гю  рода: 
та:"=ф(а;'.ж) 

Пркя'^»  13-Я.  Магдшдьнад  точкя,  прпягаваеная  хъ  начы;  «оор- 
[нватъ  силою,  проIIорц^она^ьною  разстоян1ю  отъ  него,  движется  по  оси  2 
9ъ  средгЬ,  сопротиВ1ев1е  которой  пропориДовахьно  скорости  тоин. 

Этоть  частвнй  сжушй  првн^ра  3-го  ив  разснотриш  8х1сь  иолроби^, 
{^мъ  въ  §  18. 

Дифференщиьвое  1равнен1е  лви8ев1н: 

»и;"=  —  2ткх  —  т\х 
1редстыниъ  такъ-. 

1ат1гь  поииохвмъ  об^  части  равенства  па  €  в%  стесеаи  Ы  и  овввчняъ 
1ро1Иведвн1в  яя  »  на  эту  сгепввь  е  черевъ  «р;  тогда  днффврвнц1альиое 
фавиев1е  иолучнгь  сд^юийй  ввдъ: 

(р"=(Л'— Х)ф;   <р=аж*', 

I  ЭТО  есть  дифферевщожьное  ураввев1е  оршгЬра  Тчо  или  3-го,  смотри  по 
■ому,  каковъ  авакъ  равяости  (к'— Х>. 

а)  Бел  {к'—'К)  есть  величина  отрицательная,  п>,  полохявъ: 


оржкФнпгь  фвриуху  (73),  которая  1ъ  этш»  схучаА  пожтчкъ  и^хг 
внжъ: 


но,  тщ[ъ  какъ: 

то  искомое  ввражен1е  ди  х  бздеть  ■■'Ьть  (^'Ёдуюшдй  вядъ: 

ДвижБвхе,  выражаемое  этинъ  ураввен1емъ,  есть  колебательно 
уменыпаюшнмнся  разкаханн;  сумиа,  заиючеввая  т.  большнхъ  скоб 
кзн^нлется  и  ер!  од  и  чески,  такъ  что  въ  номенты:  I,  (+2Т,  {-\^4Т,  I 
и  т.  д.,  оиа  инЪеть  одну  и  ту  хе  величину,  если  Т  есть  следующий  п 
жутокъ  времени: 

''-йЬ <9< 

Въ  эти  моменты  х  будетъ  яжЬп  сл%дую|1ця  величяиы: 
Ае-",  М-".  в-'*^,  Л-*>.  .-«'',  М-".  е-"";  . 

гд'Ь  Л  есть  величина  упомянутой  суммы  въ  моментъ  ^ 

Отсюда  нидвнъ,  что  величивы  х  для  этнхъ  моиевтоиъ  уменьш! 
въ  геомсггрнческоа  арогрвсс1н,  отиошеяЕе  которой  е«ть: 

Ч^)тежъ  4-1  нзображаетъ  законъ  явм-Ьяен^^  х  еъ  течев1енъ  вре 
выражаемый  формулою  (94). 

Ь)  Когда  А*=*,  формула  (94)  иржиегь  ед'Ъдующи  ицы 

ж=в~*'(о  +  (о*+а)0, 

нопшу  по,  ори  к'^А: 
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Нвъ  фсцш^ш  (в&)  пмтчиъ  сж^душаев  вирянет*  ааро/спк 

иэъ  котораго  видно,  что  скорость  обращается  въ  лужь  при  ^=^^, 

ч  ари  ^^оо. 

Въ  моиевтъ  ^1  коордвната  :с,  выраяаетсл  тякъ: 

^=.-«.(а+|). 

Форкр}  (95)  мокво  преобразовать  къ  сл'^дующеиу  виду; 

а;=а::,«-**{1+А*);  в=(— ^ (95 Ьй) 

Ш  чертеже  Ь-шт,  проведена  кривая,  взобрахающая  закоиъ  взнФие- 
ш  X,  выраоаекий  формуюю  (96)  И1и  (%  Ыв);  наивысшая  точЕа  М  соот- 
1'&тствуеть  моменту  (,;  при  ^^^^—^-  точка  проходить  черевъ  начаю  воор- 

(йннгц  я  при  ^=:^^-\-^  крввав  нм^етъ  точку  нервгиба. 

с)  Бсдн  (А'— X)  есть  величина  полохнтелная,  то  выражен1е  (94)  по- 
I  учить  сл^дуюшДй  видь: 

г=е-"(осов(|(1/1?=^+д^^Я1.(й1/Г-^), . .  (8в) 
ив: 

^^(•,+')г-Р*-(а,+.),-г' (деы- 

д-р  "^  ' 

'Д*  рн=*  — 1^  )И  — К  и  2=Л  +  1'  Л*  — X  суть  дв1  поюЕНтепнаа  вели- 


Въ  гЬхъ  воироскXV  въ  кото|шгь  функщи  ф  («,  а/)  инЪвгьс1Ёдующ1В 
1ндъ: 

ф(а;,а;')=/^)+(я:')>?(а;), 

сегда  можво  наВти  первый  интегра1ъ  диффереводахьиаго  ура^вев^а  двн- 
сен1а;  въ  саномъ  д&1^  зто  ураввеше: 
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«ожво  вродстшяпь  такъ: 
ил  такъ: 


(«')'а=«»(0~^5^а;»'-«); 


опред'Ьлшъ  С  по  начальншгь  обс1гояте1Ьствамъ  дв1жен!я;  окажется: 


\    ' 


а  это  есть  обыкновенное  линейное  дифференц1ал№ное  уравнеше  перваго 
порядка,  р^шен1е  котораго,  какъ  изв']Ьстно,  есть: 

(а/)'=«^^^*)(СГ-Н  2  р-^^'Мф!^), (»7) 

гд4: 

в{х)=  I  9{х)ах. 

Прнк^ръ  14-й.  Матерыиьная  точка  притягивается  къ  началу  коорди- 
вать  сяяою,  пряно  й|юпорц1альною  равстоянио  отъ  него;  1Ф11жев1е  ея  про^ 
жсходитъ  въ  еред-Ъ,  плотность  которо!  обратно  пр(Н10рц}01&1гы№  радмем1Н1Ю 
оть  начала  координатъ;  эта  среда  оказываетъ  движешю  соарогавяенк, 
пропоршовальное  плотности  и  квадрату  скорости. 

Начальное  подожен1е  точки  на  подожитедьной  оси  X  въ  разстояши  ^ 

а  оть  начала  координатъ,   начальная  скорость  равна  нуло,  опред'&гать 
движете.  . 

Вь  атомъ  прин'Ьр'Ь  /{х)=—\>.^х^  функц1я  же  ^  Р&вна 

есщ  точка  ваходифоа  да  оолкцкятельоой  о(вк  X  и  скорость  ея  нацр^Фяеж! 
въ  началу  координатъ. 

По  формул'Ь  (97)  составннъ  равенство: 


С=5-^а^-»*. 


По  извлечении  корня  н  по  отд^иени  перен^вннхъ,  поду^ннъ  днффе- 
щиьное  ур&ваев1е: 

!/„»-«  _^-м—  УТИЦ "'> 

егр&гь  котораго: 

агссо8(^)     =Щ^1  —к 
•п,  намъ  выражение  жв1жвн1а  точки: 

х=а{соб1^]/1  —к) 
Двяжев1е,  начавшееся  въ  номвнть  Ь=0^  кончается  въ  нохевтъ  7^ 

^=Ыз; да) 

эюгъ  мшсентъ  тчва  првхохнтъ  въ  аатало  хоордивяхъ  н  скорость  еа 
ашдвзся  аъ  н)^^  Ыаиболывав  скорость,  которую  ннЪвгь  точка  во  врехя 
жвЯ1н,  равна: 

Ля  случаевъ  Т-ю  рода: 
та;"=фУ,  г,  ж')- 

Примерь  15.  Матерьаивая  точка,  иихушааса  по  оси  X,  прктяги- 
№Я  гь  точгЬ  Ю,  которая,  въ  свою  очцюдь,  дйвхется  по  тай  же  {фамо! 
^ёдующену  закону: 

ц  притягиваю в^ая  натерьальную  точку  къ  точк^  Ю,  пропорщональва 
Т0ЯН1Ю  отъ  нея,  арнтонъ  движев1е  пронсходнтъ  въ  неподвижной  сред'Ь, 
твающеВ  сопротивюше,  дроиорщональаое  скорости. 
Очевидно,  дифференц^охьное  уравнен1е  двяжета  будетъ  сдЪдующее: 


тх" = — ж(2^^а;'  +  X  (а;  —  х^)) 
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ннтегрировате  его  не  представитъ  затруднен!!,  если  нзв'Ьстенъ  вндъ  функ- 

Прим'Ьръ  16.  Задаше  опичаетсд  отъ  заданхя  нредыдущаго  примера 
гЬмъ,  что  ^  и  X  суть  функции  времени,  удовлетворяющ1я  следующему 
усюв1ю: 

хш-л«(«)-^=п«, т 


гд^  п  есть  величина  постоянная. 
Положивъ: 


х=^е'^^\  ец)=  I  тм 


I  принявъ  во  внимаше  ус10В1е  (99),  мы  нрнведемъ  двфференщаяьное  урав- 
нше  къ  следующему: 

Примерь  17.  Дифференщальное  уравнеше  движен1я: 

где  ^  и   X   суть  две   ф^якя^ш  времени,    удовлетворяюпря   следующему 
условио: 

(+^|==2п; (100) 

п  — велнчнва  иостоянная. 

Шмкжюъ  вл  дифф(9ренццаьномг  уравнен1я: 

где  ф  есть  функсця  времени,  удовлетворяющая  дифференщальному  урав- 
ненш  первого  порядка: 

^'+'^+'^+х'=Оу (Ш!) 

МЫ  получимъ,  для  определешя  I,  следующее  дифференц!альное  уравнен1е: 

«"+(2Ф+^|'««0 (Ш) 
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Дифференщаивое  уравнеше  (101),  на  освоваи1в  усгови  (100),  ноаюгъ 
[ть  приведено  кгь  тавому  авду,  ври  кото|)оа'Ь  переи'Ьввыя  хогуть  быть 
дЫвнн  и  ивтегрирован1е  пронзведево;  окажется,  что: 

^=:  —  п\  +  Ц^1  —  П(мЬ^(у1  —  п    I  ЫЬ\ 

тФмъ  проннтегрир;ется  уравнен1е  (102)  и  ваЯдется  иФдтюпцй  ршул- 
п: 

Въ  тНъ  вопросахъ,  воторые  требуюгь  интегрхровани  дафференшаль- 
то  ур&вневи: 

а:"+ж'Д0-*-{«')Ма:)=О 

егда  ножегь   быть  ваВденъ  первый  ннтегралъ;  въ  важпп  дЪхк,  юао- 
1въ: 

1  првведемъ  днфферевщаиное  уралввце  къ  сл'Ьдуюшеху; 

доэгоху: 

х'^Се^;  Ф=  —  19{х)Ах—   1  ({т (ЮЗ) 

$  20.  Вопросы  объ  «пред1!лен1х  криюдпсИнаго  дв|- 
:вн1я  свободвой  натерьядкной  ттям»  въ  которыхъ  каж- 
м  13ъ  д1Ф*(1|Мнц1адьныхъ  уравиен1й  втораго  порядка 
1твгр1рувтся  отд^Ьльно. 

Переходя  къ  задачашъ  н  виаросааъ,  отЕосащпся  къ  ^явои- 
йяйлъ  движеляяъ  жятврья1ьны1Ъ  точеЕЪ,  жн  прежде  всего  упошл- 
||п  о  тЪхъ  случаяхъ,  въ  Еоторвхъ  опредАлепе  двихешя  по  каждо! 
1Ъ  координатъ  жожетъ  бвть  ороизведено  въ  отд11льности,  то  есть, 
>тда  каждое  вгъ  днфференщальвнхъ  уравнений  втораго  порядка 
|Клютавтъ  вреш,  только  одну  ш  координатъ  и  ед  прохвводивл. 


—  81  — 

Къ  числу  такихъ  е^[учаевъ  принадлежать  т^к,  воторне  при- 
ведены въ  §  1 8  подъ  наавашемъ  прии'Ьровъ  3-го,  4-го  и  5-го; 
танъ  получены  ихъ  интегралы,  зд^еь  остается  повазатЬд  каковъ 
видъ  траапорШ. 

Въ  прим'Ьр'Ь  4-мъ  сила  вм'Ьетъ  неизменное  иаправлеше  и 
постолннуф  величину: 

Располохимъ  оси  координатъ  такииъ  образомъ,  чтобы  ось  У 
была  параллельна  направлешю  силы  Р,  чтобы  начало  координатъ 
совпадало  еъ  начальнниъ  ноложен1емъ  движущейся  точви,  чтобы 
начальная  скорость  заключалась  въ  плоскости  ХУ  и  чтобы  зта 
скорость  составляла  острый  уголъ  съ  осью  X;  тогда  дифферен- 
Ц1адьныя  уравнешя  движен1я  будутъ: 

^^'^_л    ^^У_р  ^^^_п. 

начальный  обстоятельства  движбН1я: 

а=:0,  6=0,  с=0,  Т=0; 
поэтому  вторые  интегралы  будутъ  сл'Ьдующ1б: 

х=а(у  у=^+р^  2^=0; (104) 

зд^сь  д  подставлено  вместо  частнаго:  (Р;  т). 

Уравнен1я  (104)  отличаются  отъ  уравнешй,  приведенныхъ  на 
стр.  7-й  кинеиатической  части  (примЪръ  3-й),  только  знакомъ 
передъ  произведетемъ  ^. 

Означивъ  черезъ  Vо  величину  начальной  скорости  и  череэъ 

(^+<») — уголъ,  составляеиый  ею  съ  положительною  осью  У,  мы 

получииъ  следующее  известное  уравнеше  параболической  траэк- 
торш  тяжелой  иатерьяльной  точки,  брошенной  въ  пустот^Ь  подъ 
углоиъ  ш  къ  горизонту: 

У=—^^^+2^М^ (105) 

6 


,4  ;  * ■ 


';:л 
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Изъ  трехъ  дифференц]альннхъ  уравнен]й  двихенЫ: 

первое  даетъ,  на  основашя  начальннхъ  условШ,  резудьтатъ  х=Оу^ 
выражающ1йу  что  движенхе  происходитъ  въ  плоекости  У2. 

Третье  дифференщальное  уравнеше  отличается  отъ  дифферент 
Ц1альнаго  уравнен1Я  прпЪра  9-го  тЪмъ,  что  вм'Ьсто  х  здЪсь 
находится  ( — 0)у  возьиеиъ  поэтоиу  формулу  (78)  и  подставииъ 
въ  нее:  ( —  и)^  нуль  и  ( — т)  вм4сто  л;,  а  и  а,  получихъ,  по 
изм'Ьненш  зяаковъ  въ  об:Ьихъ  частяхъ  равенства: 

-=1(т+|)(1-в-*0-|* (4»«> 

Чтобы  перейти  отъ  третьяго  дифференшальнаго  уравнешя  ко 
второму,  надо  зам'бнить  д  —  нулемъ  и  а  черезъ  у\  поэтому  сд4- 
лаемъ  подобныя  хе  зам'бщешя  въ  формуле  (Юб)  н  сверхъ  тога 
зам'Ьннмъ  т  черезъ  ^;  получимъ  тогда  второй  интегралъ  вторага 
дифференщальваго  уравнешя: 


У 


Ч(1-^"'0 (*«7> 


Полученные  результаты  (106)  и  (107)  вырахаютъ  коорди- 
наты  у,  г  въ  фунБЦ1яхъ  времени;  составлен1е  уравнен1я  тра8Бтор1И 
и  разсмртр'Ьн1е  вида  ея  сд'Ьлано  на  стр.  5(' — 51  кинематической 
части  (черт.  30  тамъ  хе).  Уравнен1е  тразкторш  —  следующее: 

если  разлохить  логариемъ  въ  рядъ,  то  получимъ: 

Полохивъ  зд'Ьсь  А;=0^  мы  получимъ  уравнеше  традктор1И 
въ  пустот*: 

^1=}у-^ Г.(108) 


I 
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Изъ  дтихъ  двухъ  равенствъ  сд'Ьдуетъ: 

то  есть,  что,  при  одной  и  той  же  абцнссФ,  ордината  траектории  въ 
чюпротивдяющейбя  сред!  нен'Ье  ординаты  параболической  тра9ктор1и. 

§  21.  Два  пр1ена  преоб|»зован1я  днФФеренцЕадьпыхъ 
уравненШ  дв1жен1я  свободной  натерьяльной  точкв. 

Общ1б  способы^  с1'Ьдуя  которннъ  можно  было  бы  р^Ьшить 
всякую  задачу  о  криво  линей  ноиъ  движеши  точки  при  диств1И 
какихъ  бы  то  ни  было  силъ,  неизв'бстны;  известны  только  нЪ- 
«оторые  пр1емы  преобразован1я  дифференц1альныхъ  уравнен1й  дви- 
жетя,  при  прии^неши  которыхъ  можно  получить  н'Ькоторые  изъ 
лервыхъ  интеграловъ,  если  приложенный  къ  матерьяльной  точк'Ь 
<;нлы  удовлетворяютъ  Н'Ькоторымъ  услов1Ямъ. 

Одннъ  изъ  этихъ  пр]емовъ  заключается  въ  сл'Ьдующемъ. 

Помножимъ  третье  изъ  дифференщальныхъ  уравнешй  движен1я: 

л*^=^,  ^-3?  =  ^»  ^^=^- (36) 

яа  у  и  придадимъ  къ  нему  второе,  помноженное  на  ( — я)\  соста- 
вится равенство: 

«^{УШ-'Ш)=У^-''У> ....(10») 

первая  часть  котораго  есть  производная  отъ 

ло  1\  поэтому  равенство  это  (109)  можетъ  быть  написано  такъ: 

А^{уш-'>%} 

'     ^\       ^'1^^у2-,У (Ша) 
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Помножимъ  первое  изъ  уравнен1й  (36)  ва  ^  и  придадимъ  къ^ 
нему  третье,  помноженное  на  ( — х),  получимъ: 

Г1^Д<^     ''^*1\^,Х-х2; (110  Ь) 

наБонецъ,  понноживъ  второе  изъ  уравненМ  (36)  на  гг  н  придавъ 
къ  нему  первое,  помноженное  на  ( — у),  получимъ: 

'-Щ::^=.у-.х (ш «) 

Въ  сл'Ьдующихъ  параграфахъ  будетъ  объяснено  значен1е  разно- 
стейд  находящихся  во  вторыхъ  частяхъ  полученныхъ  дифферен- 
щальныхъ  уравнен!й  (110,  а,  Ъ^  с)]  зат'Ьмъ  будетъ  поназано,  как1е 
интегралы  получаются  изъ  этихъ  уравнен1й  и  при  какихъ  услов1яхъ. 

Другой  пр1емъ,  при  посредств'Ь  котораго  изъ  уравнен1й  (36) 
составляется  дифференц1альное  уравнсн1е,  легко  интегрирующееся 
при  Н'Ькоторыхъ  услов1яхъ,  состоитъ  въ  тоиъ,  что  первое  изъ 
уравнешй  (36)  помножается  на  х\  второе  —  на  У,  третье — на/ 
и  зат'Ьмъ,  по  сложенш,  составляется  уравнен1е: 


(^'1+»'1+''э?)=^1+у1+^ 


сИ^ 


первая   часть   котораго  есть,  очевидно,  производная  по  времени 
отъ  слЪдующаго  тричлена: 


1Ич(уг+(/)*), 


выражающаго  половину  произведешя  изъ  массы  на  квадратъ  ско- 
рости матерьяльной  точки;  поэтому,  полученное  дифференщальное 
уравнен1е  можно  написать  такъ: 

^^х%+у%+2:% (Ш) 
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Поиошвъ  об^  чаетж  атого  дифференщалънаго  уравнен]я  на 

а['~1^)=хах+  УАул^гси (Ш) 

Значеше  первой  и  второй  частей  этого  дифференцтальнаго 
уравнея1я  будетъ  объяснено  въ  охномъ  изъ  сд'Ьдующихъ  парагра- 
фовъ  ж  зат'Ьмъ  будетъ  указано,  какой  интеградъ  получается  нзъ 
атого  уравнешя  и  при  какихъ  услов]яхъ. 

§  22.  Зндчен1е  вторыхъ  частей  днффервнц1альныхъ 
уравнен!!  (110).  Монентъ  силы,  приложенной  къ  нате- 
рьяльной  точк1^,  вокругъ  даннаго  центра  н  вокругъ  дан- 
ной осн. 

Чтобы  объяснить  себ^  значеше  разностей: 

у2-гУ    ^зХ  —  хгхУ-уХ, (ИЗ) 

заключающихся  во  вторвхъ  частяхъ  дифференщальннхъ  уравнешй 
(ПО),  мы  сравнииъ  ихъ  со  вторыи  частями  формулъ  (96)  кинема- 
тической части  (стр.  85),  который  мы  напишенъ  при  предположеши, 
что  точка  Ш  (черт.  41  и  42  кинематич.  части)  взята  за  начало  коор- 
динатъ;  вторыя  части  равенствъ  (9б)получатъ  тогда  сл'Ьдующ^й  видъ: 

У^^^—г^^     л^^Р—x^В     (г^Я  —  у^Р (Ш) 

Припомнимъ,  что  эти  разности  выражаютъ  величины  проакщй 
на  оси  координатъ  вращательной  скорости  ЭЯЬ)  точки  Ш  вокругъ 
полюса  Ю  и  что  длина,  изображающая  ату  скорость,  направлена 
изъ  точки  Ш  перпендикулярно  къ  плоскости,  заключающей  въ 
себ4  радхусъ  векторъ  ЗЯЮ  и  длину  Юй  (чертежъ  41  кинема- 
тической части),  изображающую  угловую  скорость  твердаго  т4ла; 
направлена  длина  ЗИш  въ  ту  изъ  двухъ  сторонъ  перпендикуляра 
къ  плоскости,  съ  которой  наблюдателю,  стоящему  ногами  въ  9ГО, 
головою  по  направлен1Ю  2Йй),  смотрящему  на  точку  Юу  видно, 
что  длина  ЮЯ  направлена  слЪва  на  право. 


1/&. 


Форкула  (96)  вгаематнческоВ  «аети  ■  ваиеавння  адЪсь  рав- 
ти  (114)  относятся  бъ  винематяЕ'Ь  твердаго  гЬяа,  жежду  тФп 
еь  разноот!  (1  ]  3)  относатса  къ  дв1жек1Ю  свободной  жатерьяль- 
1  точки;  оервыя  прЕведенн  8д11сь  то1ЬБО  для  того,  чтоба,  на 
ован!!  сходства  вида  нхъ  со  вторыми,  ло  возножности  иаглад11№ 
лсЕить  эначепе  посл1|дв1хъ. 
Ес1и  въ  равностяхъ  (114)  за■^Iвить: 
величины  х^,  у^,  г„  —  величинами  х,  у,  г, 
величины  Р,  ^,  В    —  величинами  X,    У,  2^ 
получатся  разности  (113). 

Однако  ел'Ьлуе'гь  заметить,  что  Р,  ^,  Е,  Бааъ  11роэкц1и  на 
воордиватъ  угловой  скорости  Я,  им^ють  язм1|решя: 


(ехнннца  времен  в)      в 

1Ду  т'Ьмъ  какъ  X,  У,  2 — проэкщи  силы  ^'  ва  гЬ  же  оси 
рднватъ.  -  имЪютъ  нзмФрен1я: 

(единица  массы)  (единица  хднна) м.д 

(ешвииа  врененн)'  в* 

(ПримЪчан1е.  Символы:  (еднвица  массы),  (единица  длвны),  (еди- 
а  времени)  мы  условимся  обозначать,  для  враткоети,  буквами: 
д,  в  руссваго  вурсивнаго  шрифта). 

Для  того,  чтобы  разности  (1И),  и№Ьющ!я  И8м11рен1я  сео- 
гя,  получили  значения  провкцИ  длины,  необходимо  помножить 

на  величину  е. 
Разности  (113)  нм'кюгь  сл11дую1ц1я  измФрешя: 


:  помножить  нхъ  на  величину: 
в» 
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то  вохученнвя  произведепя: 


^УДутъ  иж'Ьть  изи'Ьрев1Я  длинъ  и  будутъ  представлять  проэкцги 
на  оси  координатъ  длины,  еозстановленной  изъ  точки  О  пер- 
пеидинулярно  кь  плоскости^  проведенмй  черезъ  радгусъ  векторъ 

ОМ  (черт.  7)  матерьяльной  точки  М  (ж,  у,  г)  и  черезъ  силу  Р, 

приложенную  кь  точкгь  М;  вта  длина  ОЬ  направлена  въ  ту 
изъ  деухъ  сторонъ  перпендикуляра  къ  плоскости^  съ  которой 
наблюдателю,  стоящему  ногами  въ  О,  головою  по  направленгю 

ОХг,  смотрящему  на  точку  Ж,  видно,  что  сила  МР  напра- 
влена слпва  на  право  (черт.  7). 

ТаЕижъ  же  образонъ,  вавъ  на  страницахъ  89  я  90  кинена- 

твчесвой  части^  ин  внведеиъ,  что  квадратъ  длины  ОЬ  равняется: 

{Ш.у=[{Т+г+г'){:!?-^у'Л'^')-{хх+уУ+е^^^^ 

ЕДИ 


ЗаБЛЮчающ1Йся  въ  этой  фориул'Ь  уголъ  между  направленхяии  ОМ 


и  МР  есть  уголъ  ^-МР  (черт.  7),  синусъ  вотораго  равенъ  синусу 
угла  ОМР^  поэтому: 


ОЬ={МР.  ОМт^{ОМР))^^ 


ил 


ОЬ={Ргвт(Р,г))^,, 


гд1  г  означаетъ  величину  и  направленхе  рад1уса  вектора  ОМ. 
Произведете: 

р=г^т{Р,г) 
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иваеть  длину  пероевдикумра  ОВ,  опущенн&го  иэъ  точки  О 
1аправлешв  силы  МР\  атотъ  перпевдвкуляръ,  представляющей 
•чаВшее  ра8ето1н1е  силы  МР  отъ  точкж  О,  вавываетсл  плечот 
л  ^  т  отношешю  еъ  центру  0. 

Лроизведенге  Тр  изъ  величины  силы,  приложенной  кг  ма- 
ьяАьной  точкл,  на  плечо  ея  по  отношенгю  кг  каком-либо 
пру  называется  мом&*томъ  этой  силы  вокругъ  этого  центра. 
И  таЕъ: 

01=1'Р^, (Ш) 

!сть,  длина  ОХ  равняется  ноненту  енлн  МР  вокругъ  центра  О, 
1НН0ну  на  единицу  сны  (епволъ  едннкцв  сила:  ск.фориулу  (29)). 
Единица  нохентовъ  силъ  есть  жо1ентъ  едннвцв  силы  при  длин! 
а,  равно!  единиц'^;  т.  е. 

(единица  юмеитовъ  силъ)=^~-- 

Ыошентъ  силы  вокругъ  центра  ии^етъ  всегда  величину  поло- 

гльную. 

Длину  ОЬ  можно  разснатривать  какъ  изобрахен1е  момента  Рр; 

рахенный  такииъ  образомъ  моментъ  сила  можно  назвать  ли- 

шла   изображенгемъ  момента  *)  силы  вокруа  центра  О. 

Величины  (115),  которыя  суть  нроэкщн  длины  ОЬ  на  оси 

)диватъ: 

(у7- гУ)-^=0Е сов (ОЕ.Х) 


(хУ—  уХ)  ^=о1еов  Щ,^ 


■НЮ 


*)  Про113веде111е  ^^  называыгъ  рладнчно:  статнческииъ  иоиевтоиъ, 
Пвми7>  моментомъ,  врашатсльныиъ  монемтоиъ;  надобность  въ  еяконъ 
пршагатешномъ  еъ  глову:  .мокенсъ"  яв1мзсь  вс^^д^^тв^е  того,  что  это 
)  получило  въ  нехавик'Ё  вЬсколько  ра&личныхъ  звачевМ;  въ  термине, 
ятоиъ  въ  этоП  квиН^,  орнаагатедьвое  эак'Ьняется  сюват:  „вокругъ 
ра  такого-то". 
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югутъ  бнть  вавванн  проакцгями  на  оси  кородинатъ  линебнам 
изображенга  момента  силы  воаруп  центра  О. 

На  оевоваши  равенства  (116),   взъ  вредндущихъ  форму  ль 
южво  получить  слЪдующхя  равевства: 


у2—  г7=Рр  С08  {РЬ,Х) 


гХ—  х2=  Рр  С08  (01 .  У) 
хУ—уХ=1'рсов{о1,г) 


(Ш) 


Моневтъ  СИЛЫ  вокругъ  центра  можетъ  быть  еще  изобрахенъ 
удвоенною  площадью  треугольника  ОМР^  ни'Ьющаго  основан1еиъ 

длну  Л/У,  изображающую  силу,  а  высотою  —  плечо  ОВ  этой 
(ялн  по  отношев1Ю  къ  толу  центру  О,  вокругъ  котораго  соста- 
вляется иоиентъ;  величина  этой  площади  равна 


в' 


^Рм 


) 


а  лишя  ОЬ  нормальна  къ  ней;  поэтому  нзъ  равенствъ  (118)  сл'Ь- 

« 

дуетъ,  что  величины: 

{уг-^^У)^'^^  {,Х-х2)'^.  {хУ-уХ)^ ....  (119) 

равны  положительно   или   отрицательно  взятнмъ  про8КЦ1Я]|ъ  уд- 
военной  площади   треугольника  ОЖ^Р  на  плоскости  координаты 

Уг        2Х        ХУ; 

знакъ  про9КЦ1и  опред'Ьляется  знакоиъ  косинуса  угла,  составдяемаго 
ваправлешенъ  ОЬ  съ  направлешемъ  положительное  оси: 

X  У  2. 

Чтобы  выразиться  опред'Ьлительн'Ье,  означииъ  знаками: 

Р  Г  Ж 

у»    ^         ех  -^  осу 
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величины  и  наоравлен1я  проэЕЦ11  сидн  1^  на  вншеозна^енння 
плосЕости  координатъ  и  чрезъ: 


уг 


вх 


ху 


означинъ  величинн  и  направлешя  проэкцИ  радхуса  вектора  ОМ 
аа  т'6  же  плоскости;  тогда  значеше  разностей  (113)  можно  вы- 
разить сл'Ьдующинъ  образогь: 


1 + ^уА^р  ^'"  ^^у^' V^'  еслг  С08  (ОЪ,Х)>  о 
у2—0У=\ 


Гу.  81П  {Р^.,г^^,  если  С08(0Х,Х)<  о 


УГ  у^г 


у»^'  уа 


\  +  Т^^х^^с^  8^П  (^^х)^^ ^»  <^СЛИ  С08  (ОХ,  У)>  О 


лх—хг— 


0ХУ  гх 


I  -  -Р^а,г^д;8Ш  (-Р'^д;,г^а^),  если  гоз  {0Ц2)<  О 


[  +  -Р'д:«/^^л:1/  81»  (^ха^^ха)^  ^СЛИ  С08  (0Х,2)  >  О 


л?У— уХ= 


д?у'лу 


хуу  ху 
ху^^ху 


^ху^ху  »1п  (-^:гг/.^^1/)»  если  СП8  {ОЦгХО 


(120) 


Въ  санонъ  д'Ьл'Ь,  проэкщя  площади  треугольника  ОМЖ  на 
плоскость  У2  есть  площадь  треугольника  ОМгРх  (черт.  8  и  9), 

дв*  стороны  котораго  суть:  ОЖ  (черт.  8  и  9)  —  проэквдя  ра- 

Д1уса  вектора  ОМ  на  плоскость  У2,  и  МгР^х — проэкцгя  силы  МР 
ю  ту  же  ПЛОСКОСТЬ;  величина  удвоенной  площади  треугольника 
ОМхРг  выражается  произведен1е][ъ: 

2    (площ.    ОЖхг^0=^1^у.^81П(^^у^,Гу,), 

которое  есть  величина  всегда  положительная,  также  какъ  и  пло- 
щади ОМ!"  и  ОМхРг]  поэтому: 


2(площ.  ОЖР)со8(ОХД)=2(площ.  0МгР1)= 


в" 


=  ж^у^^^^°(^у^'^' 


*1-' 

^&>1' 
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если  уголъ  между  направлешеиъ  ОЬ  и  положительною  осью  X 
остры!  (черт.  8),  и 


2(площ  ОМР)  С08  {ОЬ,Х)  =  -  2(площ.  ОМ^Р^^ 


в' 


=— ];Г^у/у^8^°(^у5>^^' 


еел1  уголъ  между  направлешеиъ  ОХ  и  положительною  осью  X 
тупой  (черт.  9). 

Этинъ  объясняется,  почему  изъ  внраженЛ  (118)  получаются 
внражешя  (120). 

Заключающ1яся  во  вторнхъ  частяхъ  фориулъ  (120)произведен1я: 

г^^8ш(*'  ,0     г-^8ш(2?;.,г-^     г^  81п  (^;^,г_), 


уе 


уагуе^ 


ху 


хуУху^ 


внражаютъ  длины  иратчайшихъ  разстоян1й  между  силою  МР  в 
ОСИП  координатъ  Х^  У,  2;  мы  докажеиъ  это  относительно  пер- 
ваго  язь  написанныхъ  произведен!!. 
Произвбден1е 


внражаетъ  длину  ОА  (черт.  10)  перпендикуляра,  опущеннагоизъ 

ТОЧЕН  О  на  лишю  М^Ег)  кратчайшее  же  разстояше  КЕ  между 

осью  X  м  линхею  МР  равно  и  параллельно  перпендикуляру  ОВху 
потому  что,  подобно  ему,  перес^ккаетъ  ось  X  и  перпендикулярно 

къ  плоскости  ММгРхР^  проэктирующей  лишю  -Ш^  на  плоскость 

У 2]  эта  плоскость  ЖЖ^РхР  проходитъ  черезъ  лин1Ю  ЖР  и  па- 
раллельна оси  Х^  позтому  кратчайшее  разстоян1е  между  зтими 
двумя  ЛИН1ЯМИ  должно  быть  къ  ней  перпендикулярно. 

Такимъ  образомъ  оказывается,  что  каждая  изъ  разностей  (113) 
есть  положительно  или  отрицательно  взятое  произведен1е  изъ 
про9БЦ]и  силы  Р  на  одну  изъ  плоскостей  координатъ  и  изъ  кратчай- 
шаго  разстояв1Я  этой  силы  отъ  координатной  оси,  перпендикулярной 
Бъ  той  плоскости,  на  которую  взята  проэкщя  силы;  подобный  проиа- 
ведешя  называются  моментами  сидъ  вокругъ  осей. 
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Пусть   ОР  есть  вакая-лябо  ось,  полохительное  надравленхе 

которой  считается  отъ  О  къ  Р;  пусть  М!"  есть  кавая-либо  сна, 
приложенная  къ  иатерьяльной  точе'Ь  М. 


Моментомь  силы  МР  вокругъ  оси  ОР  называется  проив- 
ведете  изг  проэкцги  силы  на  плоскость  перпендикулярную  къ 

оси  (черт.  11  е  \2)  и  изъ  кратчайшаго  разстоянгя  КЕ мео/сду 
силою  и  осью;  произведенгю  этому  до.гжно  дать  положите^ыный 
знакъ,  если  наблюдателю^  стоящему  ногами  въ  К,  головою  по 
положительному  направленгю  оси  КР^  смотрящему  на  точку 
Мху  виднОу  что  проэкцгя  силы  идетъ  слп>ва  на  право  (Есакъ 

на  черт.  11);  если  оюе  наблюдателю  видно,  что  проэкцгя  М^Рх 
направлена  справа  на  лтьво  (вакъ  на  черт.  13),  то  т>(пда  мо- 
ментъ  силы  вокругъ  оси  равняется  выгиесказанному  произ' 
веденгю,  взятому  со  знакомь  минусъ. 

Моментъ  силы  вокругъ  оси  изи'Ьряется  т'Ьни  же  самыми  еди- 
ницами, какъ  и  моментъ  силы  вокругъ  центра. 

По  данному  сейчасъ  оиред'Ьленш,  разности  (113)  оказываются 
моментами  силы  Р  вокругъ  осей  координатъ. 

Друпя  значешя  этихъ  разностей  онредФляются  формулами  (118), 
которыя  мы  выразимъ  словесно  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Разности  (ИЗ)  суть  проэкцги  на  оси  координатъ  мо- 
мента силы  Р  вокругъ  начала  координатъ. 

Выражаясь  такъ,  мы  приписываемъ  моменту  свлы  вокругъ 
центра  не  только  величину,  но  и  направлеше,  подразумевай!  подъ 
направлешемъ  момента  —  направлеше  его  линейнаго  изображен1я. 

Условимся  обозначать  величину  и  направлен1е  момента  силы  Р 
вокругъ  центра  О  знакомь: 

Этимъ  внакомъ  будемъ  пользоваться  поздн'Ье,  а  именно  въ  тЪхъ 
случаяхъ,   въ  которыхъ  придется  различать  моменты  различныхъ 


*  ^^-^ 
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I 

€илъ,  приложенннхъ  къ  сдвой  ядн  къ  н^ЬсБодькянъ  точканъ;  такъ, 
наприм'Ьръ,  иоиенты  силъ  Р1^  Р2^ . . .  будемъ  обозначать  знаками: 

въ  разсухдев1дхъ  же,  относящихся  къ  одной  сил1^  и  ионенту  ея, 
гд'Ь  не  предвидится  вознохности  смешать  этотъ  иомент'В  съ  дру- 
ГИ1Я  величинами  того  же  рода,  мы  упростимъ  обозначеше  и  вм'Ьсто 
Хо(^Р)  будемъ  писать  1^. 

Изъ  того,  что  сказано  въ  этомъ  параграф1(,  слЪдуетъ: 
{у2 — ^У)  есть  моментъ  силы  2^,  приложенной  къ  точк*  ЛГ,  вокругъ 
ОС!  X,  ИЛИ  проекщя  на  ту  же  ось  момента  силы  вокругъ  начала 
коордиватъ: 

у^_^у=Х,со8(ЬоХ); (Ш,  а) 

(^гX — х2)  есть  моментъ  силы  Р  вокругъ  оси  У,  или  проэкц1я 
на  ту  же  ось  момента  этой  силы  вокругъ  начала  коордиватъ: 

^Х  — ^Г^=ХоС08(ХоУ); (Ш,  Ь) 

(а? У — уХ)  есть  моментъ  силы  1"  вокругъ  оси  2^  или  проэкц1Я 
на  ту  же  ось  момента  этой  силы  вокругъ  начала  коордиватъ: 

ГГУ  —  уХ=^оС08(Ьо^) (Ш,  с) 

Вообще,  моментъ  силы  Р  вокругъ  какой-либо  оси  РО,  про- 
ходящей черезъ  начало  координатъ,  есть  прожтя  на  ту  же 
ось  момента  силы  вокругъ  начала  координатъ: 

(мои.  силы  Р  вокругъ  оси  0Р)=^ 

= {у г— г  У)со8(РХ) + {гХ—х2)соъ{1  У) + (ж  У— у  X)  со&{Р2) = 

=  ХоС05(ЬоР) (Ш) 

§  33.  Моментъ  Еолмчества  рнжен1я  натерьялыоК  точм 
мкругь  центра  и  вокругъ  данной  осн.  Сенторьяльнын  сбо- 
рост!  ороэкцШ  точки  на  плоскости  координатъ. 

Проиведете  изъ  скорости  матерьальной  точки  на  массу  ея 
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называется   количестеомъ   движетя  матерьяльной  точки;  оно 
изм^крдетсд  ел1)дующею  единицею: 

(единица  количествъ  движен1я)=  ^ (123) 

Подобно  сид'Ь,  количество  движен1я  матерьяльной  точш  иожетъ 
быть  изображено  длиною,  отложенною  отъ  и'Ьста  матерьяльной 
точки  по  направлен1Ю  скорости  ея;  зга  длина  должна  быть  во 
столько  разъ  бол'бе  единицы  длины,  во  сколько  разъ  количество 
движен]я  точки  бол'Ье  единицы  количествъ  движен1я, 

Подъ  направлешемъ  количества  движен1я  матерьяльной  точки 
мы  подразумЪваемъ  направлеше  изображающей  его  длины. 

Произведешя: 

^  €1х  йу  йв 

^Ть       ^Ж      ^Ж 

мы  называетъ  проэкщями  на  оси  координатъ  количества  двиясешя 
матерьяльной  точки. 

Изображая  количество  движетя,  подобно  сил'Ь,  длиною,  отло- 
женною отъ  И'Ьста  матерьяльной  точки,  мы  можемъ  ввести  понят1е 
о  момент'Ь  количества  движен1Я  вокругъ  какого-либо  центра  и  о 
момент'Ь  его  вокругъ  какой-либо  оси;  понятно,  что  изложеше  и 
формулирован1е  атихъ  поняпй  сведется  къ  почти  дословному  повто- 
рен1Ю  всего  того,  что  изложено  въ  предыдущемъ  параграф!,  а 
потому  мы  ограничимся  только  сл'Ьдующиии  уБазан1ями. 

Единица  моментовъ  количествъ  движешй  им:Ьетъ  иныя  изм'Ь- 
решя,  чЪмъ  единица  моментовъ  силъ,  а  именно: 

(единица  моментовъ  колич.  движ.)=^^' 

?*&  величины,  производный  которыхъ  по  времени  образуютъ 
первыя  части  дифференщальныхъ  уравнен1Й  (110),  им'Ьютъ  слФ- 
дующ1я  значешя: 

(ут;^  —  ату')  есть  моментъ  вокругъ  оси  X  количества  движен]Я 
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точки  т,  или  про8КЦ1я  на  ось  X  иомента  того  же  количества 
движепя  вокругъ  начала  координагь: 

«»(УЖ  -  ^|)=?«со5(гоХ); (Ш,  а) 

гдЪ  {о  означаетъ  величину  и  наоравлеше  иомента  количества  дви- 
жен1Я  точки  ш  вокругъ  начала  координатъ; 

(яшх'  —  атл^')  есть  моментъ  того  же  количества  двихешя 
вокругъ  оси  У,  или  про8кц1я  на  ось  У  момента  его  вокругъ  на- 
чала координатъ: 

^(^§-^5)=^о  008(^0  У); (Ш,  Ь) 

{хту^—ута^)  есть  моментъ  того  же  количества  движешя  во- 
кругъ оси  2у  или  проэкщя  на  ось  2  момента  его  вокругъ  начала 
координатъ: 

п1{х§-р§)'^1,ш(1о2) (Ш,с) 

Такова  аналог1я  между  8начен1ями  этихъ  величинъ  и  значе- 
шями  разностей,  разсмотр'бнннхъ  въ  предндущемъ  параграф'Ь. 

Ером'Ь  того,  величинн  (124)  имФютъ  еще  иной  смнаъ:  каж- 
дая изъ  иихъ  есть  удвоенное  произведете  изъ  массы  матерьяль- 
ной  точки  на  производную  по  времени  отъ  н^Ькоторой  площади; 
жн  докажемъ  это  надъ  разностью: 

Разность  зта,  будучи  моментомъ  количества  движен1я  точки  т 
вокругъ  оси  2^  можетъ  быть  выражена  такъ: 

^{^%  —  У%  =  —  ^^х1,^ху^^^{^ху^^ху)  •  •  •  •  •  (125) 

Зд'Ьсь  долженъ  быть  взять  знакъ  +9  если  соз  {1^2^  бол'Ье 
нуля  и  знакъ  минусъ,  если  атотъ  косинусъ  мен1^е  нуля;  ь^  озна- 
чаетъ про8кц1Ю  скорости  ТОЧКИ  на  плоскость  ХУ. 
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В|[11СтЪ  съ  тфнъ  V  есть  скорость  проэк1[1и  М^  на  плоскость 
^У  матерьяльноЯ  точки  ш;  оавачивъ  черезъ  йя  полоэкмшельмо- 
■зятую  длину  безконечно-иалой  дуги,  пройденвую  точкою  М^  въ 
ечепи  безконе^во-малаго  промежутка  времени  отъ  юиента  I  до 
юнента  {1-[-Л(),  и  принлвъ  во  ввиз14Н1е,  что: 

[охенъ  представить  равенство  (125)  подъ  сл'&дукицииъ  видомъ: 

"■(4  -у'|)=«(На5а^1ГалЛ (126) 

Разсиотримъ  :{начеН1е  второй  части  этого  равевства. 
1ровзвбден1е: 

юрахаетъ  величину  площадИ;  разнящейся  на  безконечво-иалця 
(бличивя  высшихъ  П1>рддковъ  отъ  удвоенной  величины  площади 
ектора  ОМ-^М'л  (чертежи  13  н  14),  заключающагося  между 
1ад1усани  векторами  ОМ^  и  0М\  и  дугою  М^М.\,  описанною 
'очкою  ЛГз  въ  течеиш  врешени  отъ  Ь  до  (1-^д,1),  Знаки,  поста- 
(ленные  передъ  этинъ  произведешеиъ  въ  равенстве  (126),  озна- 
1аютъ,  что  удвоевиую  величину  этой  площади  должно  взять  со 
1наконъ  плюсъ,  если  наблюдателю,  смотрящему  на  точку  Ж],  сь 
голожнтельной  оси  2,  скорость  ^д.„  {М^  Тз  на  чертежахъ)  ка- 
кется  направленною  сл'Ьва  на  право,  какъ  на  чертеже  13);  если 
Ее  скорость  ЛГа  У^  кажется  направленною  справа  на  лФво  (какъ 
1а  черт.  14),  то  величина  удвоевной  площади  ОМ^М',  входитъ 
1Ъ  равенство  (126)  со  знакоиъ  минуеъ. 

Можно  еще  заметить,  что  знакъ  плюсъ  соотв4гствуетъ  т^гь 
яучаямъ,  въ  которыхъ  уголъ  0а,  составляемый  рад1усоиъ  ввкто- 
)омъ  ОЛГз  съ  осью  X,  увеличивается  въ  течен1и  времени  отъ  ( 
10  {Ь~\-<И)  (черт.  13);  зяакъ  же  минуеъ  соотв4тствуетъ  тЬмъ 
лучаямъ,  въ  которыхъ  этотъ  уголъ  уменьшается  (черт.   14). 
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Интегралъ: 


2П:г^/=  У  {-^^ху^^(^ху^'^ху))Ку (127) 


в^тн  вдоль  по  кривой^  описанной  точкою  Жз,  отъ  положения  Л^ 
заншаекаго  ею  въ  мокентъ  1^^  до  положешя,  занинаеиаго  ею  въ 
номентъ  {,  называется  удеоенною  площадью  сектора^  описаннаю 
радьусомд  венторомъ  точки  М^  въ  теченги  времени  отъ  1^ 
до  I]  предполагается,  что  вашеуказанное  правило  знаковъ  соблю- 
дается для  каждаго  безкояечао-малаго  элемента  времени. 

Если  уголъ  дз  постоянно  увеличивается  въ  течен1и  всего  проме- 
жутка времени  Ц — <о)>  то  тогда  ивтегралъ  (127)  выражаетъ  вели- 
чину удвоенной  площади  сектора  ОЛМ^О,  заключающейся  внутри 
периметра,  образуемаго  рад1усами  векторами  ОЛ  и  ОМ^  и  траэкто- 
р1ею  ЛМ^  (черт.  13);  если  уголъ  6^  все  время  уменьшается,  то  инте- 
градъ  (127)  выражаетъ  отрицательно  взятую  величину  удвоенной 
площади  ОАМ^О;  если  же  уголъ  9^  то  возрастаетъ,  то  убываетъ 
(каБъ  наприм1^ръ  изображено  на  чертеж'Ь  15);  то  интегралъ  (127) 
будетъ  состоять  изъ  положительныхъ  и  отрицательннхъ  частей, 
лаории-Ьръ,  въ  случа'Ь  представленномъ  на  чертеж'Ь  15,  будетъ: 

Пд.^=площ.(ОЛБ1)0)  — площ.  (ОВМ^О). 

Во  веакомъ  случае  очевидно,  что  во  второй  части  равенства 
{126)  заключается  производная: 

выражающая  скорость,  съ  которою  возрастаетъ  площадь  сектора, 
онисываемаго  рад1усомъ  векторомъ  проэкц1и  движущейся  точки  на 
плоскость  ХУ\  эта  производная  называется  секторьяльною  ско^ 
ростью  проэкцги  движущейся  точки  на  плоскость  ХУ;  мы 
будемъ  обозначать  ее  знакомъ: 

о{:ху). 

7* 


!    ТЕ1ЕЪ: 

«(^1-»§)=2'«(ч/) ат 

Съ  9тожу  1н  должны  арибавить  еще  одно  занФчаше  касательно 
о  весьма  уоотребнтельнаго  ввражешя  икторыпьной  скоросп. 
'голъ   вз   и   рад1усъ  векторъ   г^  (которые  кв  будемъ  на 

обовнатать  черевъ  Гд)  суть  нолярвнл  воордннатн  точен  Ж, 
лоскостн  ХУ;   оаначннъ  черезъ  а,  ■  рв  воординатвыя  оев 

коордннатъ. 
[рпемъ  теперь  во  ввнмав1е,  что  въ  случаяхъ,  нвобрахевнвх'ь 
ртеж*  13: 

V»  Вт  ^V^^,)=V^  8111  (»,«,)  =гу,  С08  (»»ра)) 

случаяхъ,  изобрахенввхъ  на  черт.   14: 

Ув  б1п  (»1Г»)  =  V,  8111  (  V^М^аь)=Vз  81П  ((  У^Мз?»)  —  ^)  = 

= — V,  С08  ( 7в  ЛГэрз)  =—Vа  соа  (^вр») ; 

также  временно,  р^  закЪнено  чрезъ  ьз). 
яфдовательно,  во  всякомъ  отучав: 

1!1Гзг?8  8Ш  {V^^^)=^аVг  СОа  (V^^^). 

О   фориул'Ь  же  (20  Ь1з)  стр.   ЗЗ-В  кинематической  части: 

9му,  вогетановляя  арехн1Я  обозначен1а,  будемъ  им^ть  смЬ- 
1е  внрахев1е  удвоенной  секторьяльноЙ  скорости: 

2=(4')='-%ж (1*^9) 

1кииъ  образомъ  ин  имФемъ  воаможносгь  сказать  следующее 
гельно  8вачея1й  величннъ,  образующихъ  нервня  части  ра- 
ь  (124). 
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Во  дервнхъ,  оа^  суть  моменты  количества  движен1я  матерьяль- 
^ой  Т09ВЖ  воБругъ  осей  координатъ,  мли  проэкц1и  на  оси  воорди- 
натъ  момента  количества  двиген1я  вокругъ  начала  координатъ. 

Во  вторыхъ,  он'Ь  суть  удвоенная  произведен1Я  изъ  массы  точки 
на  севторьяльныя  скорости  проэкщй  рад1уса  вектора  на  плоскости 
хоординатъ;  это  выражается  формулами: 

Зд  Ьсь  дх  есть  уголъ,  составляемый  съ  осью  У  проэкщею  рад1уса 
вектора  движущейся  точки  на  плоскость  У 2]  о  (у^)  —  секторьяль- 
н&и  скорость  проэкц1И  точки  на  ту  же  плоскость;  в^  —  уголъ^  соста- 
вляемый съ  осью  2  проэкщею  рад1уса  вектора  на  плоскость  ^Х; 
б  {ех)  —  секторьяльная  скорость  про9кц1И  точки  на  ту  же  плоскость- 

§  24.  Значен1е|  днфференц1альны1ъ  уравнен№  (110). 
Мвтегралы,  выражающ1е  заковъ  площадей. 

Каждое  изъ  дифференщальныхъ  уравнен1й  (110)  выражаетъ, 
что  производная  по  времени  отъ  момента  количества  движен1я  во- 
кругъ одной  изъ  осей  коордияатъ  равняется  моменту  вокругъ  той 
же  оси  СИ.1Ы,  приложенной  къ  матерьяльной  точк'Ь.1 

Значеахе  этяхъ  диффередц1альоыхъ  ураваенШ  можетъ  быть  объяснено 
еце  пначе. 

Длина  ^0,  проведенная  изъ  начала  координатъ  и  представляющая  ве- 
личину и  направлев1е  момента  количесгва  движеыхя  матерьяльной  точки 
во&ругъ  начала  координать,  изм^няетъ  во  время  двиасенгя  точки  свою  ве- 
личину и  свое  направлеше;  конецъ  ея  он^юываегъ  при  этомь  некоторую 
кривую  ЛИН1Ю,  которую  мож'Ю  назвать  юдографомъ  момента  количества 
движенья. 

Уравнешя  (110)  выражаютъ,  что  скорость  точки,  чертяп^ев  готографъ 
хомента  количества  движенхя,  равна  и  паратлельна  длин'Ь,  изображаюп^ед 
хоменть  силы  Т. 
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слн  моиентъ  силы  ^Р  вокругь  оси  X  равенъ  нулю  во  м» 
дввжеа1Я  точки,  то  взъ  ;равБев1я  (110,  а)  получиаъ  сд1(- 
8  ивт«градъ  дифферевщальныхъ  урвввен1№  двихев1в: 

4>'г-4?)=с. ом.") 

оиентъ  силы  ^  вокругъ  оси  X  равенъ  нулю  или  тогда,  когда 
ця  свлн  на.нлоскость  Украина  вулю  (тогда  У=0,  2=0), 
огда,  когда  про9вц!я  сили  на  эту  плоскость  проходитъ  черезъ 
)  Еоординатъ:  воел^днее  условие  вврахается  равенствокъ: 

1=1 да,.) 


1уетг,  чтобы  сила  Т  лересЪкала  ось  X. 
нтегралъ  (131,  а)  выражаетъ,  что  секторьоьвая  скорость 
цн  р&д!уса  вектора  ва  плоскость   У2  ннФетъ  постояану|> 
|ну,  то  есть: 


=с;. 


.  сл4дуетъ: 


.  (133,  а) 


ь  площадь  сектора,  опвснваеиаго  пройкщею  рад|уса  вектора 
оскости  У2,  возрастаетъ  равнонйрно. 
!1къ  кавъ  за  ось  X  кохетъ  быть  взята  всякая  веподвих- 
[Н1Я,  а  за  плоскость  У2 —  всякая  плоскость  перпендикулярная 
И,  то  иы  нохеиъ  сказать  следующее: 
'ели  равнодействующая  силг,  прилооненныхъ  къ  движу- 
:  матерьядьной  точкть,  проходить  черезг  какую  либо  не- 
жную прямую  лингю,  то  дифференигадьныя  уравменгя 
'тя  этой  точки  импютъ  иитпрадъ,  выражоющгй  яо- 
;г»иво  секторьядьной  скорости  прожти  радгуса  вектора 
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точки  на  плоскость  перпендикулярную  къ  прямой  (начадомъ 
рад1уса  вектора  служитъ  пересЬчеше  прямой  съ  пдоскоетью). 

Есд|  во  все  время  движен1Я  моменты  силы  Р  вокругь  двухъ 
осб1  координатъ  равны  нулю,  то  движен1е  точки  совершается  въ 
некоторой  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  координатъ. 

Положимъ,  что  равны  нулю  моменты  силы  Р  вокругь  осей 
X  ж   У,  то  есть,  что  сила  ^Р  удовлетворяетъ  двумъ  условхямъ: 

у^_^У=0,  }:Х  —  хг=^ (Ш) 

Помно2ИВЪ  первое  равенство  на  х^  второе  на  у  и  слохивъ, 
получимъ  равенство: 

г{уХ  —  хУ)=0, 

которое  то2е  должно  быть  удовлетворено  при  двигеши  точки. 

Оно  можетъ  быть  удовлетворено  или  т'Ьмъ,  что  во  все  время 
двмжешя  ^=0,  или  т'Ьмъ,  что  сила  Р  удовлетворяетъ,  кром^Ь 
условй  (134),  еще  услов1ю: 

хУ  —  уХ=0 (135) 

Въ  первомъ  случа'Ь  точка  движется  въ  плоскости  ХУ\  мы 
еевчасъ  покажемъ,  что  она  движется  въ  н'Ькоторой  плоскости  я  во 
второмъ  случа'Ь. 

Въ  этомъ  случа-Ь  вторыя  части  вс4хъ  трехъ  уравненШ  (110, 
а,  Ь,  с)  равны  нулю,  а  потому  мы  им'Ьемъ  тогда  три  интеграла; 

Чу^'-^)=^1 (131,  а) 

т(2х'—Х1:')=С^ (131,  Ь) 

т{ху'-ух)=С, (131,  о) 

Помноживъ:  первый  —  на  х,  второй  —  на  у,  трет|й  —  на  ;ег, 
и  еложивъ,  получимъ: 

0=С^х+С,у\-С^', (136) 

»то  —  уравнеше  той  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
натъ, въ  которой  должна  оставаться  движущаяся  точка. 
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ПостояЕння  С^,  С],  Сз,  пропорщональныя  кмннусиъ  угювъ, 
составляенвхъ  норкалью  еъ  этой  плосбостн  еъ  осям1  коордвнатъ, 
ооредфлятея  по  начаияшгь  обетоятельетвавъ  двнжев1а:  а,  &,  с, 
а,  %  Т1  ^  пенЕо: 

С,=т(&т  — ср),   С,=»»(са  — а-г),   С8=т{ор —  6«).  ••  (137) 

1атинъ  вЕинаше  на  эти  случаи,  въ  воторыхъ  сила  Р  удо- 

яетъ  трежъ  услов1я1ГЬ  (134)  (135)  н  въ  которвхг,  поэтому, 

Енц!альння  ураввен1я  двихев1я  яатерьлльяоВ  точеж  иж^ютъ 

реграла  (131,  а,  Ъ,  с). 

ов1я  (134)  и  (135)  можно  представить  въ  вндЪ  сл^Ьдую- 

авенствъ: 

'I=^-^ (132) 


ощшъ,  что  направлен1е  силы  Р  проходЕТЪ  черезъ  начало 

:атъ. 

гегралы  (131,  а,  Ь,  с)  внралиютъ,  что  проэкц1и  на  веЬ 

[  коордянатъ  юнвЕта  количества  двихвн1я  вокругъ  начала 

[атъ  внФютъ  постоанныя   величины;  изъ  этого   сл'Ъдуетъ, 

[ентъ  количества  1вкхен1я  1,,  им^Ьетъ  оостоянну»  величину: 

^=^п^иVо8^п^Vа^о) (138) 


.  (139) 


лнно 

ваправлеше: 

С..5((.Х)  = 

™(»1- 

-_ф 

С08{/„У)-= 

т(са- 

-д) 

'^°Ч//)  = 

_к,^  1 

еъ 

«'"''%/ 

—  105  — 

торьяльЕЫя  сБорости  проэБЦ1В  радтуса  вбЕтора  на  всЬ  три  пюскости 
Еоординатъ  постоянны: 

<У^)=Й,  о(^^)=^,  ^(^3^)=Й5  ' (*^*) 

а  отсюда  сд'Ьдуетъ,  что  площади  сеБторовъ^  описнваеинхъ  на 
олоскоетяхъ  координатъ  проэкшями  рад1уса  вектора  на  8ти  плос- 
кости,  возрастаютъ  равнон'Ьрно: 


^уе  —  ^^9    ^2гл;  — 9*п^    ^хи~9пг^ (™) 


СбБторьяльная  скорость  проэкц1И  рад1уса  вектора  на  какую 
бы  то  НИ  было  неподвижную  плоскость,  проходящую  черезъ  на- 
чадо  координатъ,  будетъ  также  постоянна;  въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  если 
перем'Ьнииъ  направлеше  осей  координатъ  такииъ  образоиъ,  чтобы 
одна  изъ  новыхъ  осеВ  совпала  съ  направденхеиъ  ОР,  перпенди- 
ку1ярнымъ  къ  этой  плоскости  3^,  то,  по  предыдущимъ  формуламъ, 
разсиатриваемая  секторьяльная  скорость  о  ($)  выразится  такъ: 

0®)=^^^^ (142) 

Отсюда  видно,  что  наибольшая  секторьяльная  скорость: 

(143) 


2т 


будетъ  въ  плоскости  (136),  въ  которой  заключается  траэкторгя 
движущейся  точки;  секторьяльная  же  скорость  проэкщи  рад1уса 
вектора  на  всякую  плоскость,  проходящую  черезъ  направлеше  ^о, 
будетъ  равна  нулю. 

Сл'Ьдовательно,  если  равнодгьйствующая  силъ  прилаженныхъ 
кг  матерьяльной  точкгь^  при  всякомъ  полооюенги  точки  на- 
правлена  чрезг  начало  координатъ^  то  двиоюенге  точки  совер- 
шается въ  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  координатъ 
и  подчиняется  тому  закону^  что  площадь  сектора,  описи 
ваемаго  радгусомъ  векторомъ^  возрастаешь  равномгьрно;  сек- 


—  106  — 

торьяльная  сБорость  въ  дтой  плоекостл  (величина  которой  постоянна) 
иохетъ  быть  выражена  сл'Ьдующимъ  образомъ: 


2т~  2  с?Р 


0=^=^^ (144) 


гд'Ь  9  есть  уголъ^  составляемый  рад!усомъ  векторомъ  г  съ  какинъ 
либо  неподвижныиъ  направлен1еиъ,  проведеннымъ  черезъ  начало 
координатъ  въ  плоскости  траэвтор1И. 

Правило,  определяющее,  что  произведен!е  изъ  иассы  точки 
на  площадь  сектора,  описываемаго  проэкц1ею  рад1уса  вектора  ея 
на  н'Ькоторую  плоскость,  возрастаетъ  равномерно,  есть  частный 
случай  закона  движен1я  системы  матерьяльныхъ  точекъ,  подвер- 
женныхъ  д'Ьйств1ю  центральныхъ  силъ;  законъ  этотъ  изв^стень 
подъ  именемъ  закона  площадей^  описываемых^  прожи,гями  ра- 
дгусовъ  векторовъ  на  сказанную  плоскость. 

Говоря  о  движеши  одной  матер ьяльной  точки,  мы  выразимся  такъ: 

а)  законъ  площадей  въ  мъкоторой  плоскости  имтьетъ  мтсто^ 
если  равнодтьйствующая  приложенныхъ  къ  матерьяльной  точкп> 
силъ  проходитъ  черезг  ось^  перпендикулярную  къ  этМ  плоскости; 

Ъ)  законъ  площадей  имгьетъ  мгьсто  во  всякой  плоскости^ 
проходящей  черезъ  неподвижную  точку ^  если  равнодействую- 
щая прилооюенныхъ  къ  матерьяльной  точкть  силъ  проходитъ 
черезъ  эту  неподвижную  точку. 

Законъ  площадей  былъ  открытъ  путемъ  индуктивньшъ;  Кеплеръ,  изъ 
наблюдетй  надъ  двпжен]ям1Г  планетъ  вокруп»  соднца,  заклю'гилъ,  что  пло- 
щадь сектора,  описываемаго  рад1усомъ  векторомъ  каждой  планеты,  воз- 
растаетъ равномерно.  Ньютонъ,  путемъ  математической  дедувцхи,  доказалъ 
существован1е  этого  закона  движен1я  при  д']^3стаи  на  матерьлльную  точку 
центральныхъ  силъ. 

Каждый  изъ  интеграловъ  (131,  а,  6,  с,)  выражаетъ  законъ 
площадей  въ  одной  изъ  плоскостей  координатъ. 

Относительно  числа  интеграловъ  (131),  удовлетворяющихъ  какой 
либо  задаче,  можно  заметить,  что  не  можетъ  встретиться  случаевъ, 
въ  которыхъ  задаче  удовлетвордютъ  два  интеграла,  трет1й  же 
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не  удовлетворяетъ;  казалось  бы,  тавхе  случаи  возможны  тогда,  когда 
сила  Р  постоянно  удовлетворяетъ  двумъ  услов1ямъ  (1 34),  не  удовле- 
творяя третьему  (135);  но  тогда,  какъ  видели  выше,  движеюе  должно 
нроиг ходить  постоянно  въ  плоскости  ХУ,  то  есть  должно  быть: 

л=0,  ;ег'=0,  с=0,  7=0, 

а  следовательно  (137):  (71=0,  (72=0;  такъ  что  интегралы 
(131,  а)  (131,  Ъ)  обращаются  въ  тождества  вида:  0^=^0. 

Ияъ  всего  сказаннаго  видно^  что  дифференщальныя  уравне- 
Н1Я  движен1Я  свободной  матерьяльноВ  точки  могутъ  им'Ьть: 

либо  вс^  три  интеграла  (131,  а,  &,  с), 

либо  только  одинъ  изъ  нихъ, 

либо  ни  одного. 

§  25.  Работа  силы.  Живая  сила.  Значен1е  дифферен* 
ц1альнаго  7равнен1я  (Ш). 

Обратимся  теперь  къ  дифференц1альному  уравнешю  (1 1 2)(§  2 1). 
Вторая  часть  его: 

равняется  произведен] ю: 

Ш8со^{Р,V), (145) 

еоставленному  изъ  длины  безконечно-малаго  элемента  пути,  про- 
ходимаго  матерьяльною  точкою^  и  изъ  проэкц1и  на  направлете 
скорости  равнодМствующей  силъ,  приложенныхъ  къ  матерьяльной 
точк'Ь;  это  произведоше  называется  работою  силы  Р  на  протя- 
женги  элемента  пути  (1$  или  элементарною  работою  силы  Р. 
Элементарная  работа  можетъ  им'Ьть  величину  положительну1> 
ИЛ1  отрицательную,  смотря  потому,  будетъ  ли  уголъ  {Р^у)  острый 
или  тупой.  Въ  первомъ  случае  сила  способствуетъ  движешю,  во 
второнъ — противод4йствуетъ  ему.  Существуетъ  разрядъ  силъ,  кото- 
рыл  всегда  даютъ  отрицательную  работу,  являясь  всегда  въ  ка- 
честв'Ь  противод'Ьйств1й  движешю;  таковы:  треше,  сопротивлен1е 
среды,  длектродинамическ1я  силы  д'Ьйствхя  индукц1онныхъ  токовъ^ 
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;дае1ыкъ  дв1кен1е1ъ  проводнаковъ  и  нагнятовъ.  Тшсш  силн 
,ютса  силами  сопротмленгя  деижетю,  или  просто  сопро- 
н1ями  деижетю. 
втегралъ: 


»1 


I  ПО  оротяжея1Ю  некоторой  части  пути,  пройдеияаго  точкою, 
1етсл  работпою  силы  Ж  на  этой  части  пути. 
хботл  иж'Ьетъ  изи'Ьрев1а  одиваБовыя  съ  иоиент&ии  силъ:  она 
авляетъ  ороизведвв1е  иэь  величиЕЫ  силы  на  дливу;  такъ  что: 

днница  работы) =(еди я.  силы)  (един,  длины)  =-^..(146) 

а  практике  за  единицу  работы  принииаютъ  кил^^граию-нетръ, 
ъ  работу,  совершаемую  на  протякев1и  одного  нетра,  в'Ъсомъ 
I  кйлограниа  (въ  Парих'Ь,  на  уровв'Ь  юря);  но  правильн'Ье 
гь  за  единицу  работы  ту,  воторая  выражена  ф^р|улою  (146). 
оннишя  при  БритаисБоиъ  Общеетв'Ь  поощрешя  наукъ(стр.  27) 
жила  принять  8а  единицу  —  работу,  пронаводниую  диною 
отяхеши  с&итииетря  (предполагая,  конечно,  что  направлен1е 
соваадаетъ  постоянно  съ  направлен  1е11Ъ  скорости);  эту  еди- 
работы  предложено  называть  эргъ  (ег§). 

^Р'^ (секунда)'  ~ *-'**> 

рнводинъ  зд'Ьсь  числоБыя  выражеи1я  н'Ькоторыхъ  величииъ 

л  въ  эргахъ. 

ялограи|1оиетръ=  100000.  д.  (вргъ). 

иогр&ннонетръ  въ  Париже,  на  уровне  1оря=9,8094. 10^ 

НГЛ1ВСМЙ  фунтофутъ=13825.  д.  (вргъ). 

ошадииая  сила  есть  еаособиоеть  произвести  75  иилограиио- 

1ъ  работы  въ  секунду;  если  принять  ^=981  (въ  савтииетрахъ 
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и  секундахъ),  то  лошадиную  силу  можно  опред'Ьлить  Есавъ  снособ- 
ность  произвести  работу  въ  7,36.  10^  эрговъ  въ  секунду. 

Въ  Англ1И  принята  лошадиная  сила  н'Ьсболько  большая:  спо- 
собность произвести  550  фунтофутовъ  работы  въ  секунду  или, 
принимая  ^=981,  способность  произвести  7,46.  10*  дрговъ  ра- 
боты въ  секунду. 

Первая  часть  дифференцшльнаго  уравнен1я  (112)  есть  диф- 
ференц1алъ  отъ  произведения: 


2    ' 

вавываехаго  живою  силою  матерьяльнов  точки  или  кинети- 
ческою энерггею  ея. 

Живая  сила  им'бетъ  т'Ь  же  самыя  идМ'Ьрен1Я,  какъ  и  работа, 
а  потому  эргь  есть  также  единица  кинетической  энерг1и  или 
живо!  силы. 

Дифференщальное  уравненге  (112)  выражаетг^  что  безкотчпо 
ма.1ое  приращенге  живой  силы  матеръяльной  точки^  полу^шв' 
мое  ею  па  протяженги  безкопечио-малаго  элемента  пути  ея^ 
равняется  элементарной  работть  (на  протяжен1и  того  же  элемента 
пути)  равнодп^йствующей  силг,  приложеннихъ  къ  мат^[>ьяльной 
точкгь,  элементарная  же  работа  равнодействующей  Р  равна  сумм'Ь 
влементарныхъ  работъ  составляющихъ  силъ:  1^1, 2^, ... .  Рк,  то  есть: 

+Рксо9{Рк,ь)с18 (148) 

Пусть  ^1  и  и  суть  два  как1е  либо  момента  времени,  УгШ  V2  — 
скорость  матерьяльной  точки  въ  эти  моменты,  ^1  —  разстоян1е,  счи- 

ч 

таемое  по  дугФ  траэкторхи,  отъ  некоторой  определенной  точки  д% 
траакторш,  до  того  положешя,  которое  иатерьяльная  точка  зани- 
наетъ  въ  моментъ  ^х,  121 — длина  пути  проб^гаемаго  точкою  въ 
теченш  промежутка  времени  (^— ^|). 
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1»^- 


Воаьиенъ  отъ  об'Ьихъ  частей  уравнен1Я  (112)  интегралы  въ 
пред'Ьлахъ,  соотв'Ьтствующихъ  иоиентахъ  ^1  н  1^;  получимъ: 


!_!?|1!=  Грсо^{Р^V)а8, (149) 

гд*: 

Это  равенство  внрахаетъ,  что  разность  между  величинами 
живой  силы  въ  концть  и  въ  началгь  пути^  пройдениаго  свободною 
матерьяльною  точкою  въ  течеиги  какою  либо  промежутка  вре- 
мени {12 — <1),  равняется  работгь,  произведенной  на  этомъ  пути 
равнодгьйствующею  силъ^  прилооюенныхъ  къ  матерьяльной  точкгь. 

Диффбренц1адьное  уравнеше  (112)  и  равенство  (149)  спра- 
ведливы при  вслБИХъ  силахъ,  приложенныхъ  къ  свободной  мате- 
рьяльной ТОЧБ'Ь. 

§  26.  Законъ  живой  силы  или  сохранен1Я  энерг1ц 
для  одной  матерьяльной  точки.  Потенц1альная  фунвц1я. 
Поверхности  уровня. 

Если  про8КЦ1И  на  оси  координатъ  силъ,  приложенныхъ  къ 
матерьяльной  ТОЧБ'Ь,  суть  так1я  функщи  координатъ,  который 
дАлають  тричленъ: 

Хах+Уау+2с1^ 

полныиъ  дифференц1алоиъ  некоторой  функц1И  V  (х^  у,  ^)  ко- 
ординатъ, то  дифференц1альное  уравнеше  (112)  будетъ  ии^^ть 
<;л1^дующ1Й  видъ: 

а  потону  дифференц1альныя  уравнен1Я  движения  свободной  ма- 
терьяльной точки  будутъ  ии'Ьть  тогда  сл'Ьдующ1Й  интегралъ: 


т^ 


==и+ь, (150) 


гд'Ь  к  есть  произвольная  постоянная. 


•  »^** 
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Услов1е: 

хах+  Уау+гаг=аи (151) 

требуетъ,  чтобы  проэкцш  силы  на  оси  координатъ  были  равны 
производныиъ  отъ    27  но  координатанъ;  а  именно  должно  быть 

х—^Л    \—^Л    7—^Л  (\^9\ 

Функц1я  11  отъ  о;,  у^  ^,  производный  которой  по  х,  у,  т  выра- 
хаютъ  проэкц1И  X,  У^  2  силы,  приложенной  въ  матерьяльной  точв'Ь, 
находящейся  въ  точе'Ь  {х^  у^  ^)  пространства,  называется  потен- 
цгальною  или  силовою  функигею  этой  силы.  Сила  же,  проэкши 
которой  на  оси  координатъ  суть  функщи  отъ  х,  у,  г^  удовлетвордю- 
дця  условш  (151),  называется  силою^  имгьющею  потенцгам. 

Если  придадимъ  опред'Ьленныя  численный  значешя:  а,  6,  с 
нереи'ЬнБыиъ  величинанъ  х^  у^  а,  заключающимся  въ  функц1И  27, 
то  последняя  получитъ  н'Ькоторое  численное  значен1е  С. 

Уравнев1е: 

Ц{х,  у,  2)=11{а,  Ь,  с) 
или 

Ь\х,  у,  ^)=С (153) 

есть  уравнеше  поверхности,  проходящей  черезъ  ту  точку  про- 
странства,  координаты  которой  суть  а,  6,  о;  во  всЬхъ  точкахъ 
9Т0Й  поверхности,  называемой  поверхностью  уровня^  потенцхаль- 
нал  функц1Я  ТТ  ии'Ьетъ  одну  и  ту  же  постоянную  величину  (7; 
эта  постоянная  называется  параметром  поверхности  уровня. 

Придавая  параметру  Свъ  уравнеши  (153)  различный  дМстви- 
тельныя  значентя,  который  можетъ  получать  потенц1альная  фунвцк 
;  17^  мы  получимъ  уравнен1я  различныхъ  поверхностей  уровня  зтой 
функц1И.  Каждой  потенщальной  функц1и  свойственно  безчисленное 
множество  поверхностей  уровня,  совокупность  которыхъ  образуетъ 
систему,  заполняющую  собою  все  то  пространство,  внутри  кото- 
раго  потенц1альнал  функц1я  им'Ьетъ  действительный  значешя. 
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Нормаль,  проведенная  въ  поверх  ности  уровня  черезъ  какую  либо 
точку  ея,  ии'Ьегь  два  пряаонротнвоположння  направдентя;  одно  изъ 
нихъ  мн  назовеиъ  положительною  нормалью,  другое—  отрицательною. 

Косинусы  угловъ,  составляемнхъ  этими  противополохвнми  на- 
правлениями съ  осями  воордннатъ  выражаются  такъ: 


гд*: 


С08(^У,У)=^^, 
С08(^V^,^  =  ЗП7-5Г' 


(154) 


^^-  +  /(©'+(^Г+Г1У (155) 


И  гд'Ь  въ  производння  должны  быть  подставлены  координаты  той 
точки  поверхности  уровня,  изъ  которой  возстановлена  нормаль. 

За  положительное  жы  прииемъ  направлеше  .^1,  соотв'Ьтствую- 
щее  положительному  знаку  корня  (155),  зту  положительную  нормаль 
мы  будемъ  иногда^  для  краткости,  называть  просто  нормалью  я 
будемъ  обозначать  буквою  N  безъ  знака  внизу. 

Пусть  М  есть  точка  пространства,  черезъ  которую  проведена 
поверхность  уровня  съ  параметромъ  С  и  нормаль  къ  этой  поверхности; 
Мг — другая  точка,  безконечно  близкая  къ  М;  а?,  у,  ^е? — коорди- 
наты точки  М;  х+Ьх,  у+8у,  ;ег + о-ег  —  координаты  точки  Ми 
гдф  8^,  8у,  6я  суть  проэкщи  на  оси  координатъ  какой  либо  безко- 
нечно-малой  дуги  85,  стягиваемой  хордою  ММг.  Очевидно,  пара- 


.^к 
■Ь.^. 
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нбтръ  той  поверхноета  уровня,  на  которой  находится  точка  М^^ 
юхетъ  отличаться  отъ  С  только  на  безконечно^надую  величину: 

8С-^&г  +  ^8у+^8^=АСГсо8(^^.,8^)б8  ....  (156) 

Это  внражеше  приведено  8д1№ь  для  того,  чтобы  показать,  что 
еъ  той  стороны  поверхности  уровня  С,  въ  которую  направлена 
положительная  нориаль,  находятся  поверхности  уровня  съ  пара- 
нетраии  большиии  Су  со  стороны  же  отрицательной  нориали  на- 
ходятся поверхности  уровня  съ  параиетраии  иеньшиии  (7;  въ  са- 
юиъ  Д'Ьл'Ь,  изъ  внражбн1я  (156)  видно,  что: 

« 

бОО,  если  со8(^/185)>0 
8(7<0,  если  со8(-2У185)<0. 

На  основанш  равенствъ  (152)  изъ  форжулъ  (155)  и  (154) 
получииъ : 


С08(2^1,X)=со8(^?',X);со8(^V1,У)=со8(-Р',У);со8(^V1,2)=со8(^^^; 

110слФдн1Я  три  равенства  выража1>тъ,  что  сила  Р^  имплощая  раз- 
сматриеаемый  потенщам  и  прилооюенная  кь  матерьяльнсуй 
ттсгь^  находягцейся  въ  точюь  М  (х,  у,  ^и)  пространства^  на- 
правлена по  положительной  нормали  кь  поверхности  уровня^ 
проведенной  черезъ  эту  точку. 

Вернежся  теперь  къ  интегралу  (150),  который  можетъ  быть 
представленъ  такъ: 


тV^ 


и=к (157) 


и  жожетъ  быть  внраженъ  следующею  словесною  формулою: 

Жсли  равнодпйствующая  сищ  прилооюенныйл  къ  свободной 
матерьяльной  тачкп»^  илтетъ  потенцгалъ^  то  движенк  точки 
подчиняется  слпдующему  закону:  разпйсть  между  оюивою  силою 

8 
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и  величиною  параметра  той  поверхности  уровня,  на  которой 
находится  мат^ерьяльная  точка,  есть  величина  постоянная  во 
все  время  движенгя. 

Этотъ  законъ  движен1я  изв'Ьетенъ  подъ  именемъ  закона  живой 
силы  для  одной  жатерьяльной  точки. 

Работа  силы  ^Р,  ижФющей  потенц1алъ  11^  на  нутн,  начинаю- 
щемся въ  точк§  Жх  (0^1;  ^1,  01)  и  кончающежся  въ  точк1к  Ж, 
(^29  ^3,  ^2)}  выразится  разностью  значенгй  потенщальной  функщи 
въ  этихъ  точкахъ;  то  есть: 


сов^Р,V)с^8=  I  {Хах+Уйу+2А1:)= 


=  /  Ш—11{х^,у2,^%)—  ТЦхг^Ух,^) (158) 

Сл'Ьдовательно,  величина  работы  не  зависитъ  отъ  того  пути, 
который  онишетъ  движущаяся  точка  между  точками  Ж^  и  Жа, 
а  только  отъ  величинъ  параметровъ  т'бхъ  поверхностей  уровня, 
на  которыхъ  эти  точки  находятся. 

Точно  также,  при  переходе  жатерьяльной  точки  по  какому 
бы  то  ни  было  пути  съ  одной  поверхности  уровня*  на  другую, 
сила  Е  совершаетъ  работу,  выражаемую  разностью  паражетровъ 
атихъ  поверхностей;  при  этожъ  паражетръ  той  поверхности,  изъ 
которой  вышла  точка,  играетъ  роль  внчитаемаго,  а  параметръ  той 
поверхности,  на  которую  приходитъ  точка  —  роль  уменьшаемаго. 

Уравнеше  (149)  предыдущаго  параграфа  принимаетъ  при 
силахъ,  им'Ьющихъ  потенцхалъ,  сл^Ьдующ1й  видъ: 

^^  -  ^=  Щх,,  у  „  ,,)  -  Щх,,  у„ ^0, ....  аЩ 


>2  2 


ЧТО  получается  также  изъ  интеграла  (157)  или  (150),  выражаю- 
щаго  законъ  живой  силы  для  одной  матерьядьной  точки. 
Примерами  силъ,  им^Ьющихъ  потенцталъ,  могутъ  служить: 


ей 


,.  ■  ■  < 
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а)  постоянная  сила.  Потенщальная  фунЕщя  ея  есть  линейная 
<функщя  Боординатъ;  въ  еамомъ  д'Ьд^Ь,  еелн: 

Х=Л,   У-=^В,  2=0, 

гд*  А,  В  у  С — постоянныя,  то  очевидно: 

и=Ах+Ву+  С^+2), (160) 

гд'Ь  В  есть  8начен1е  потенщальной  ф7нкц1и  въ  начал^Ь  координатъ. 

Поверхности  уровня  этой  потенц1альной  функщи  суть  парал- 
лельння  плоскости. 

Другой  прии'Ьръ  представляетъ: 

б)  сила,  притягивающая  натерьяльную  точку  къ  неподвижному 
центру,  находящемуся  въ  началгЬ  координатЪ|  или  отталкиваю- 
щая точку  отъ  этого  центра;  величина  силы  выражается  некоторою 
фунБщею  радхуса  вектора  точки. 

Про9кц1и  такой  силы  на  оси  координатъ  выразятся  такъ: 

x=^^(^)^,  У=т^,  2=^Р{г)^, 

тд1  Р{г)  есть  положительно-взятая  величина  отталкивательной 
«жлн,  или  отрицательно*вдятая  величина  притягательной  силы; 
нодъ  г  подразумевается  здЪсь  пояожительно-взятая  величина 
разстоятя  матерьяльной  точки  отъ  центра  силы;  то  есть: 

вм^^стЬ  съ  гЬиъ  мы  будемъ  обозначать  тою  же  буквою  также  и 
направден1е  изъ  центра  силы  вдоль  по  рад1усу  вектору. 

Легко  вид'Ьть,  что  косинусы  угдовъ,  составляемыхъ  направле- 
д1емъ  г  бъ  осями  координатъ,  выражаются  производными  отъ  г 
до  соотвФтственнымъ  координатамъ  точки,  а  именно: 

^=-  =  соз(гл:) 


ё=7  =  сов(гу) 


ду 


^,«*  •••••••••  ^Юж^ 


дг       я  ,     ч 


д0 


8* 


^=ад|,  У=-ГМ|,  г=Щг)% (162) 

|да  м-Ьдуетъ,  что  потениальвая  фув|1Ц1я  этой  силы  —  сл*- 


[Г=    /  Д,)*. 


.  (163) 


санокъ  лМ^,  такъ  вакъ: 


■у     дП     дЮдг      тр,  ,      А 


Ёед1  центръ  11ритяжен1я  ^ли  отталкиван1я  ваходится  не 
галЪ  коордннагъ,  а  въ  какой  либо  неподввхвов  точк^  Л^„ 
ваты  которой  суть:  х,,  у^,  г,,  то  тогда  водъ  г  сл4дуетъ 
ум^Ьвать: 


'■•= +К'(а:  -  хОЧ(у  -  У.)Ч{г  — г.)', 

ь   направлев1е1гь  г  —  направлеа1о   изъ   центра  М-^  въ  той 
на  которую  л^йствуетъ  разсматриваежая  сила. 
1тевщальнвя  функша  выражается  ивтегралонъ  (1 63),  про9ЕЦ1и 
[ы  на  ося  коордвнатъ  выражаются  такъ: 


(Ш) 


I  атомъ  случа'Ь,  также  вакъ  и  въ  предндущевъ,  воверхноетн 
суть  ковцектричееыя  еферн,  В11'Ью1Ц1Я  цевтръ  въ  центр'Ь  енлы. 
1а  матерьяльвую  точку  когутъ  д^Ьйствовать  одновременно 
ько  такЕХЪ  силъ,  какъ  уаоняиутая  въ  предндущенъ  пункте; 
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^гда  потенщальнаа  фунвщя  равюдМствующвй  будетъ  вврахаться 
«уоою  пот«нц1а1ыыхъ  функщй  еосгавдяющихъ  сидъ: 


^^  Гщгдс1гг+  Гр,{г,)с1г,+ +   Гщфг^,, 


(165) 


гд4: 


*■»=  +  /  (ж  —  X,)» +(у  —  у,)' + (^  -  2,)* 

^11  Уь  21,  Ха,  уя,  2,, X»,  у»,  2»  —  суть  коордннатн  цвитровъ, 

изъ  которнхъ  дМствуютъ  составляющая  силн. 

Про9вщя  равнодействующей  на  ось  Х"**  внразится  такъ: 

д)  Сма: 
(гд^  ^бГ— постоянное)  ин^Ьетъ  следующую  потенцхальную  функцш: 

С^-=^Га^с18(|) (167) 

^Отношете  {у:х)  есггь  тангенсъ  угла  9,  составляемаго  съ  осью  Хо» 
про9Бц1ею  рад]7са  вектора  точки  на  плоскость  X  У;  тотъ  же  самый  тангенсъ 
их'Ьютъ  утлы: 

гд^  п — какое  либо  ц'Ьдое  число;  поэтому  нотенщальная  функщя  (167^ 
нм'Ьетъ  въ  каждой  точк'Ь  пространства  безчисленное  множество  значетй: 

и=Ке±:2тК (168) 

Когда  понадобится,  мы  обратимъ  вниман1е  на  обстоятельства,  проис- 
текаюпця  изъ  многократности  значен1й  такой  потенщальной  функщй. 


|8  СИЛЫ  для  одной  матерьяльвов  тотаи  предста- 
тннй  случай  обхцаго  закона  того  же  нем,  относл- 
вш  системы  точекъ;  въ  своекъ  гкстЬ  мы  сообщись 
ческ1д  св'Ьд'Ьн1я  отнисительно  открытка  этого  закона. 

11ръ  р^Ьшен1я  задачи  о  крмволинейнонъ  двн* 
)Ё  натерьяльной  точки  подъ  вл1ян1енъ  цент- 
ии11юще8  потенц1алъ. 

1ъ  теперь  прин'^ръ  р'Ьшен1а  такой  задачи,  въ  ео- 

кето  законы  площадей  и  живой  силы: 

).    Опред'Ьлйть  движен1е  сво(юдной  натерьяльной 

мной  къ  началу  киординать  силою  обратно-про- 

вадрат;  разстоан1я  отъ  него. 

льныя  урав11ен1Я  движев1Я  натерьяльной  точки  суть: 


^2 

ш=- 

^? 

Ж'  — 

.  (То) 


иторая  ностиянвая  величина. 

;ила  постоянно  направлена  еъ  началу  коордякать, 

но  въ  §  24,  дифференщальныя  уравиен1я  ин'Ъвтъ 

^''-Ф=% (131,») 

(1^—Х^)=^ (Ш,Ь) 

(х^ -»>!)=% (131,  с) 

такъ  какъ  сила  ин'Ъетъ  потенщалъ: 
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то,  какъ  показано  въ  §  26,  дифференщальныа  уравнен1я  им'Ьютъ 
еще  интегралъ: 

^-^=тй. (1Т0) 

внражающЛ  законъ  живой  силы. 

Такжмъ  образоиъ,  мы  им'Ьемъ  уже  четыре  интеграла  съ  че- 
тырьмя произвольными  постоянными:  Сгу  (7а,  Оз,  к. 

Остается  произвести  еще  два  интегрировашя,  которыя  введутъ 
даФ  произвольный  постоянный,  и  тогда  задача  будетъ  решена. 

Изъ  параграфа  24-го  известно,  что  движбН1е  матерьяльной 
точки  происходить  въ  плоскости: 

Сгх+Са+С^=0, (136) 

проходящей  черезъ  начало  координатъ,  и  секторьяльная  скорость  ра- 
шуеа  вевтора,  остающагося  постоянно  въ  этой  плоскости,  постоянна: 

»=^. т) 

гд4: 

^о=-^Vс^+с7Т^г=1п^оVоВт^V^^^) (138) 

Внразимъ  секторьяшную  скорость  а  въ  полярншъ  координа- 
тахъ  00  фораул!»  (144)  параграфа  24*го: 

^Щ=^о; (Ш) 

въ  интеграле  (170)  выразимъ  квадратъ  скорости  въ  полярныхъ 
же  координатахъ  по  формул'Ь  (20)  кинематической  части  (стр.  33): 

{шУ+''(%У=^^^+'^ (СТ) 

Мы  будемъ  интегрировать  дифференц1альныя  уравнен1Я  перваго 
порядка:  (144)  (171). 

(Аргументъ  6  есть  уголъ^  составляемый  рад1усомъ  векторомъ 
съ  некоторою  неподвижною  осью,  проведенною  въ  плоскости  дви- 
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1ере8ъ  капало  воорджнатъ;  при  движеши  точи  этотъ  уголъ 
18Н0  увеличивается). 

Блючнмъ   &'  изъ   уравнеЕ1Я  (171)  и  р^Ьшикъ  его  отвоеи- 
/;  оодучинъ: 

т;=/2*+*-^'; (1Г2) 

[руя  ВТО  посл^Ьдиее  ураввен1е,  вайдемъ  внражен1в  для  г  въ 

[  отъ  I. 

Ъбто  того,   чтобн  интегрировать  ур&Бнен1е  (172),  ии  его 

лувиъ  въ  другое,  которое  легче  1нте1711руется  н  доетавляеть 

|1е  тра8ктор1И. 

а  этого  представинъ  ю6%  что  г  вырахеио  функщею  отъ  О; 

а  ~  лв  а  > 

ь  основаши  ураввев1Я  (144): 


А1  ~Лв  й 


41). 


1члвнъ,  ваходящИся  подъ  корвеиъ  ураввев1я  (172),  ножетъ 
реобразовавъ  слЪдующвиъ  образоиъ: 


всегда  величину  положительную;  въ  <шюп  Д'Ьл^,'  оаваииъ 
V^  и  Го  начальную  скорость  я  начальвв!  рад1уеъ  вевторъ; 
иулаиъ  (138)  (143): 

4о'=уДо*8»°Ч«'о»'о); 
оаа  же  А  южегь  быть  выражена  (си.  (170))  такъ: 

А='^-■^; 
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слФдоватепво: 


_.  1> 

^1, 


Такъ  какъ  ввадратъ  синуса  не  можетъ  быть  бож^е  единицы, 

то  дробь: 

н^'  1 


»*' 


27  >Г  ' 


то  есть,  первая  дробь  или  бол^е  второй,  или  равна  ей: 


изъ  этого  сл4дуетъ: 


^         Го    '  ^П   8ш'(г7оГо)  =  '^*'  Го    '   «?оЧ' 


то  есть: 


^л+ё^К-г^)' 


значить,  разсиатриваеиая  наии  суииа  д'Ьйстцительно  всегда  ииФетъ 
величину  положительную. 

Разд'Ьдивъ  эту  суииу  на  полоаительную  величину  ((д.^ :  4о^),  мы 
нолучижъ  положительное  отношен1е,  которое  ин  означииъ  череаъ  в^' 

По  веФнъ  атииъ  причинаиъ,  уравненхе  (172)  иожно  преобразо- 
вать въ  сл^^дующее: 


;/ё^-'^*. (474) 


■} 


»,»Гв»     81П»(во''»)  ^ 

не  можетъ  быть  мев^е  дроби:  .^ 


4 


\ 


■.;1 
*  Л 
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атвоети,  черезъ  с  обозначена  и11Дупщы  разностЫ 

г      2а— ^■ 
ъ  неремфнння  въ  ураввепа  (174): 


я,  аолучинъ: 

агссо8(^=)=в+Г„ 

С-Исов(в+ГО 

^=^(1+есоа(в+Г,)), 

пятая  произвольвая  постоянвая. 
ъ  г  въ  функц1и  отъ  д: 


.  (Ш) 


(П6) 


е  (175)  (какъ  ухе  бнло  упокянуто  на  стр.  42  кн- 
чаети)  представляетъ  одну  изъ  Бривахъ  лин1й  2-го 
есть   вллипсъ,    гиперболу,   вли  аара((олу;  велитана 
ета  е  опред^яетъ  родъ  Еривой,  а  ввевно: 
ипербола,  еслв  е>1,  то  есть,  еелж  (сн.  форвулу  (173)): 

».■>*; 

гипербола,  еслв  е=1,  то  есть,  еслв: 


•    •  "Ж      ,■.•■(,     »«.  < 
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кривая  есть  эллипсъу  если  е<1у  то  есть,  если: 

Величина  р  есть  полупараметръ  кривой,  то  есть  длина  рад!  уса 
вектора,  перпбндиБул)1рнаго  къ  большой  оси  эллипса,  къ  главной 
оси  параболы,  или  къ  действительной  главной  оси  гиперболы. 

Последнее  интегрирован1е  произведенъ  надъ  уравнешемъ  (144),^ 
въ  которомъ  заиФнимъ  г  функц1ею  отъ  6;  уравненхе  это,  по  от- 
дЪлеши  перем'Ьнныхъ,  получитъ  сл'Ьдующ1й  видъ: 


ав 


р1 

2в(1+есо8(в  +  Г,)) 


5=Й^ 


(177) 


Для  краткости,  означипъ  (в+Тг)  черезъ  ф;  двучленъ,  заилю* 
чаюпцйся  въ  знаменател'Ь,  преобразуеиъ  слФдующимъ  образомъ: 

1  +  е  С08  ф = соз^  (I)  +  81п'  (I)  +  е  соз^  (|) — е  вт^  (^) = 

=(1  +  в)со8»(|)+(1-е)йп«(|), 

повл4  чего  предыдущее  уравнеше  ножегь  бнть  написано  тавъ: 


р' 


йф 


''^[1+Ш'«'(1)]'-'(1) 


=<й 


(178) 


Интегрироваше  этого  уравнетя  въ  случае  движешя  точки  по 
эллипсу  облегчается  при  помощи  сл'Ьдующей  подстановки: 


'«Ш='«Ш/Й; (•«> 


1зъ  этого  равенства  сл^Ьдуетъ: 


1 —  1    I   ^гг^/^^—         1-^С08/ 


(2Ф 


С08' 


^\       V     1- 


(I) 


^/ 


С08 


2 


(I)' 
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рь  уравнепе  (178)  првкеп  и'ЬдухщгВ  вндъ: 

— ^!^(/•-есо8Я|^/•=*• 
2о(1— е')» 

Ивтегрируя  это  ураввев1е,  получигь: 

"'    .(1-езшЯ=(-; 

2«(1-в")> 


/■-езт/-=((-,)/|, (180) 

т  есть  шестая  произвольная  постоянная,  а  —  длина  большой 
оси  виипса: 

'■=г&т.=й^г-й а»1) 

ПоелФ  этого,  разсматриваекал  задача  для  случая  движешя  по 
птическоЯ  траэЕтор1и  решена  окончательво. 
дт  задача  вграетъ  существенную  роль  въ  астрономии  и  не- 
Л  жеханяв11;  получеввое  р'Ьшен1е  внражаетъ  дввженм  которой 
иаъ  оланетъ  вокругь  солнца,  если  предположить  посл^Ьдвее  ве- 
ихвыиъ,  массу  планеты  —  сосредоточенною  въ  одной  точб'Ь,  а 
дхен1е  разсиатрнваемой  вланеты  прочиив  —  несуществующииъ. 
Шесть  пронзвольвнхъ  постодиннхъ: 

Ои  С,,  С^,  к,  Г„  X 

гдво  вырааить  въ  начальвыхъ  коордвнатахъ  н  въ  проаЕа1яхъ 
1ьной  скорости  на  оси  коордиватъ. 

[[ервня  четыре  произвольвня  постоявныя  опред'клаютъ  подохе- 
■лоекоств  орбита,  эксаевтриситетъ  ея  в  длину  большой  полуоси: 


^_ Ц^ (183) 
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«•=-^, (181) 


е=/1+^^''+Д  +  ^''>2Л, (173) 

4*6  I  есть  уголъ^  подъ  которымъ  плос&ость  орбиты  наклонена 
къ  плоскости  ХУ,  2  —  уголъ,  составляемый  съ  осью  X  лишею 
перес4Ьчетя  этихъ  плоскостей. 

Произвольная  постоянная  Г}  есть  отрицательно  взятый  аргу- 
хентъ  наименьшаго  рад1уса  вектора;  -с  —  иоментъ  времени,  въ  ко- 
торый рад1усъ  векторъ  ии'Ьетъ  наименьшую  величину. 

Въ  случа*!  движешд  точки  по  дарабол^^  уравнеше  (^ПВ)  принииаегь^ 
а^дуюпЦй  видъ: 

^—^=а{ (184) 

Интегрируя,  получииъ: 

^(^Щ^+^^,'^Ц^)=^>-,■, а85> 

§  28.  Мкоторыя  друг1я  формы  ннтеградовъ  дифферен* 
ц1альныхъ  уравнев1й  двнжен1я  свободной  матерьяльной 
точки. 

Предаоложииъ,  что  свободная  натерьяльная  точка  постоянно  остается 
въ  ОДНО&  шгосвости,  которую  мы  примемъ  за  плоскость  ХУ. 

Изъ  предндущаго  намъ  изв'Ьстно,  что  дифференцхальння  уравнен1я 
движен1д: 

или  заменяющая  ихъ  совокупность  дифферетцальныхъ  уравнен1й  яервага 
по])ядка: 

§=<  |=У,  ж^=Х.  ш%=У.  .  .  .  (186) 

В1гкють  ивтвградъ: 

т{хр'  —  ух')=С, 


1редао]№1я,  что  у  вырашево  фунвщею  отъ  х,  ноаемъ  исшю^ить  и 
уравнен1л  дифферевпДал'ь  времени,  и1гЬя  въ  виду,  что: 


Ах 


ств1е  этого  посх'Ьдиее  дифференизалБное  уравиен1е  получить,  по  соЕра- 
1  на  ^,  вндъ: 

»ё=ф.^.|) т) 

ювепваго  дифферевшальнаго  уравнеаш  втораго  порядка. 
!ервые  интегралы  этого  уравнен1а: 


гавятъ  собою,  по  занЪщешн  въ  вихъ  производной  ~  —  огношев1е11ъ 
),  первые  интегралы: 

9.(^,у,Й-С„   ',{х,у1)=0, (195) 

фенщалныхъ  уравнений  {А)  двнкен1я  свободной  матерьяльной  точки. 
^слов1е  (193)  выражаетъ,  что  проэкшя  силы  на  вормадь  къ  траэато- 
яь  одвородвал  функпДя  второй  степени  отъ  скоростей  я!  и  у'\  функдй 
сд'бдующаа: 


г{^, 


1\ 


'дЪдовательяо,  если  протыгя  си.гы  на  корма.»  кь  траВ1тюр1и  есть 
одная  функщя  (196)  второй  степени  отг  скоросркй  а^  иу',то  диф- 
илалымя  уравненгя  двыокемгя  свободной  мат^ьямной  течки  на  пло- 
и  импютъ  два  первые  итпеграла,  не  зависятге  отъ  времени;  эти 
рам*  получаются  гаъ  первыхь  интарамвъ  обыкновеннаго  дифферея- 
иио  уравненгя  втораю  порядка  {19^). 
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Этогь  случай  интегрируемости  дифференщажьныхь  ураввешй  движешя 
точки  на  плоскости  быль  указанъ  проф.  А.  Н.  Коркинымъ  *). 

Кром:Ь  того,  А.  Н.  Корю1&ъ  нашелъ  еще  несколько  случаевъ  интегрируе- 
иости  дифференщальныхъ  уравнетй  движен1Я  хатерьяльной  точки  на  пло- 
скости, въ  которыхъ  получаются  два  интеграла;  изъ  этихъ  случаевъ  хн 
кожею  здЬсь  привести  только  одинъ,  сахнй  просгЬйш1й. 

4)  Если  сила  не  аависить  отъ|  времени  и  скоростей  и  удовлетворяетъ 
усдовш: 

у— ;ЬХ=-Ду— Ь), (197) 

гд*  *  —  постоянное,  а  /*—  н'Ькоторая  функщя  отъ  (у  —  Лж),  то  тогда  соста- 
вимъ  дифферен1цалъное  уравнеше: 

1»(у"-Ь")=У-ЛХ, (198) 

коюрое,  на  основанш  услов1я  (197),  орнведется  къ  виду: 

ш(у"-  кх")=ГЬ—кх) (199) 

Оаначимъ  у  —  кх  черезъ  ^,  тогда  уравнен1е  (1д9)  получить  видъ: 

тб"=ДО; 

интегрироваше  дифференщальнаго  уравнен1Я  такого  вида  показано  въ  §  19 
(см.  с|учаи  2-го  рода). 

$  29.  Задай. 

1.  Опредгьмипь  деимеенге  матерьяльной  точки^  притягглв(1емой  къ 
оси  Х*п  сгиюю  обратно  пропорцюнсмьною  модра'щ  разстоянгя  отъ  нея; 
тнальшш  скорость  точкгь  параллельна  той  же  оси. 

Днфференщальныя  уравнен1Я  движешя: 

начальння  координаты  и  скорости: 

<о=0,  а?о=0,  х'о=с1,  Уо=Ь,  у'о=0. 


? 


*)  Коркинъ.  О  сововупннхъ  уравневзяхъ  еь  частными  производными 
п^>ва^о  порддва  и  нЬкоторыхъ  вопросахъ  механики.  1867. 

Когкше.  8пг  1е8  т1ёрта1е8  дев  ёдпаИош  да  топуешеп!  д'ап  рош(  та- 
1епе1  Ма^Ьетаи8с11е  А1та1еп  уоп  СЬЪзсЬ  апё  Кепшапп.  В.  II  1870.  8. 18. 
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гороВ  ивте1р|иъ  двихешя  параиешно  оси  2'»^. 

1=а( (200) 

ервыЗ  ннтегралъ  двнхев1я  параиельно  оси  У'"^: 

и  того,  чтобы  яитегрировать  ураввен1е: 
та: 

!(Ц(1+со8») (801) 

па  ураввеше  арпеть  СЕ^дуюпов  ви^п>: 

11р;я  подучииъ: 

^(»  +  8Ша,)=(|/2; (202) 

ш  урйввеай:  (200—202)  внрахаютъ  движете  точжи;  траастори  хв 
аепв  двумя  уравневиии: 

У=|(1+(-0Вш),   а:=а|/ ^■|(ш+81П<в). 

№Д1агаб||ъ   сраннвть  эти   ураввен1х  съ  ура8нев1яни  цовлоиды  (си. 
часть,  стр.  14). 

)е11я,  въ  течеЕ1е  хотораго  движущаяся  сочка  прндесъ  яа  ось  Х"*. 
1ВТСН  изъ  форхуян  (202;,  если  сд'Ьяаеиъ  въ  веб  ш=11: 


т=4/1 


На  иатерьяяьвую  точву  Д'Ьйствуптъ  притзяен1я,  обратно  прооор- 
>вня  ввадратамъ  разстоян1В,  со  стороны  двухъ  непо;[внжн11хъ  цент- 
I  и  Ь;  веянчины  втнхъ  п[«тлженШ  суть; 
Мт         ц*л 
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тд*!:  ^  ^  масса  точки,  г,  —  разстоян1е  матерьяхьной  точки  отъ  центра  О, 
г,  —  разстоян1е  ея  отъ  центра  Ь, 

Мат^ьялмая  точка,  помзыц^енная  на  лити  ОЬ^  въ  разстоянги  Ъ 
отъ  точки  О,  пущена  со  скоростью  а  по  направленью  кь  Ь;  опредгь- 
лит/Ьу  хомФ  велика  доложена  быть  скорость  <х  для  того^  чтобы  движу- 
щаяся точка  могла  остановиться  въ  той  точкп»  К  на  линм  ОЦ  вь 

которой  притяжетя  обоихъ  г^ентровь  взаимно  уравновгьшиваются. 
Равнодействующая  снжъ,  приложевныхъ  къ  матерьяльной  точв!»,  ям^етъ 

въ  этот  случа*]^  потенщалъ  (см.  165): 

доэтону  движеше  хатерьяхьаой  точки  удовдетворяетъ  закону  живой  сиш: 

?-|"=.(^+а-.(?+1уЬ). (808) 

гд'Ь  в  озвачаетъ  разстоян1е  между  центрами  О  и  Ь. 

Такъ  вакъ  точка  совершаетъ  дввженхе  по  прямоЁ  Л1Н1П  ОЪ  между 
точками  О  и  Х,  то  Г}  и  г,  должны  быть  зам-Ьнены  величинами  х  и  2) —л;, 
гд^  X  есть  разстоянхе  движущейся  точки  отъ  центра  О. 

Означнмъ  черезъ  к  разстоян1е  0К\  такъ  какъ  въ  точк^  К  притяжен1я 
обоихъ  центровъ  должны  взаимно  уравнов']^шнваться,  то  к  должно  удо- 
вдетворять  сл'Ьдующему  равенству: 

Мт  |хт    * 


е    7.1,    =6 


Л;5        *(2)-Л)'» 
язъ  вотораго  сл^дуетъ: 

Прим'^Ьнимъ  уравнете  (203)  къ  тому  моменту,  въ  который  матерьяльная 
точка  остановится  въ  точк'Ь  К;  тогда  будутъ:  г=0,  г^=:к^  г^^Э — к; 
сд-Ьдовательно: 

2~®и"'~1>  — Ь        к        В-'кГ 

вам^нивъ  зд^сь  к  и  ф—к)  выражен1ями  (204)  и  произведя  надлежащи 
ореобразовашя,  получимъ: 


'=•( 


-Ш-^+Жв^^Т)^ — В-) 

9* 


"■=г(/^'»' ж-  /т^,у-,)\ (205) 

яиъ,  что  о  н  X  предстаыяптъ  центры  веши  н  1ув11,  что  М  к 
гь  пасен  этнхъ  шавегь,  Ъ  —  в&жичяну  разсговни  между  нямм, 
1Ю  величину  зеннаго  ршЦуса;  тогда  форхула  (205)  цослухвтъ 
лени  той  скорости,  съ  которою  додженъ  быть  иущенъ  снарядъ 
ОСТЕ  зенли  по  ваправлен1ю  къ  лув-Ь,  Я1я  того,  чтобы  овъ  могь 
}В  точки,  въ  которой  притяжвн1е  яеши  уравновешивается  прнтя- 
'ны.  Козффха1еитъ  е,  ааключающгбсл  въ  форнул-Ь  (205),  ножеть 
Ъленъ  на  освовавш  того  соображев1я,  что  сила  таяеств,  прило- 
массЬ  т,  ваходащейея  на  иоверхяости  зешв,  внражается  двоя- 


.=^ (205  Ь«) 

вивъ  это  виражен1е  для  е  въ  фориулу  (306),  кы  найдемъ  &■%- 
ражен1е  для  к 

1ринать  во  внимаи1е,  что  В  почти  въ  60  разъ  бол^е  Ъ  и  что 
почти  въ  81  разъ  нен'№  массы  вемли,  то  можно  сказать,  чю 


т^ьяльмая  точка  1^тя%иеаетея  къ  началу  коордынатъ 

■^     2(ар— л)"' 

суть  ввл№ччн*л  постоянная;  опредплить  движете  ма- 
:  точки,  предполакм,  что  начальное  положше  ея  на 
разстоянш  р  отъ  начала  координатъ,  и  что  начальная 
я  р  параллельна  оси  У. 


■*?^Ш*^ 
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Дифференщадьаня  ура8нен]я  хвижешя: 


X   = 


И-У 


2(2р— а?)» 


Такъ  какъ  сила  центральная,  то  зд^сь  им-Ьеть  м^ето  законъ  пло- 
щадей: 


ху^—ух'=р^ 


(206) 


Дал^^  первое  изъ  дифференщальннхъ  уравнешй  интегрируется  само- 
стоятельно: 


{х'У=С+^ 


р  —  х 


а  такъ  кавъ  при  «=!?,  ж'=0,  то  С=0,  поэтому: 


х'=-\/ 


^  2р  — ж  •  •  •  •  • (207) 


Исключивъ  ^^  изъ  уравнен1й  (206)  и  (207)  и  интегрвруя  получившееся 
Х|фф^нц1альное  ураввеше  первато  порядка: 


X 


нлг. 


рр.2р  — а? 


волутамъ  уравнеше  траэктораи: 


^=^(Р-^): 


1т>  —  парабола,  им^Ьющая  вершину  въ  точк!;  (а;=:р,  у=вО)  и  ось  —  по  на- 
правлетю  отрицательной  оси  У. 

Для  овончательнаго  р^шешя  вопроса  остается  только  интегрировать 
уравнеше  (207);  получимъ: 


{4р—х)\/р—х=2*^\^- 

4.  На  матерьяАьи/ую  точку  д^ъйегмуетъ  та  же  самая  еила^  что 
«  еь  предыдущей  задачп»^  ио  начальныя  обстоятельства  движенгя 
патя  либо  друия.  Опредгьлить  еидъ  траэкторги  и  движете  точки^ 


^  »' 


-Рг'' 


Ч-дагг 


'Г>^ 


Р. 

■•■.*••  • 


-Г. 


■'г       ? 


*\*^ 


Ди   р^шени   вопроса  вадо  провзвеств  т^  же  саныя  д1Вств1я,  ва)ЕЪ- 
Е>  предыдущей  задаче  Первые  интегра1ы  будуты 


^,~^е^-^^ц^^V^Р-':)+сл•^р--^)•■■ЛШ) 


г'Ов 


-\/  г(.р  —  х)+С\{2р—  хУ=С,1+'Р,. 

Ивтегралъ  (208)  есть  7равввН1е  тразктор1н;  это  —  одаа  иуь  врквыхъ 
)аго  порадва.  Родъ  врнврй  опред^дяется  внаконъ  постоянвой  С»  есди; 
богЬе  вудя,  то  трв»1П'ор1я  —  тяпербода,  ес1и  С,  мен^е  нудя,  то  траэк- 
1я  — эиввсъ,  есди  6',=0,  то  |1арабо1а. 

б*  ОпредпАыть  движенге  матерьяльной  точки  при  дпйетпииа 
гАлдующей  притягательной  силы  къ  началу  ноордипатъ: 


^'=г 


ш  —  постоанвыЕ  угодъ. 
Траэатор1я  —  вонвческое  сЬчев1е. 

е.   ОпрвдгьАМПЬ  движенге  матерьялъной  точки  при  дпйетпи  ма 
слпдующей  притя%<ип€Льно&  силы  кг  началу  коордипатг: 

Днфферевц1а1ьвыа  уравнев1я  дввкен1а  въ  этомъ  с]учаЪ  суть: 

X  -        у^'    У  -       у^х- 
Одввъ  И8ъ  первыдъ  ввтетра10въ  выракаеть  завовъ  пдощадев: 

хц'-ух'-С, (209) 

ггой  подучвегсл,  интегрируя  дифференщадьвое  ураввен1е: 
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онъ  будетъ: 

^У=С?,+;| (210) 

Чтобы  произвести  диьв'Ьйлпя  иитегрировашя,  мы  ореобразуемъ  пер- 
вне  интеграхы  с1'Ьдуюпиап>  образойъ. 

Помвояишъ  (210)  на  Аху  н  заи^нииъ  4хух^у*  сл']Ьдующею  разностью: 

4ху'уа/={^'+1^У-{ху'- ухГ=  (^) -^х': 

посхЬ  этого  изъ  уравнешл  (210)  похучииъ  саФдующее  двффере11ц1а1ьное 
уравнея1е: 

^=/^ЧМоТЩ (211) 

интегрируй  которое,  долучимъ  выражеше  ^  въ  функщи  отъ  ароизведен1я 
щ  это  будетъ  одинъ  изъ  вторыхъ  интеграювъ. 

Исиючимъ  (И  изъ  дифференщадьнаго  уравнешя   (211)  и  изъ  инте- 
храла  (209): 

у        X      ху^' 

аодучииъ  дифференщальное  уравненге: 

въ  х^воВ  части  которато  стоить  полный  днфференц{а1ъ,  а  правая  заыкь 
Ч21еть  переменную  ху\  интегрируя  это  уравненхе,  мы  найдемъ: 

1о8  /  |=1о8  ]/Г,  -  1о8  (г+  }/7+^, 

ПшЕвъ  лохученное  ураввеше  относитыьио  е,  получинъ: 


{Т,x-р!/-20,VТ,у=Щ^^ту. (812) 

'О  есть  уравнешв  крввой  втораго  порядке^  родъ  кривой  опредбиется 
ъ  постоянной  С^ 

Опредплить    движете    мат^ьяАЫюй  тонки  пры  длИетвШ 
!  притяинлельной  силы: 


Р=- 


ту-г 


9ле**ной  кь  началу  коор')инатъ. 
т8КТор1я  —  конячесжое  сечете. 

Опредплить  движение  тяжелоЗ  матерьяльной  точки,  евободмо 
ной  подъ  »кваторолп  въразстоянхи  Ь  отъ  центра  земиаю  шора; 
тьея  въ  9П>р»оеты  формул*  (186),  приведенныть  ка  стр.  168  кы- 
ичеекой  части.  Цетнръ  земли  предполагается  иеподвижнымъ. 
гх«  ата  натерьяльная  точка  б^хегь  неизнЬвво  связана  съ  вешею, 
ц  находясь  подъ  экваторомъ  въ  разстоянЫ  Ъ  отъ  центра  земдн  О 
73  квнекатнческой  части),  будетъ  Н1гЕ1ть  скорость  Ьл,  пернендикуляр- 
ь  рад!усу  ОВ  и  направлеввую  къ  востоку;  эту  хе  сахую  скорость 

нк-Ьть  иатерьяльная  точка  въ  тотъ  момевть,  когда  она  будетъ  ву- 
вободно,  то  есть,  когда  связь,  врнкрЪндяютая  ее  къ  зежгЬ,  будеть 
вена. 

роведе»  И8Ъ  центра  зенш  неподвижную  ось  О  У  черезъ  то  ноложе- 
матерьяльЕой  точвн,  которое  она  занямаеть  въ  ороотранств'Ь  въ  мо- 
освоболцев1Я  ед  отъ  связи  съ  зешею;  ось  ОХ  яроведемъ  въ  яюс- 
экватора  пар&иельво  направлешю  скорости  Ьа>;  подъ  «  мя  под- 
ваемъ  угловую  скорость  суточнаго  вращешд  зеши,  а  подъ  6  — 
ю  величину  зенваго  рвд1уса,  предполагая,  что  свободно  пущенная 
яаходнлась  бдвзъ  поверкноств  зеши;  поэтому: 


)винуясь  прнтяхент  къ  центру  земли: 

тХ 
:  начальную  скорость: 


а;'о=Ь«»,  ^'о=0 


—  137  — 

Я  начапное  поюжеше: 

м$терья1ьная  точка  вачветъ  совершать  движете,  ра8смотр]^нное  наии  въ 
{  27  настоящей  гдавы;  нетрудно  уб^Ьдиться,  что  въ  настоящемъ  случае  дви- 
жеше  будетъ  совершаться  по  аиинсу;  въ  сакомъ  д'кгЬ: 

2А=&  V р^; 

1зъ  формудь^  же  (205  Ъ1$)  задачи  2-й  сдЬдуетъ: 

гМ=дЪ\ 
шитому: 

2^=—Ъ^2д  —  Ь^^У, 
а  тавъ  хавъ: 

2,=1.96,г^^.  *..=0,0338б5^5', 

ТО  2А  жен'Ье  нудя,  сд'Ьдоватедьно,  траэБтор1я  эдлиптнчесвая. 
Эдементн  атой  орбиты  сд'Ьдующхе: 

Г—  «ЛГ_       Ь       _    Ъ 

^~^'   а=—  2Л~^        Ь<»*~1  +  е' 


—  1  ^'  1А-М' 

9  У      а^  ' 


врокь  того,  означая  черезъ  В  угодъ,  составляемый  радаусоиъ  вевтороиъ  съ 
доюжитедьною  осью  X  »  и  отсчитываемый  отъ  этой  оси  въ  сторону  нодо- 
жвтедьной  оси  У,  будемъ  им'1ггь: 

в=|  - +. 

1щ^  6  есть  угодъ,  отсчитываемый  отъ  направден1я  наименьшаго  радауса 
вектора  въ  сторону  движешя  точки. 

Перигелй  орбиты  находится  на  отрицательной  стороне  оси  У  и  угодъ 
О  съ  течетеиъ  времени  уменьшается. 

Движете  пущенной  точки  выражается  сл'Ьдующими  формулами: 

Д?=ГС08в= — Г8Шф;    у=Г81110= — ГСОВф 
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х^~а\'\ — е^мпД  у=а(е  —  еов/) (213) 

о,  чюЛы  равлохнть  х  н  у  въ  ряды  по  возрастающнмъ  степе- 

1вннъ  свачиа  подобное  рав]оаюн!е  ди  /*. 

ъ  производную  по  времени  отъ  обЪпъ  частей  равенства: 

/■  — тг  — еМ11/"=д*,  п  =  |Л^; 

хе  дЫств1е  надъ  подучевиыкъ  равенствохъ  в  тшсъ  продо1ши 
ь  получать  равенства: 

=/"(1  — есозЛ+в(/')*81п/' 

=:Г'(1  — ес08Л+Зе/'/"8ш/Ч-е(/*)=С08/ 


ъ  опред'Ъдвнъ  вешчввн  пронвводнБПъ: 

'«-Гм'    Ло=0./-о    ~(Т+^, 

А    -и,  л.    -      (х+еу 

{=0. 


I  въ  Тайдоровъ  радъ: 
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подучимъ: 


п_     .     т     .     п^       е      .     пН^     е(9в— 1)    . 
'""'^"^1+е"*"(1+в)П.2.3'^(1+е)М,2.3.4.5'^'-* 


и  отсюда: 


л_|  ,  п^     е  п*^    е(3/?— 1) 

Г~    "^^       (1+^4.2       (1  +  е)»  1.2.3.4 


•  •  •  • 


Отсюда  жегко  получатся  ряды  для  81п  /*  и  сое  /*,  такъ  кавъ: 

8Ш/^=^ ^ ;    С08/'=-(1— ^]' 

Зат^мъ,  подсФавивъ  полученныя  выражен1я  для  вш  /  и  сое  /*  въ  фор* 
пулы  (213)  н  оринявъ  во  внинан1е)  что: 


я» 

*Ж 

_^ 

(\+еУ 

""а'(1  +  еу 

ь- 

'^-<^^а 

Ьш«     

+  е     '^Г      а»  Г    д(1+е)       ^^ 


получинъ  сгЬдуюице  ряды: 


X 


—  Ошс\^1        Л  2.3        Ь«       1.2.8.4.5  ";/ 

У— ^\^        Ы.2~Ь»         1.2.3.4 


Отношеи1е  д  :  6  естЬк  весьма  палая  дробь: 

1=0,00000153 


(секунда)" 


9.  Ргьитть  задачу  о  движенги  мат^ьяльной  точки,  притяги^ 
ваемой  къ  началу  коардинптъ  силою: 

Поступая,  какъ  указано  въ  паратраф-Ь  27,  получинъ  сл^дуюпце  ре^ 
вулыаты. 


гда  2  А  багЪе  нуля. 

съ  векторъ  ивн'Ьвяетса  съ  течен1е11ъ  времени  по  сл1Аующем]| 


=:^1Vо^о»^п{V„^о),  2й=Ро' — у*,  Г1=»о''оСОв(»<,»'о)- 

1н1е  1ра9ктор]1: 

и  С*  —  (1  бо14е  нуля; 

^У    С'— ат).(НГ,)'    '•  ~^       (?' 

я  С  —  [»  11ен*е  нудя:  , 

г^/^= *! 

'     с»     е«Т— е— *? 

х'=^-1,  т=в  +  Г,. 

1НЬхъ  сдушяхъ,  вогда  2А  равао  вудю: 

у'  =  ^,   ,;»=Го"  +  2(/1*  — С? 

пори: 

г==Ге"*,   х*=^ —  I. 

^  т{1хъ  случихъ,  когда  2к  нен'Ье  нуля: 


вев1в  трвэктор1в: 

ГвЕнкъ  ое  образонъ  могутъ  быть  разснотр11ны  вел  случаи 
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двиоюетя  матерьяльиой  точки  подъ  влгянгемъ  смьдующей  силы  притя*^ 
жетя  кг  началу  координаты 


^="(^+7.> 


НапршФръ,  ураввеше  траэктор1и  при  2А  большемъ  нум  и  при  (V— СТ") 
меньшемъ  нудя  —  схЬдующее: 


Р 


1— в8тх(0-^Г)' 
гд4; 


11.    Опредпрдитъ   движенъе   матерьяльной   точки,  къ  которой 
приложена  сила 

состоящая  изъ  притяженгя  кь  началу  координатъ,  пропорцюналь'^ 
ною  разстоятю  отъ  неьо^  и  изъ  отталкивательной  силы  отъ  той 
же  точки^  обратно  пропорцгонсишой  кубу  разстоянгя. 
Ес1и  А*  —  |А*(^'+С*)  бол'Ье  нуля,  то  уравнеше  траэкторш: 


1+есо8  2х(в+Г1)' 


законъ  вз1гЬнен1я  аргумента  О  —  сл^дую1ц1й: 


12.    Деиженге  тяжелой  матерьяльной  точки  въ  средиь,  оказыг 
вающей  дег^женгю  сопротгмленге^  выражающееся  такы 

сопротивленге  ото  на/правлено  противоположно  скорости. 

Приводинъ  8Д'1сь  то  решете  этой  задачи,  которое  далъ  Лкобя*). 


•)  Донгпа!  СгеИе,  В.  XXIV. 
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[атерьшьвоа  точка  совершается,  ковечно,  въ  то&  ырти< 
си,  въ  которой  заипчаетса  вачиьнан  сБоро(я:ь;  эту  иос- 
ш  иосЕОСть  ХУ,  начЕиьыое  поюхен^е  двнжуще&ся  точки 
[шо  Еоординать,  ось  У  наоравииъ  паряиельно  ускорешю 

[ач1  возьиеиъ  днфференц!вльных  уравнешя  двихеви  вида 
черезъ  V  уголь,  составхнеиый  наарав)ен1емъ  екоростн  съ 
ин1пъ,  по  сокращен1н  на  т: 

*=^81Пт-йг*-№1;» (И4) 

у=— ^соз? (215) 

величину  р1и1уса  крнвнвны: 

р--$=-1^ (Эд 

въ  обонхъ  равенствахъ  (21&)  н  (216)  Д01жвы  быть  оди- 
пвъ  (215)  н  (216)  (и'Ёдуеты 


л'=^,. (ЭД 

нъ  изъ  уравнен1Й  (214)  и  (217)  днфферевщиъ  И,  пожучинъ 
зе  ураввеа1в:  * 


»(^9      ^  '        С039       сов<;      ' 

ь   быть   обращено   въ  обыквовепное  ливеВное  двфферев- 
ан1е   перввго  порядка,  если  сд^Ьлаехъ  следующую  подста- 


—  из  — 

ИотегрЕруя  ВТО  хннейное  дифференшиьное  уравнен!»  по  язв^стно* 
правит,  кн  по1учв]1ъ  <м'Ьдующ1Й  результагь: 

откуда  пшушнъ  внр&яен1е  скорости  V  въ  функщн  упа  ч: 


1«        /         , 


Подставвяъ  въ  уравнение  (217): 

-«"-■й^ даы 

вн^сто  V  вторую  часть  равенства  (218)  и  интегрируя  полученное  дй< 
фереаддальаое  уравнеше,  похучинъ  ■ависииость  между  умоиъ  ^  я  щ 
иененъ. 

Координаты  л:  и  у  ногутъ  быть  выражены  въ  фуокцихъ  упа  7;  д 
ют  вако  взать  равенства: 

вырашть  въ  ннхъ  с08!р  я  З1пг  Функщяма  отъ  >],  а  Л1  кс1иючить  при  I 
мощи  форнуды  (217  Ыв): 

^=-^Шп Р* 

'"'-'■Ш^- (2* 

затЬнъ  закупить  V  порою  частью  равенства  (218)  и  подученныя  диф4 
ревшажьввя  уравиенйя  натетрнровать. 

13.  Опредплить  движете  тяжелой  матерьяльмой  точки  въ  сред 
оказывающей  движент  сопротмвд^»*»  постоянной  величины  ]стд 

РЪшен1е  аакличается  въ  фориукисъ  предыдтщей  задачи,  есдн  въ  ни 
сд11ать  (1  раввыжъ  нудш  н  вровзвеетя  указанных  внтегржровавй!. 


Т*-1(1+^') 

^—  2С         ' 

^*»~       44гС^2к-2       2А  +  2;'    ^— "«и        2Г 

атривая  эти  уравнения,  мохво  убедиться,  что  при  Л:>1  скорость 
гя  точки  обращается  въ  нуль  въ  той  точк'Ь  тра8втор!я,  въ  которой 

Ьлается  равныкъ  ^;  координаты  этой  точки  суты  —  Г,  н  — Г, 

пяся  точка  приходить  туда  въ  иокенгь  {— Г,>. 

^<С1,  но  не  иен'Ье  ^,  то  скорость  не  обращается  въ  нуль  н  двв- 

точка  направляется  въ  бевконечвость,  приближаясь,  асснмпто- 
;ъ  вертикальной  1пв1и:  х  =  — Г,. 

&<-„ ,  то  дввжуо1аяся  точка  направляется  въ  беаковечность,  прж- 
втор1я,  подобно  парабол')ц  не  ин'Ьетъ  асснкптотц. 
^виженм  матерьяльной  тяжелой  точки  въ  ередп,  еопро- 
которой  движетю  пропорцгонально  квадрату  скорости. 
н1е  получается  нвъ  форкулъ  задачи  12-В,  если  сд'Ьлать  въ  шпъ 
>  нулю  н  п  равнЁШъ  двуиъ;  такъ,  формула  (218)  даетъ  сл^дую- 
Еея1е  своростя  въ  фувкц1н  угла  ч- 


7^^=1/1^.- Чи.-а^) т 

!ь  скорость  въ  наивысшей  точк'Ь  траэкторйи). 
)  того  можно  найтн  въ  этомъ  случа'Ъ  другой  нервоЯ  ннтегралъ, 
|1й  проэкшю  скорости  на  ось  X  въ  функции  длина  дря  траэК' 
:амомъ  д^лЪ,  иаъ  днффереи1цальннхъ  уравневШ 

(IV  .  1         1  <{« 
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ооотвш1ъ  уразшеа1е: 


^дющее  иитехражъ: 

|;со8(р=г?1е'"^''*; (222) 

тд%  8  есть  Д1ина  дуги  траэкторш,  считаемая  отъ  самой  внсшей  точки  ея 
вь  сторону  двЕжешд. 

Исиючивъ  скорость  V  изъ  интеграховъ  (221)  и  (222),  похучимъ  сл^^ 
дующую  аависимость  между  длиною  дуги  5  и  угхомъ  ф  (или  величиною  уц): 

^1.{1-.^)=1ч!,-^. (ИЗ) 

Эта  зависимость  иокаавваетъ,  что,  на'  стороне  пожохительныхъ  дугъ 
в,  масжтельная  къ  траэкторш  прибдижаетсд  къ  параллельности  съ  осью 
У^м»  (потому  что  при  з  =  со  величина  >)  должна  обратиться  въ  нуль,  а 

сж^ховатедьно  ^  обращается  тогда  въ  ^);  на  сторон'Ь  отрицательннхъ  дугъ 

3  касательная  къ  траэктор1и  приближается  къ  параллельности  съ  напра^ 
вяешемъ,  составляющимъ  съ  осью  2  такой  уголь  ^1,  которнй  удовлетворяетъ 
уравншю: 


^=1о1г1г  ('-  —  ?.Л  —  -^5^. 


Чтобы  решить  вопросъ  вполне,  надо'  еще  интегрировать  уравнен1я 
(217  Ыв),  (219)  и  (220). 

15.  Состаеить  ураененге  траттарги^  о1шеыв(яемой  матерьяльною 
точкою,  притяшваемаю  къ  началу  координатъ  слпдующею  силою: 

Дяфференц1альныя  уравнен]я  движешя  въ  этомъ  случа'Ь  суть: 

п  ^         л  ^'- 

Такь  кавъ  сила  направлена  къ  началу  координатъ^  то  законъ  площа- 
ей  вм'Ьетъ  м^сто;  поэтому  одинъ  изъ  первнхъ  интеграловъ  будетъ: 

гЮ'^Сг. . .  5 (224) 

10 


?*: 
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Другой  первнй  интегракъ  найдемъ,  внтегрируя  дифф^|1евц1а1ьш>б  ура- 
внеше: 

получимъ: 

«'-5 <225) 

Ивъ  уравненШ  (224)  н  (225)  ооставимъ  дифференщахьное  уравнеше: 
;'Ь  Г^гу  2н.— 4  ,     2н^— 2       О, 


'4  ■ 


.  •  л- 


•« 


«■ 


^ 


•  I  "< 


Ы  '^  ^'^  б?' 

явкгрируа  которое,  оолучкмъ  ураввев1е  траэвтор1и: 

16.  Яа  люоцрълдъм^^/м  точку  дгьйстеуетъ  сила: 

перпендикулярная  кь  радгусу  вектору  и  стремящаяся  увеличить 

уюлъ  0;  составить  уравненге  траэкторш^  описываемой  матерьяль- 

ною  точкою» 

Въ  дтоиъ  сдуча'Ь  диффербЕЦ1а1ьння  уравнен1я  движешя  бухутъ: 

Ооставимъ  дифференщальное  уравнеше: 

х^х"+у'у"_    ау'-уа/. 
(лОЧ(У')*~^  ^'+У'  ' 

интегрируя  ег0|  долучимъ: 

1о8г?'=С1+21хагс4в(|)' 

И2и: 

^=1,,»Л(*-*.) (226)    ] 

Другой  итгге^ллъ  и  у1)^веше  траэкторш  получатся  при  помощи  прхема, 
указаниАго  ^.  ^  Яор1Ь^^^л^  и  прнведеннаго  вдЬсь  въ  пункте  3-мъ  пара- 
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;храфа  28;  врпгЬвпь  этоть  11р1е1[ъ  з|сЬсь  возмоясио  потэму,  япзо  сижа  уд<ь 
яжетворяетъ  усюгаю  (193): 

з^У-Г^Х^{хУг{х,  у,^); (Ш) 

А  шенно,  въ  этой  вадач^^: 

Ооставимъ  дифференщажьное  уравнен1е: 

«1ервнй  интеграхъ  его  будетъ  с1'Ьдующ1й: 


ьхй%ё%=\чС,{:^+у^ 


%=Ч\ощС,г^ (227) 

Внравихъ  производную  отъ  ^  по  «  въ  подярныхъ  координатахъ;  тогда 
уравнеше  (227)  можно  цредставить  подъ  сгЬдующимъ  видомъ: 

Лт  1 


гав~       \%{ь-'\щС^^У 


яятегрируя  это  уравнеше,  подучинъ  уравнеше  траэвторхи: 

С?/г81Б(в+агс*8р^  — 1о8С^г»*)=Ггв-^^ (228) 

17.  Къ  мат^^Аьной  точкгь  прилооюено  двп>  силы:  одна  9мр* 
пендикулярна  къ  радьуеу  вектору,  равна: 

г 


и  анрвмитея  увеличить  у%олъ  В,  (^рушя  сила  имумилена  к*  мккму 
координтнъ,  равна: 


/Лв\' 


определить  движете. 

Въ  втомъ  С1уча'1  одшнъ  иаъ  первнхъ  явтетриовъ  Ш'Ьетъ  внхъ  (Ш) 

[си.  птывтъ  1-й  параграфа  28): 

г'§=,.<+С, (229) 

Задача  решается  вполне  н  уравнев1е  траэшор!!  получается  сл^дт»' 
цаго  вида: 


1о8>-+г=!^"(е+,),. 


гд^Ь  ;  н  Т  суть  постоявння  вехв^няи. 

18.  Къ  матерьяльмой  точкл  приложена  сила: 


перпендикулярная   къ  радиусу  вектору  и  стремя}тяся  увеличить 
поАъ  В,  и  друшя  сила: 


юправлениая  къ  началу  коордиматъ;  опредплить  движение. 

Нц%съ  получается  ннтетралъ  ввда  (190)  (см.  пувкть  2-й  параграфа  28): 

г'{^)'=С+2^ф{в), (231) 

Злдяч»   р'Ёщает^я   ВП01В1  н  получается  сл^Ьдупщее  ураввеше  тразВ' 


йг''^*'    ^  Ус;+2, 


+  2,|Жв) 


\ 
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$  30.  Задач!,  въ  которыхъ  требуется  «пред^ить  отио- 
«педыое  двкжеи1е  натерьядьио!  точкк  по  етношен1ю  къ 
■вазжйиеноЁ  сред1&,  и1Ьюще8  данное  двнжен1в;  даны 
сын,  прндожениыя  къ  натерьядьи»!  точк1Ь. 

Так1д  задачЕ  можно  р'Ьшать  двоябемъ  путемъ: 

1)  Можно  опред'Ьлить  абсолютное  движен1б  натерьялвноВ  точки, 
а  затФмъ  перейти  къ  относительному  движен11>  ея  по  отношен1Ю 
иъ  данной  движущейся  неизн'Ьняемой  сред'Ь,  какъ  указано  въ  § 
42  кинематической  части. 

2)  Можно  составить  дифференцтальная  уравнешя  относитель- 
иаго  движен1Я  матерьяльной  точки  по  отношен1Ю  къ  данной  не- 
язн^няемой  сред'Ь;  интегрируя  зти  дифференщальныя  уравнен1Я| 
нолучимъ  р&п1ен1е  задачи. 

Обратимъ  внииаше  на  р11шен1е  такихъ  задачъ  вторнмъ  путемъ. 

Дяфференцхальння  уравнешя  относительнаго  движен1я  ма- 
«ерьялыюВ  точки  по  отношен1Ю  къ  данной  движущейся  неизм^Ьняе- 
мой  еред^Ь  получатся  изъравенствъ  (347)  кинематической  части,— 
егоитъ  лишь  помножить  эти  равенства  на  т  и  заменить  нроизведешя: 

т6со8(^г),  т^са8(!>Г),  тЬсов{Ь2л) 

11ро9кц1ями  на  ОСИ  г^  Г,  2  равнодМствующей  сидъ,  приложен- 
ншъ  къ  матерьяльной  точк'Ь;  величинн  зтихъ  проэкцхй  мн  будемъ 
обозначать  буквами:  Е^  1^,  2. 

Сл^Ьдовательно,  обпцй  видъ  дифференцхальннхъ  уравнешй  отно- 
«нтельнаго  движешя  матерьяльной  точки,  подверженной  данинмъ 
«нламъ,  по  отношешю  къ  неизм^Ьняемой  сред'Ь  движущейся  дан- 
нниъ  образомъ,  будетъ  таковъ: 

«>  3?=2  —  ^«^к,  С08  (к;«2)  — тС  д|+тт|  ^ — 
-тр(р?+в1+гС)+т50*-27п(?^;—г^),...(233,а) 


I 


V, 


Е1  ' 


■>. 


':: 


» . 


^ 


>• 


ч- 


1Л- 
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•     -«5(]р?+зт,+гс)+*»г1а'~2ш(г|-р^), .  .(г18,ь> 

-|||г(р|+дч+гС)+тС9"—  2т(р^?-г§) . . .  (233,  с) 

Дла  лрих^Ьра  рФшени!  задачъ  вторнмъ  путекъ  возьнекъ  сл^- 
дующЦ  волросъ. 

Прих'Ьръ  20-й.  Бъ  хатерьдльной  точкФ  приложена  сила,  на- 
правленная къ  началу  координатъ  или  по  продолжешю  рад1уса 
вектора;  провкц1Я  втой  силы  на  ось  а  (продолжен1е  рад1уса  век- 
тора) выражается  следующею  функц1ею  отъ  г: 

гдЪ  (А  и  X  суть  Д8Ь  постоянння  величины.  Начальная  вворос№ 
ттерьяльиой  точки  направлена  въ  плоскости  ХУ;  онредЪлить 
относпельное  двихеи1е  точки  по  отношеш»  къ  иеивкЪшияой 
средФ,  вращающейся  съ  постоянною  угловою  скоростью  ш  вокрутъ 
положительной  оси  2. 

Предположииъ,  что  ось  2  совпадаетъ  съ  осью  21^  точка  Ю  —  съ 
началожъ  координатъ,  тогда  дифференц1альння  уравнен1я  относи- 
тельнаго  движешя  точки  по  отношешю  къ  плоскости  &  Г  будутъ: 

Изъ  нихъ  составижъ  дифференц1альныя  уравнеи1я: 


^ 


ч 
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первые  птегралн  которнхъ  суть: 

е^'_^е^=д_а^^ \...(234) 

{1У+{у{У={\^+^'У-  ^+2Я, (235) 

шжш: 

Г^^=А-о>Г« (234  Ъ18) 


«»==(1^+^>*  — ^+2Я, (235  Ыв) 


гд'Ь  Вх  ж  Л  суть  произвольння  постояннння,  и — скорость  от- 
ноепеяыаго  двяжоик  точке;  (р  —  уголъ,  составлденнй  рад1усо1ъ 
векторокъ  съ  положительною  осью  2. 

Во  второхъ  интеграл'Ь  зан'Ьнинъ  и^  суммою: 

Поступая  ват^нъ  такъ,  вакъ  въ  задачахъ  9,  10  и  11-й 
лредцдущаго  параграфа,  получшъ  слФдующ1е  вторые  интегралы: 

5^=*+Дг; (236) 

/(^-«)1='Р+Д«» (237) 

гкЬсы 

ТЛ  же  самые  результаты  получатся  и  при  рЪшен1и  задачи 
перввиъ  путеп;  въ  саиомъ  дФлЪ,  первые  интегралы  абсолютнаго 
двмжешя  точки  суть: 
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'}■',  *  »'  г  ■ 


а  вторые  интегралы: 


/|='+г..  /Пг^+'^'> 


гд4: 


^В1  =  /^^*^Ч2Л— ^; 


10  такъ  какъ: 


ТО  окажется,  что: 


д=С1,  2Л=2Ао>+2Я,  Д1=Л, 

Д1=Г1,   Да=Г2  —  а)Г1. 

Произведя  въ  д^Ьйствитеяьности  интегрироваше,  означенное  въ 
форхудф  (287),  жн  получинъ  уравнегае  тра8Ктор1Н  относитеяьнаго 
движешя;  видъ  этой  кривой  хожетъ  быть  вееьна  разнообрамнъ  въ 
зависииости  отъ  знаковъ  постоянныхъ  (1  и  X  и  отъ  велнчннъ  произ- 
вольныхъ  постоянныхъ  А  и  К.  Обратииъ  внимаше  на  т^  случаи, 
въ  которыхъ  8та  кривая  получаетъ  видъ  логариенической  спирали. 

Уравнеше  (237)  получитъ  видъ: 

108г  =  л(9+А2), (237  Ыв) 

гдЪ  п — постоянная  величина,  если  при  всякожъ  г  ик1кетъ  жЪсто 
следующее  равенство: 

ЧТО  ножетъ  быть  только  при  сл^Ьдующихъ  услов1яхъ: 

,x=лV,  \+Вг^=—ггВг\  2А=  — 2л*1)1ш; 
то  есть: 


/* 


=пш\  А=^(;^»+1)А^  Я=-(1  ^п*)А«; 


':■!:  /■ 
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кервм  даа  ^ыош  поваавваютъ,  что  опоепелъное  движете  по 
югархмжчееЕо!  ешралк  вовножно  тогда,  когда  сила  пропорцшаль* 
ная  разстояшю  г  есть  оттахывая1е  отъ  начала  координатъ,  а  еиа 
обратно-пропорщональнад  кубу  г  есть  притлжеше  къ  той  же  точк!Ь. 

Вовыемъ  теперь  другой  пряхЪръ,  бодЪе  сложный. 

Прш^ръ  21-й.  Определять  относительное  двкжеше  (по  отно- 
шенш  къ  зе1л1()  натерьяльной  тяжелой  точки,  брошенной  въ 
даяноиъ  и'Ьст'к  земной  поверхности  по  какому  нибудь  паправлешю 
I  съ  какою  бы  то  ни  было  скоростью;  принять  во  внинаше  су- 
точное вращательное  движете  зеили  вокругъ  ея  оси  и  годовое 
движете  центра  ея  вокругъ  солнца. 

Принемъ  за  точку  Ю  (черт.  16)  ту  точку  земной  поверх- 
ноетн,  изъ  которой  брошена  матерьяльная  точка;  положительную 
ось  2  проведемъ  по  продолженш  земнаго  рад1уса  Е  (проведеннаго 
т  центра  земля  С  въ  точку  Ю);  ось  2  проведенъ  по  пересФ- 
Ч6НШ  плоскости  горизонта  точки  Ю  съ  плоскостью  мерид1ана  этой 
тотаг  и  положительную  часть  этой  оси  направимъ  къ  югу;  ось 
Г  будеп  васательною  къ  параллели  точки  Ю  и  положительная 
часть  ея  будетъ  направлена  къ  западу  горизонта  точки  Ю. 

Угловая  скорость  о  зеили  направлена  параллельно  рад1усу, 
цущему  изъ  центра  С  земли  къ  южноиу  полюсу  ея  5;  если  про- 
пусти угловую  скорость  черезъ  точку  Ю,  то  окажется,  что  она 
будетъ  заключаться  въ  пло(жости  2  Е  и  будетъ  составлять  съ  поло- 
жительною осью  г  уголъ  X,  а  съ  положительною  осью  2  уголъ 

(|+м>  1'Д^  ^  ^<^ь  северная  широта  точки  Ю;  поэтому  проэкцш 

угловой  скорости  на  оси  Е,  Г,  2  им'Ьютъ  сл'Ьдующхя  величинЕ^' 

;>=а>со8Х,  3=0,  г= — швшХ; 

величина  же  угловой  скорости  вращетя  земли  равна: 


М00О729^35Е^. 


Скорость  центра  С  земли  направлена  по  правую  руку  наблю- 


^^^?- 


м*»      -• 


*А«;._г^- 


~1б4  — 

дателя,  етояща^го  ноганк  въ  С,  годовою  по  наоравдевш  къ  еЪ* 
верному  полюсу  N  земля,  я  смотрящаго  на  солнце;  }то^т 
ТОЧЕН  С7  направлено  нъ  солнцу  н  равно: 

^; (238) 

гдФ  ж  есть  насса  солнца,  а  Р — рад1усъ  векторъ,  проведенвнй 
Н8Ъ  центра  солнца  нъ  центру  зенлн. 

Скорость  точнн  Ю  неизнФняехой  средн,  нензн1нно  связанно! 
съ  землею,  есть  геометрическая  сумма  нзъ  скоростн  точки  С  и 
изъ  вращательной  скоростн  точки  Ю  вокругъ  мгновенной  ося^ 
проведенной  черезъ  точку  С 

Ускореше  точки  Ю  есть  геометрическая  сумма,  составленная 
изъ  ускоренхя  точки  С  (направденнаго  къ  солнцу,  т.-е.  противо- 
положно направленш  рад1уса  вектора  Р)  и  изъ  центро-стремм- 
тельнаго  ускорен1Я  точки  Ю,  направленнаго  по  ЮС1  къ. центру 
Сг  (черт.  16  и  17)  параллели  точки  Ю  и  равнаго  ш'^КсозХ; 

позтону  провкщи  на  оси  коордннатъ  В,  Г,  2  ускорен1Я  го^  точки 
Ю  неизи'Ьняемой  среды  равны: 

гОп  С08  (гоЕ)  — р^"  ^^^  (^2)  —  ^^  ^  ^^^  ^  ^^^  ^ 

«?ю  <.08  (к;Г)= р5-  С08  (Рг) 

10^  сое  («1^2) = ру  СОВ  (РЯ)  —  т^Е  С08^  X. 

Скорость  ((^09  '^^09  ^')у  ^  которою  брошена  матерьяльная  точка 
т,  есть  скорость  относительная  по  отношенш  къ  средф;  абсолютная 
же  начальная  скорость  точки  т  есть  геоиетрическая  сумма  изъ  выше- 
сказанной начальной  скорости  щ  (Е^о^  -по^  ^'о)  и  изъ  скорости  точки  Ю. 

Абсолютное  ускореше  матерьяльной  точки  сообщается  ей  равно- 
действующею изъ  силы  притяжешя  ея  въ  центру  зеили: 

гМт 

((Р+^*+(-К+С)») 


щ 

ш 
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(гдф  ЛС—  цмеа  аеим)  и  И8Ъ  син  врнтлжшд  е«  въ  центру  еошца^ 


Р1^ 


(239) 


Гд'Ь  Рг  есть  длина  раД1уеа  вектора,  яроведеннаго  изъ  центра 
солнца  въ  положешю,  занимаемому  точкою  т. 

На  основаши  всего  свазаннаго,  уравнешя  (233)  въ  настоя- 
щемъ  случае  будутъ  им'Ьть,  по  совращен1и  на  т^  слФдующ1Й  видъ: 

5'^=  —  е~6+51  +  (а>^Х—  2т1'а>)8ШХ (Ш,  а) 

» 

Т1"=  — е^Ч+5«+»^+2х'о. —  (240,  ь> 

зд1сь  введены  сх^Ьдуюпця  о<$08начен1я: 

о        дЛ08(РИ)      соз^адх 

8,~га  (^— р р-5г— ^  • 

Начмьвов  лодо«ен1е  катврыиьной  точки  предполагаетвя  вг 
ТОЧКА  Ю,  повтошу: 

5о=0,  %=0,  Со=0. 

Чдещ!  ;81,  /9а,  /5^8  суть  проакщи  на  осв  г,  Г,  2  геоветржчеекой 
р«8В0«П1  кехду  ускорен1ам1,  сообщаеншш  притя«ев1енъ  солнца  ма^ 
терьядьпо!  точвЪ  и  цевтру  вешв;  9ти  равности  предетавишгъ  еобоп 
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у(жорен1я  весьма  хадня  сравнитедьно  съ  уеваров1бМъ  син  тяхесп, 
въ  ченъ  хожею  уб'кдяться  на  основанш  сд^Ьдующаго  разсчета. 

Положинъ,  что  хатерьяшная  точка  находится  бяизъ  то! 
части  поверхности  зехян,  которая  обращена  къ  солнцу,  и  что 
«оянце  находится  въ  зенит1^,  такъ  что  центръ  зехди,  хатерьяль- 
ная  точка  и  центръ  солнца  находятся  на  одной  пряхой  лиши; 
тогда  члены  ^8^  будутъ  ихФть  сл1^ду1)щ1я  8начен1я: 

Внразивъ  е  въ  ускореши  силы  тяжести  на  поверхности  зехли 
(форхула  205  Ыз)  и  разложивъ  первую  дробь,  заключающуюся 
въ  большихъ  скобкахъ  внражев1я  ^8^8,  въ  рядъ,  получихъ: 

«■-Ж'+ 


Изв!Ьстно,  что  хасса  солнца  въ  354020  разъ  бол^Ье  хассн 
яехли,  что  средн1й  радхусъ  зехлк  равенъ  859,5  географическихъ 
хиляхъ  и  что  среднее  ра8стоян1е  отъ  зехли  до  солнца  равно 
20680000  географическихъ  хиль:  подставивъ  эти  цифры  въ 
выражен1е  ^^зу  получихъ: 

8г=д .  0,000000051  =0,00000049  (Н^^- 

Следовательно,  )$а  составляетъ  половину  десятихилл10нной  доли 
ускорешя  силы  тяжести;  если  хатерьяльная  точка  будетъ  свободно 
падать  впродолжен1и  100  севундъ,  то  всл&дствхе  ускорен1я  д  она 
упадетъ  на  глубину  49000  хетровъ,  ускорек1е  же  ^^  ухехьшхтъ 
атотъ  путь  на  2,45  хиллнхетра,  то  есть  на  пять  отохилл1оиннхъ 
долей  всего  пути. 

Если  же  точка  будетъ  брошена  снизу  вверхъ  со  скоростью 
980  хетровъ  въ  секунду,  то  она  вернется  назадъ  по  ястечеши 
200  секундъ,  ускоренхе  же  /8^8  захедлитъ  возвращепе  ея  на  кил* 
Я1онную  долю  секунды. 


[&»«к 
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Пр«  тАхъ  средетвахъ  и&блюдеюй,  которня  ншъ  иав'Ьбтнн^ 
га  юженъ  иакЬрять  большя  длины  съ  точностью  одной  двухсотъ 
тнсячной  доли  нзж^Ьряеюй  длины,  а  время  южеиъ  измерять  еъ 
точностью  до  одной  11ИЛЛ10НН0Й  ДОЛИ  прожбжутБа  врекенн;  поатоиу 
обнаружить  еуществовате  ускоретй  ^1,  &,  ^$8  ^ки  не  ножеиъ. 

Оь  другой  стороны  занФтииъ,  что  продолжительность  полета^ 
брошеннаго  т^Ьла  не  достигаетъ  и  ста  сенундъ  даже  яри  саивхъ 
большихъ  своростяхъ,  который  иы  иожеиъ  сообщить  бросаеиоиу 
т^лу;  всл^Ьдств1е  всего  сказаннаго,  иы  вправ'Ь  пренебречь  членаии 

За,  02,    Оз. 

Тогда  уравнен]Я  (240)  получаютъ  такой  видъ,  что  интегри- 
руются безъ  ватруднешй;  для  того,  чтобы  убедиться  въ  этоиъ^ 
столь  лишь,  нри  посредстве  нижеслЪдующихъ  фориулъ,  ввести 
&беолютныя  координаты  х,  у^  г  вм'Ьсто  относительныхъ  (,  -у],  С: 

Е=(Ж  С08  <!)<  —  у  81П  шО  81П  X я  С08  X 

1|=Д;  81П  ш^-^У  С08  ю< 

С+12=(Ж  С08  а)<  —  у  8Ш  0)^)  С08  Х  +  'б^ВШ  X; 

ч 

тогда,  вн^сто  уравненШ  (240),  будемъ  им'Ьть  сл'Ьдующ1я: 

1нтегрирован1е  воторыхъ  произведемъ  по  правилаю,  увазанныкъ 
въ  §  21. 

Но  тахъ  какъ  относительное  движеше  иатерьяльвой  точки 
должно  прекратиться  вскоре  прслЬ  начала  его,  в«дАдств1е  падешд 
ея  на  8ЖЛЮ,  то  нанъ  достаточно  будетъ  ииЪть  так1Я  выражешд 
для  координатъ  Е,  т),  С,  который  выражали  бы  состояше  движе- 
шя  точки  въ  первыя  минуты  послФ  его  начала;  для  этого  иы 
воспользуеися  способоиъ  интегрировашя  помощ1Ю  рядовъ,  указан* 
вшгь  въ  начале  параграфа  18-го. 

Применяя  здФсь  этотъ  способъ,  иы  получгаъ  выражешя  для 


/ 
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{,  т),  С  йъ  ввдф  рядовъ,  рмположвпнхъ  по  возраетающпъ  ете- 
оенамъ  вретвк  (: 

?=го'*+5о"|+?о"'гХз+ (244,а) 

•»1=10о''  +  'По"  2"Ьк)"'ь2:8+ (241,  Ь) 

с=!:о'«+Со"|+Со"'п1:з+ (241  с) 

'Выражен1Я  дяд  ^^'\  у^^",  Со''  получинъ  изъ  уравнешй  (240), 
подставЕвъ  во  вторил  части  ихъ  начадьныя  величины  коордиватъ 
и  скоростей;  получинъ: 

6о"  —  Л<о^  сое  X  8Ш  X  —  21Г|о'  ш  8111 Л 

'По  ==^Хо<^ 

Со" = — ^  +  1и^  С08^  X  —  271о' а>  С08  X. 

Прежде,  чФиъ  идти  дал'Ье,  нн  изх'Ьнимъ  полохенхе  осей  ко- 
ординатъ  2  и  2  такинъ  образоиъ,  чтобы  въ  внражеше  новой  ^" 
ее  входилъ  членъ,  заБЛЮчающ1й  Вш^. 

Обратинъ  вниханге  на  величины: 

Ба>^С08Х8тХ,  Дш^созЧ — д] 

онЪ  представлдютъ  про8кц1й  на  оси  Е  и  2  геоиетрической  суммы 
двухъ  усворен1Й:  усворешя  д  (черт.  18  лин1Я  ЮЮу  направлен* 
наго  въ  центру  С  земли,  и  усворен1я  Бш^созХ,  ваправленнаго 
по  продолжен1ю  рад1уса  С^Ю  параллели  точки  Ю.  Величину  и 
ааправден1е  геометрической  суммы  ЮГ  втвхъ  двухъ  усворешй 
ЮК  и  ЮЦ  мы  условимся  обозначать  буквою  О;  и  такъ: 

а=\^д'  —  2дЕш'  со8*  X + Д  V  сов'  X, (242) 

вС08(аЗ)  =  2гш'с08Х8ШХ,    б^С08(б^2)=  — ^  + Ао^созЧ  (Ш Ьм) 

Возьмемъ  за  ось  3  (за  новую  ось  2)  направлете  противо- 
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м 

оохожное  усворешю  (т  и  за  ось  X  (за  новую  ось  Е)  —  ваправл«* 
ше  перпенднкулярное  къ  оси  3  и  идущее  въ  югу  отъ  точки  Ю; 
тогда  очевидно  провкцгя  (г  на  ось  X  будетъ  нуль. 

Назовежъ  черезъ  л  угоиъ,  составляеинй  осью  3  еъ  эквато* 
ро1ъ;  очевидно: 

Д=Х+(3,2); 

координаты  точки  относительно  осей  X  и  3  условиися  обозначать 
^{уквани  ей). 

Еоординаты  центра  гыиш  С  по  отношенш  къ  новя[нъ  осяиъ 
<(удутъ  слФдующ1я: 

—  Е^та,  —Б  ере  а, 

гдФ  а  есть  уголь,  составллеинй  осями  3  и  2  между  собою. 

При  осяхъ  координатъ  X,  Г,  3,  дифференц1альння  уравнешя  от- 
носительнаго  движешя  тяжелой  точки  будутъ  имФть  сл1^дующ1й  видъ: 

х"=:  — (/^(г+Д81Па)+(а|8— Зт1')«апЛ. ....  (243,  а) 

^-=-^/^^+(<«>^+22')«, (ЭД  Ь) 

3"=- е7^(а+-Вс08а)+М— 2'Г|')«>С08Л; (243,  с) 

гд*: 

,       р'=(Г+Б8Ша)Ч^  +  (8+-ЙС08а)^ 

в=(У +  ^2  ЗШ  а)8Ш  Д +  (5+-Вс08  а)  С08  Л. 

Изъ  зтихъ  уравнен1й  сл^кдуетъ: 


Го"=  — 2^»8ШД 

%"=  +  2(Го'  8ШЛ  + }о'с08Л)<1) 
8о"= —  27|о'<«>ООв  л  —  (т 


(244) 
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Й(,=ЛС05Х,    ^'  =  X^^'  6ЛПА+^^'  СОвА, 

—  ^зтв+(^*^гсовXтил=6^ео8(вЖ)=0 

^СОва-Ь»"ДсО5ХСО8Л=(?С08(бЗ)=  — е. 

ДиФе,  юетавявъ  третьи  производннд  и  подставявъ  въ  ихъ 
ахеН1Я  начальвнл  воордннатн  и  скорости,  нолучи1ъ: 

*о"'-=  — ^^-|-3^^8Шо+(юво'—  2-Г1р")й>тА 

по'—^д^-^-  (»^о' + 2во")  ш 
I  вадо  водетавить: 

ро'=1ю'81П«+3(,'*:08а,    вво'  —  2цо"=^ — Звд'», 

о)7ю'+2во"=— Зтю'и  — ЗвсозД; 

д  окажется,  что: 

1о"'=— 3»*во'маД— 5^+3^^8ш« 

>"'=— 3«>Ч'— ^^  — ЗвфСозД  ....*.  (245) 

^"  =  —  Зш'во'  СОЗ  Д  —  ^  ^  +  3^  ^  С08  а 

Четверпи   проивводныя   воордяо&ть   внражавзтса   с1^7Ю1ЦВ*ь   об- 


«»' — г^(г'-в2;?:+з(.+лй1>.)йХр^е::)+ 

+(шв" —  27)"')  (О  8т  Д; 
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Чтобы  составить  выражев1я  начадьныхъ  значешЯ  проюводннхъ  чет- 
вертаго  порядка,  составимъ  сначала,  при  помощи  прелндущнхъ  фориухь. 
выражепя  С1%дующихъ  величпнъ: 


во    = 


Зш'во'— $во'+3|ро'со8Х 


*3в"—  2>1о"' = 4«*т}о'  +-  2  ^  V  +  ^Оф  С08  л 

«„,,"  +  2во"'  =  —  4«>'в„'  —  2 1  во'  +  6 1  ро'  С08  X. 

ПосгЬ  в^Ькоторнхъ  преобрааованИ  вайдемъ: 

Х<*>=  гв-  («»*  зт  А  С08  Л  —  ^  8111  а  С08  а)  + 

Н-4(«>''  +  5)">Чо'8ША  —  6  ^  оп}о' 8Ш  о  С08  X + 

+  3 ^г  ((чо')*  -  5(ро')')  8т  а  +  3  ^  (ЗГо'ро'- Зо'х); . .  (Ш,  а) 

Чо'*=  —  4  («Ч^)  «во'  +  6  ^  шро'  С08  X  +  6  ;^  т1о'ро';  •  •  (Ш,  Ь) 
ао<*^=  Зв(о.'  С08*  Л  —  I С08*  а)  + 1 6?+ 
+  4  Г<в*  +  д)  «Чо' <*08  А  —  6  ^  »7}о' С08  в  сов  X + 
+  3^((т,о?-5(ро')')с08аН-3^(34о'ро'+»о'х) (Ш,с) 


Принявъ  во  ввимаехе  равенства: 

(?С08А  =  (^  —  ^Ва)^)сОаX,    б^81ПЛ  =  5'8^^^^> 


.(247) 


тюшежь  упростить  внраженхе  перваго  члена  второй  части  равенства  (246,  а); 
а  шшио  1Ш  В1^демъ,  что  онъ  равенъ: 


З^Л<0*8ШНС08Х. 
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Составгаъ  ряда  для  сл^дующвхъ  случаевъ: 
А)  Щтерьяльная  точка  пущена  свободно,  безъ  начально!  от- 
осительной  скорости,  то  есть: 

1<,'  =  0,  щ=0,  г«'  =  0; 
огда  варажешя  для  коордннагь  будутъ  слЪдующ1я: 

;=_|Л<В*|8ШЧС08Х+ (218,  я) 

7)  =— 6=<»^совД  + :...(.248,Ь) 

^=-е|+6^(^+ш^Vд— |со8'.)|+. . . .  (248,с) 

Второе  внр11хен1е  показываетъ,  что  точка  увлоняетсд  въ  отри- 
ательную  сторону  оси  Т  (то  есть  къ  востоку)  отъ  плосбостй 
ерид1ана  точки  Ю\  величина  этого  отклонешя  пропорц10нальна 
эеинусу  истинной  широта  А  точки  Ю. 

Взявъ  6^=9,8  единицъ  ускорев1я,  А  равннмъ  51'^я{=  5,687 
!куады,  получимъ  приблизительно: 

5=158,5  метра,  ■(]=  —  27,56  жиллииетра; 

)  есть,  при  паденш  точки  съ  высота  158,5  жетровъ  подъ  ши- 
отою  въ  51°  (северной  широты),  отклонеюе  къ  востоку  аолу- 
ится  въ  27  съ  половиною  киллижетровъ;  но  оиатанъ,  нроиз- 
аденЕЫИъ  РеОхожъ  въ  Фрейбург'Ь  (находящимся  подъ  широтою 
1  градуса)  оказалось,  что  при  п&дея1и  съ  втой  высоты  получается 
гклонвн1е  въ  28,3  ниллииетра  къ  востоку;  кромЬ  того,  при  т^хъ 
в  опнтахъ,  наблюдалось  еще  н!!Е|Боторое  отклонен1е  Бъ  югу. 
Формула  (248,  а)  даетъ,  напротивъ,  отклонеше  бъ  сЪвер; 
притомъ  совершенно  ничтожное:  для  ^=6  секуидаиъ,  полу- 
мтся  8  иалл1онныхъ  долей  молиметра;  Боатому  иохно  сказать, 
го,  00  формулаиъ  (248),  двихен1е  падающей  точки  совершается 
рнблизительно  въ  плоскости  З^'- 
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Прж  ^=»6  секунданъ,  второй  членъ  ряда  (248,  с)  предста* 
вдяетъ  длину  въ  2,6  нилди11е1*ра;  если  пренебречь  этннъ  членонъ, 
а  также  веЪин  членами,  заключающими  степени  I  выше  З-й,  то 
движев1е  свободно  падающей  точки  выразится  такъ: 

5  =  0,   7|=— вшз  С08Л,   5  =  — б^^; 

а  тра9ктор1я  окажется  полукубическою  параболою,  заключающеюся 
въ  плоскости  Зг. 

В)  Если  начальная  относительная  скорость  направлена  по  оси 
3)  то  есть,  если  точка  брошена  вертикально  сниру  вверхъ,  то  внра- 
жен1я  относительннхъ  коордннатъ  будутъ  нм'Ьть  сл:Ьдуюш1й  видъ: 

X  =  ^  ЬоВ  (О*  81П'  X  С08  X, 

5=а,'<-е^|_а,'|[з(а,«со8'^л-|со8^«)+|], 

4СЛ1  пренебречь  членами^  заключающим  четвертый  и  высш1я  сте- 
пени времени. 

Чтобы  составить  себФ  хотя  приблизительное  понят1е  о  вид'Ь 
этого  движен1Я,  пренебрежемъ  членами,  заключающими  величины: 

тогда  получммъ: 

Изъ  этихъ  выражешй  видно,  что  въ  тотъ  моментъ  ^,  въ 
который  точка  достигаетъ  наибольшей  высоты,  она  будетъ  откло- 
лева  къ  западу  отъ  вертикальной  плоскости  на  длину: 


(249) 


Чг=1[|т^-шС08А; 
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«вить  ^=»  2<  точка  вернетеа  на  ось  Г  I  будетъ  отионева- 
очвн  Ю  къ  аа'м^  ва  А1кву: 


ся  та  часть  отноевтельной  траэктор!!,  котораж  пробегается 
о  въ  течеше  промежутка  времнв  отъ  1=0  до  Ь=1ц  ва- 
ея  въ  квадраягЪ  поюхвтеяьвахъ  осей  Т  к  3- 
.  Чтобы  составить  себФ  прибяваительное  110Еят1е  о  внд'Ь  двв- 
■атерьяльной  точкв,  брошенной  еъ  начальною  скоростью  «о 
угложъ  а  къ  встввнону  торнзонту  точки  ^0  и  въ  вертн- 
)й  пюскостя,  составляющей  азнкутъ  ^  еъ  плоскостью  ■ери- 
нв  пренебрежежъ  члеванв,  аавлючающни  венчинн: 

•"'ко'.  «^о'»  «и*  д» 

<ми  членаи  вясшаго  порядка  ■алоств;  тогда  получпъ  сл11- 
1а  ввражепи: 

'Ь  —  ■Цо'^'ч'  вШ  Л 

/*+  (!..'  81П  А  -Ь  а»'  С08  Л)  1\—  (?  I «  еоз  Д     (250) 

'Ь  —  1)(('(*<оС08  Д— 6г  2 

й'=«оС08аС08р,   Т1о'=НоС08в810р,   ^^ЩШ1а. 


'равннвъ  ВТ1  ввражешя  съ  "Лча,  которня  нолучвлвсь  бн  прп 
внхвостк  зенлн  (при  а>=0)  в  врв  дФЙств)!  ва  точку  уско- 
О^  направленваго  по  отрицате^ьвой  оси  3,  ин  увидвнъ, 
|ращев1е  зеии  оказаваетъ  следующее  вл1ян1е  на  полетъ  бро- 
1Г0  тяхелаго  тЪла. 

)  Двих'>н1е  параллельно  оси  3  совершается  ве  съ  ускорепеиъ 
)  съ  уекорешенъ 

О  +  2щ,<л  соз  Л  С08  л  з1п  р, 
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I 

доб1вочннй  Ч1енъ  котораго  0роаорц1онадбнъ  кос1ещ  иетжнной  ши- 
рота Л  я  синусу  азимута  р;  поэтому,  при  одно!  и  той  же  скорости  щ 
ж  при  томъ  же  угл'Ь  а,  брошенное  гЬдо  поднимется  на  большую  вн- 
«оту  при  восточномъ  азимут'Ь  (р<0),  ч^Ьмъ  при  западномъ  (^>0). 
Ъ)  ТрааБтор1н  не  ваключается  въ  вертикальной  плоскости: 

Еа«ъ  было  бы  при  неподвижности  земли,  но  имФетъ  видъ  витой  кри- 
вой ДИН1И;  если  представить  себ'Ь  подвижную  вертикальную  плоскость, 
^шиючающую  въ  ееб'Ь  движущуюся  точку,  то  законъ  изм'Ьнен1я  ази- 
мута В  зтой  плоскости  выразится  сл'Ьдующею  формулою: 

Изъ  дтой  формулы  видно,  что  брошенное  тЪло  отклоняется,  на 
ч^Аверномъ  полушар1и,  вправо  отъ  первоначальнаго  направлен1я;  въ 
«амою  д^Ш  второй  членъ  суммы  (251)  с^храняетъ  положительную 

величину  въ  течен1И  времени  отъ  <=0  до  1=  ^о^^^«.  до^^ому: 


В>(р+агс18  (^81П  Л)) . 


Если  тДло  брошено  горизонтально,  и  начальная  скорость  его 
настолько  велика,  что  можно  пренебречь  вторымъ  членомъ  суммы 
<251),  то  тогда: 

1)^(5  — р)««<ш81пА; 

то  есть  уголъ  {В  —  р)  возрастаетъ  пропорщонально  времени  и 
синусу  широты  Л,  и  притомъ  это  отклонеше  не  эавиеит^  атг 
первоначальнаго  азимута  р. 

с)  Иожно  показать,  что  враш^енхе  земли  увеличивяетъ  дальность 
помета  при  западномъ  азимуте  р  и  уменьшаетъ  при  восточномъ. 

Выражешя  (250)  могутъ  быть  получены  также  при  помощи 

<СЯ4(ДУЮЩИХЪ   Д4ЙСТВ1Й. 
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Пренебрекенъ   въ  иффвреящахьншъ  ураввевйхъ 
(243)  чления: 

и,  вамФнивъ  р  черезъ  Д  пренебрежемъ  отношениня: 

111. 
Л-    Л'    Л- 

тогда  подуднкъ  дифференц1альвня  уравнен1Я  мЪдующаго  вяда: 

%"^ — 271' юШ  А 

т)"«=  +  2(к'8!пД  +  5'со8Д)о.  (252) 

у = —  2-ц'<а  С08  Д  —  С 

Первне  интеграда  этихъ  уравнен1й  будутъ: 
5'=5о'— 211ш$тД 
■Ч— т7о'+2(!апЛ+8со8Д)с1> 

о'  =  }о'— 27|и)С08  Д —  (?(; 

эви  даютъ  наиъ  аырахен1д  провкцШ  скорости  въ  функщяхъ  вре- 
■енк  в  координатъ;  подставивъ  втв  внражен111  въ  уравнет  (252) 
I  отбросввъ  члевн,  содерхащ1е; 

о)*Х,  ш'т1,  ш% 

}уде1ъ  им^ть  лвфференщальвыв  ураввев1я: 

|"= —  21)о'и>81ПА 

ч"  =  2(;о'  вш  Д +Зо'со8  Д)  О)  —  2*в<»  соз  Д 

8"=— 21]о'"'С08Д  — в; 

двукратное  внтегрвровав!е'  этвхъ  ураввевЛ  приведетъ  яаеъ  къ 
шражен1Я1Ъ  (250). 
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§  31.  Положен1я  равнов1Ьс1я  своФедной  иатерьяльиой 
точи.  Уедов1я  устейчнвоств. 

Свободная  натерьдльнад  точка,  подверженная  д^кйств1Ю  вакнхъ 
лбо  еияъ,  ножетъ  оставаться  въ  поко^  ъъ  т'Ьхъ  точкахъ  нро- 
етранства,  въ  ноторнхъ  силы,  прилохенння  къ  поноящейся  точвЪ, 
взаинво  уравновешиваются;  таБ1я  положен1я  натеръяльной  точки 
называются  положенгями  равнов1ьсгя  ея. 

Наприн^ръ,  натерьяльная  точка,  подверженная  притяжешю, 
направленному  въ  неподвижному  центру  С  и  прямопропорщонально- 
иу  разстоянш  отъ  (7,  будетъ  имФть  положен1е  равновФс1я  въ  этомъ 
центр*  С. 

Тотъ  же  центръ  будетъ  положешемъ  равнов!Ьс1я  даже  и  тогда, 
когда,  кром'Ь  притяжешя  въ  нему,  на  точку  будетъ  действовать 
сопротивлеше  среды,  пропорщональное  первой  степени  скорости; 
въ  самомъ  Д'Ьл:Ь,  если  матерьдльная  точка  будетъ  помещена  въ 
центръ  С  безъ  начальной  сворости,  то  обЪ  силы  будутъ  раЬны 
вуло,  и  матерьяльная  точка  останется  въ  покоЪ. 

Тотъ  же  центръ  будетъ  лоложен1емъ  равнов'Ьс1я  и  въ  томъ  слу- 
чае, когда,  вм:Ьсто  притлжен1я,  на  точку  дМствуетъ  сила  отталки- 
вающая ее  отъ  центра  и  пропорц1ональная  разстояшю  отъ  него. 

Матерьяльная  точка,  пом^Ьщенная  въ  положен1и  равнов^Ь€1я 
безъ  начальной  скорости,  будетъ  оставаться  въ  поко:Ь  до  т^Ьхъ 
поръ,  пова  какая  либо  посторонняя  сила  или  причина  не  вы* 
ведетъ  ее  изъ  этого  положешя. 

Положимъ,  что  д'Ьйств1емъ  некоторой  временной  причины,  ма- 
терьяльная точка  будетъ  отклонена  изъ  положешя  равнов'Ьс1я  М, 
въ  одну  изъ  близлежащихъ  трчекъ  пространства  и  будетъ  выпу- 
щена изъ  этой  точки  Жо  съ  начальною  скоростью  Vо]  послЪ  этого, 
Х'Ьйств1е  временной  причины  прекращается,  и  матерьяльной  точк'Ь 
предоставляется  совершать  движенхе  подъ  вл1ян1емъ  тЬхъ  силъ, 
который  взаимно  уравнов^Ьшиваются  въ  точкФ  Ж«,  но  не  уравно- 
вешиваются въ  близлежащихъ  частяхъ  пространства. 

ДвияБеше  это  можетъ  быть  различнаго  характера,  смотря  по 
расположешю  силъ  въ  сосФдств'Ь  съ  точкою  Л2«,  смотря  по  величине 
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и  направлбН1Ю  началъ&аго  отклонен1я  М^М^  и  смотря  по  вели- 1 
чинФ  и  направлен1Ю  начальной  скорости  Vо. 

При  н'ЬБОТоркхъ  силахъ  натерьяльная  точка  совершаетъ  движе- 
Н1е,  не  вшсодя  изъ  предФловъ  нЬкотораго  объема,  окружающаго 
точку  ЛГе;  притомъ  размеры  атого  объема  тЪмъ  мен'Ье,  чФмъ  нен'Ье 

отклонеше  М^М^^  ж  скорость  «;о,  а  если  послЪдтя  (то  есть  31«Мо 
и  V^  бевконечно-налн^  то  движен1е  совершается  въ  безконечно- 
т^Ьсннхъ  нред*Ьлахъ  около  положешя  равнов:Ьс1Я  М^. 

Если  движен1е  имЪетъ  такой  характеръ  при  весьма  малнхъ 
начальныхъ  отклонен1яхъ  по  всевозможвымъ  направлен1ямъ  изъ 
положен1Я  равнов^Ьс1я  и  при  всевозможныхъ  направлешяхъ  весьма 
малнхъ  начальныхъ  скоростей,  то  положеше  равнов'Ьс1я  назнваютъ 
усшойчиеымб. 

При  другихъ  же  силахъ  матерьяльная  точка  въ  своемъ  дви- 
жети  все  болФе  и  бол^Ье  удаляется  отъ  положен1я  равнов4с1я,  даже 
всл'Ьдств1е  самнхъ  незначительнахъ  начальныхъ  отклонешй  и  ско- 
ростей; такое  положеше  равнов'Ьс1я  называютъ  неустойчиеымг- 

Наприм'Ьръ,  центръ  С  есть  положеше  устойчиваго  равнов1Ьс1я 
матерьяльной  точки,  притягиваемой  къ  нему  силою,  пропорщональною 
разстоян1Ю;  потому  что  матерьяльная  точка,  по  отклонешй  ея  на  раз- 
стоян1е  конечной  величины  отъ  центра  (7  и  по  сообщен1И  ей  началь- 
ной скорости  конечной  величины,  будетъ  совершать  движенхе  вокругъ 
С  по  эллипсу  конечныхъ  рази'Ьровъ  (см.  примЪръ  5  на  стр.  82). 

Напротивъ,  тотъ  же  центръ  будетъ  положенгемъ  неустойчивато 
равнов4с1Я,  если  онъ  отталкиваетъ  отъ  себя  матерьяльную  точку  си- 
лою, пропорц1ональною  разстоянш;  потому  что  движущаяся  точка 
уходитъ  въ  безконечность  даже  всл'Ьдств1е  самыхъ  незначительныхъ 
отклонешй  изъ  центра  С,  какъ  это  видно  изъ  сл^Ьдующихъ  формулъ: 


X 


=Хо[ 2 /'   У=УЛ 2 У' 


при  составлен1и  которыхъ  предполагалось,  что  центръ  С  взятъ 
за  начало  коордииатъ,  и  что  начальная  скорость  равна  яудю; 
изъ  этихъ  формулъ  видно,  что,  даже  при  весьма  малнхъ  началь- 


1 


<    > 
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ннхъ  отБЛонбН1Я1Ъ  Хо^  ^о»  координаты  X  я  у  получаютъ  без- 
ковечно  больш1я  8начен1я  при  <=оо. 

Устовчиво(ггь  равновЪе1я  натерьяльной  точки  въ  центр:Ь  С^ 
притягивающенъ  ее  силою,  прооорцЕОнальною  разстоянЕЮ,  прояв- 
4Я6ТСЯ  довольно  наглядно  въ  сред'Ь,  оказывающей  движен1ю  на- 
терьяльной точки  сопротивлен1е,  продорцшнальное  скорости;  тогда 
движущаяся  точка  будетъ  постепенно  приближаться  къ  притяги- 
вающему центру,  описывая  вокругъ  него  спираль,  все  болФе  и 
<$ол^  съуживающуюся  (см.  стр.  83,  черт.  6). 

Положешя  равновФсгя  натерьяльной  точки,  на  которую  дМ- 
ствуютъ  силы,  им'Ьющ1Я  потенщалъ  17,  суть  в&Ь  тЬ  точки  про- 
странства, координаты  которнхъ  удовлетворяютъ  тремъ  уравнен1яиъ: 

2-  =  0,    ^^0,    ^=0; (253) 

ЭТО   МОГуТЪ   быть:    или   изолированный  точки,  или  СПЛОШНЫЯ  ЛИН1И, 

воверхности  и  объёмы,  наорим'Ьръ: 

ПримФръ  22.  Силы,  приложенным  къ  натерьяльной  точк'Ь, 
«уть:  силы  притяжен1Я,  пропорц1ональныя  разстоян1ямъ,  къ  двунъ 
центранъ,  находящийся  на  оси  X  въ  точкахъ  (д^^^а)  и  (^а= — а), 
н  сила,  параллельная  положительной  оси  2  и  пропорщональная 
квадрату  разстоян1Я  натерьяльной  точки  отъ  плоскости  ХУ;  вели- 
чины этихъ  трехъ  силъ  —  сл'Ьдующ1я: 

гд^  Гг  И  Г2  означаютъ  разстоян1я  натерьяльной  точки  отъ  притяги- 
вающихъ  центровъ. 

Въ  этоиъ  случа'Ь  потенщальная  функц1я  будетъ: 

Уравнен1Я  (253)  будутъ  сл'Ьдующаго  вида: 

—  2|х'ж=0,  —2^1^=0,  XV  — 2а'^=0: 


[ 


^ 


.* 
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жзъ   нихъ  находинъ,   что   равЕов'Ьс1е 
точкахъ  пространства: 


силъ   возможно  въ  двухъ 


1)  (с=0,  у=0,  ;8Г=0; 

Прим^ръ  23.  Притяжен1я  т'Ь  же,  какъ  н  въ  предыдущегь 
прии'Ьр'Ь,  но  вм'Ьсто  силы,  параллельной  оси  2,  д^Ьйствуетъ  сила, 
отталкивающая  иатерьяльную  точку  отъ  оси  X  пропорщонально 
квадрату  разстояшя  точки  отъ  этой  оси;  величина  этой  силы: 

Потенц1альная  функц1я  зд'Ьсь  будетъ  сл'Ьдующая: 
приравнявъ  нулю  первый  проиэводння  ея,  получииъ  уравнев1я: 

изъ  которыхъ  сл'Ьдуетъ,  что  положеи1я  равнов'Ьс1Я  суть: 

1)  начало  координатъ:  а?=0,  у=0,  ;ег=0, 

2)  каждая  изъ  точек'Ь  круга: 

Прин^Ьръ  24.  При  дФйствш  силъ,  ин'Ьющихъ  потенщалъ: 

положен1я  равновйсхи  матерьяльной  точки  суть  всЬ  точки  поверх- 
ности сферы,  ин'Ьющей  рад1усъ  X. 

Въ  каждой  такой  точк'Ь  пространства,  координаты  которой 
удовлетворяютъ ^реиъ  уравнен1ямъ  (253),  равнов4с1в  будетъ  устой- 
чивынъ  или  неустойчивымъ,  смотря  потому,  имЪетъ  ли  потенц1аль- 
ная  функц1я  27  въ  этой  точк'Ь  максинумъ,  или  минимумъ. 
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Пусть  М^  есть  одна  изъ  точекъ  равнов'Ьс1Д,  Т1^ — численное 
значеше,  получаемое  потена;1альною  функц1ею  въ  этой  точеЪ;  х^^ 
у„  в. —  координаты  этой  точки,  удовлетвордющ1я  тренъ  уравне- 
шяиъ  (253). 

Въ  точк*  Ж  (.т,+8а?,  у#+8у,  4г,+6;ег),  (^езконечно-бливкой 
къ  точкФ  Ж,  потенщальная  функщл  ииЪетъ  сл'Ьдующее  численное 
значеше: 

4*6  во  вторня  производная  должны  быть  подставлены  координаты 
точки  М^. 

Функц1Я  л  ии'Ьетъ  иаксимуиъ  въ  точк'Ь  Ж^^  если  8^  II  им^Ьетъ 
отртательпыя  величины  при  всякихъ  янакахъ  безконечно-иалыхъ 
Вбличинъ  8а;,  8^,  8^  и  при  всякихъ  отношбшяхъ  между  ними; 
какъ  изв'Ьстно,  это  можетъ  быть  только  тогда,  когда  вторыя 
вроизводныя  удовлетворяютъ  услов1ямъ: 

(зд-кь   вторыя   производный   обозначены  для   сокращенхя  объема 
формулъ  особыми  символами;  такъ 

^У»      дудя) 

Если  услов1Я  (254)  удовлетворены,  то,  въ  непосредственномъ 
сосФдств'Ь  съ  точкою  Ж^,  поверхности  уровня  им'Ьютъ  видъ  эллипсои- 
довъ  съ  безконечно-малыми  осями,  им'Ьющихъ  центры  въ  точк'Ь  Ж\ 
параметръ  такой  поверхности  уровня  есть:  ?7, —  Л^;  а  уравнен1е  ея: 

-А'-  ц,^Ч  л^/-^  л,/+2  с/;,уИ-2  и,^х+2  и^г,  (255) 
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к  есть  веська  малая  поетояввая,  имеющая  гЬшъ  ббхьшую  веяшнну, 
':|ъ  поверхвость  уровня  дахФе  отъ  точен  М,. 

Положижъ,  что  натерьяльвая  точка  откловева  изъ  аолохени 
виовФе1я  М,  въ  в«еыа  близкую  къ  вену  точку  М^,  в  зд'Ьсь 
сообщена  весьха  надад  начальная  скорость  Vо■,  пусть: 

гь  параметръ  той  ооверхноета  уровня,  на  Еоторой  ааходвтея 
чва  М^. 

Движение,   совершаемое  шатерьяльною  точкою,   до^шво  удо- 
етворять  закону  живой  силы: 


2    —~2~~^^  ~*' 

ъ  зтого  уравнен]Я  видно,  что  точка  ве  иожетъ  выйтн  внаруху 
В  аоверхвости  уровня,  для  которой 

гону  что  живая  сила  не  южеть  быть  отрицательною;  Еовтоиу 
чка  ЛГ„  въ  которой  потенциальная  функция  вхФетъ  иаксииуиъ, 
?ь  положение  устойчиваго  равЕов'Ье1я. 

Такъ,  въ  прииФрахъ  22-мъ  и  23'Мг  начало  координатъ  есть 
аожен1е  устойчиваго  равнов'Ьск. 
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ГЛАВА  IV. 

Механика  несвободной  матерьяльной  точки. 

§  32.  Матерьядьнад  точка  несвободна,  есди  существуютъ  пре- 
грады, не  П03ВОДЯЮЩ1Я  ей  ин'Ьть  какую  угодно  екороеть  по  какому 
угодно  направлен]Ю  изъ  той  точки  пространства,  въ  которой  она 
находится. 

Всдк]д  преграда  могутъ  быть  разснатриваеиы:  одн'Ь  —  какъ 
яоверхности  т:Ьдъ  непроницаеныхъ  натерьяльиою  точкою,  друпя  — 
какъ  поверхности,  удерживающ1я  на  себ4  точку. 

Кахдал  преграда  перваго  рода  не  позволяетъ  иатерьядьной 
точвА,  находящейся  на  преграждающей  поверхности,  сойти  съ 
нея  Бъ  сторону  непроницаеиаго  т^да,  дМствительнаго  иди  во- 
ображ&енаго,  ограниченнаго  этою  поверхностью;  точка  ножетъ  дви- 
гаться вдоль  по  поверхности  или  сойти  съ  нея  въ  свободную  сто- 
рону; поэтому  такая  преграда  называется  поверхностью^  не  удер- 
оюивающею  матерьяльной  точки. 

Наприы^Ьръ,  матерьяльная  точка,  прикр'Ьпленная  къ  одному 
концу  гибкой,  нерастяжимой  и  неим^ющей  массы  нити,  другой 
конецъ  которой  прикр^пденъ  въ  начад^^  координатъ^  им1^ётъ  пре- 
градою поверхность  сферы,  рад1усъ  которой  равеиъ  длин^Ь  нити, 
а  дентръ  находится  въ  начал'Ь  координатъ.  Пока  нить  ненатянута, — 
натерьяльная  точка  находится  внутри  сферы,  гд'Ь  она  совершенно 
свободна;  если  же  нить  натянута,  то  точка,  находясь  на  поверх- 
ности сферы,  можетъ  им^ть  двнжеше  вдоль  по  сфер'Ь  или  внутрь 
ея;  внаружу  же  сферы  ея  двнжеше  преграждено  нерастяжимостью 
ВИТИ.  Эта  сфера  есть  очевидно  поверхность,  не  удерживающая 
точку  отъ  перем'Ьщен1й,  направленныхъ  внутрь  ея. 

Каждая  преграда  втораго  рода  не  позволяетъ  матерьяльной 
точкф  сойти  съ  некоторой  поверхности,  ни  въ  ту,  ни  въ  другую 
сторону  ея,   такъ  что  точка  можетъ  двигаться  только  вдоль  по 
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поверхности;  такую  преграду  называютъ  поверхностью^  удержи- 
вающею  на  себгь  матерьяльную  точку. 

Прим^Ьромъ  такой  поверхности  южетъ  служить  поверхность  сфе- 
ры, на  которой  должна  оставаться  матерьяльная  точка,  прикр'Ьплен- 
ная  къ  одному  концу  безконечно-тонкаго^  вполне  твердаго  стержня, 
другой  конецъ  котораго  постоянно  находится  въ  &ачалФ  коорди- 
натъ;  предполагается,  что  стержень  ножетъ  совершать  какое  бы  то 
ни  было  вращательное  движен1е  вокругъ  этой  неподвижной  точки. 

§  33.  Огран1чен1е  свободы  дв11Жен{я  точки  поверх- 
ностью, удерживающею  ее  на  себ16. 

Координаты  иатерьяльной  точки  должны  постоянно  удовле- 
творять уравнешю  поверхности,  удерживающей  ее  на  себ^. 

Если  эта  поверхность  неподвижна,  то  уравненхе  ея  заключаетъ 
въ  себ'Ь  координаты  и  постоянные  параметры. 

Если  же  поверхность  движется  или  изи'^^няегь  съ  теченхемъ 
времени  свой  видъ  или  разм'Ьры,  то  уравнен1е  ея  будетъ  заклю- 
чать: координаты,  постоянные  параметры  и  время  Ь. 

Наприм'Ьръ,  поверхность  сферы^  центръ  которой  движется 
равнон'Ьрно  со  скоростью  к  по  оси  X,  а  радтусъ  возрастаетъ 
равномерно  со  скоростью  А,  выразится  сл-Ьдующинъ  уравнен1емъ: 

гдф  X  есть  абцисса  центра,  а  Б  —  величина  рад1уса,  въ  моментъ 
«=0. 

Если  матерьяльная  точка  движется  по  поверхности,  выражае- 
мой уравнен1еиъ: 

/"(^^,^,-^,0=0, (256) 

то  скорость  ея  должна  удовлетворять  следующему  уравнен1ю: 


и\. 
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которое  можно  представить  подъ  такЕп  видоиъ: 

^^.Vсоф.N)  +1=0, (258) 

гд4  N  есть  направлепе  положительной  нормали,  возстановленной 
къ  поверхности  (256)  изъ  той  точки  ед,  въ  которой  движущаяся 
иатерьяльная  точка  находится  въ  моиентъ  Ц  косинусы  угловъ,  соста- 
вляеиыхъ  этою  нормалью  съ  осями  координатъ,  выражаются  такъ: 


_1^, 


со8(2^,Х)=д^.^ 


(259) 


^  =  +  /(|)Ч(|Г+ЙГ (^59  Ы8) 

Уравнеше  (258)  внражаетъ,  что  прозкцхя  скорости  V  на  на- 
правюше  положительной  нормали  должна  им'Ьть  величину: 

-^1 (260) 

11ро9вц1л  скорости  на  касательную  плоскость  къ  поверхности 
южетъ  быть  какая  угодно. 

Частная  производная  отъ  /*  по  <  равна  нулю,  если  поверх- 
теть  неподвижна]  тогда  уравнен1е  (258)  будетъ  выражать,  что 
скорость  должна  заключаться  въ  касательной  плоскости^  чтб 
понятно  и  само  собою. 

Если  поверхность,  не  изм'Ьняя  ни  своего  вида,  ни  разм'Ьровъ, 
П'Ьетъ  какое  либо  движете,  то  можно  представить  себ4,  что  она 
принадлежитъ  н'Ькоторой  движущейся  неизменяемой  сред'Ь,  такъ 
по  всЬ  точки  поверхности  суть  точки  этой  среды.  Означимъ 
черезъ  V)  скорость  той  точки  Ш  поверхности  и  среды,  съ  кото- 
рою иатерьяльная  точка  въ  моментъ  Ь  совпадаетъ;  эта  скорость 
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должна  удовлетворять  тону  же  уравненхю  (258),  которому  удо- 
влетворяетъ  и  V^  потому  что  матерьяльная  точка  им'Ьла  бы  ее 
(т.-е.  скорость  го\  если  бы  оставалась  въ  постоянномъ  совпаден1м 
съ  точкою  Ш^  а  не  двигалась  бы  вдоль  по  поверхности;  м  такъ: 

^Ги^сов{щЮ+  1=0 (261) 

Вычтя  ураввеше  (261)  изъ  уравнешя  (258),  получимъ: 

^ИV  С08  {V,N)  —  «1?  с(  8  (ги^N)^= О, 

или: 

ДЛ«*со8(««,2^)=0, (262) 

гд'Ь  и  есть  скорость  относительн:4го  движенхя  матерьяльной  точки 
по  отношен1Ю  къ  той  неизменяемой  сред'Ь,  съ  которою  движу* 
щаяся  поверхность  неизм'Ьняемо  связана;  уравнеше  (262)  выра- 
жаетЪу  что  относительная  скорость  и  должна  заключаться  въ 
касательной  плоскости  къ  поверхности. 

Если  поверхность  деформируется,  то  можно  представить  себФ, 
что  она  принадлежитъ  некоторой  деформирующейся  сред1^,  такъ 
что  вс^  точки  поверхности  суть  точки  этой  средн.  Разсуждая 
такъ  же,  какъ  выше,  придемъ  къ  такому  же  заключен1Ю,  а  именно, 
что  скорость  относительнаго  движенгя  матерьяльной  точки 
по  отношенью  къ  средть  должна  заключаться  въ  касательной 
плоскости  къ  поверхности. 

%  34.  Огран1чен1е  свободы  дв1жен1я  точк!  поверх- 
ностью, не  удерживающею  ее  еъ  одной  стороны. 

Условимся  писать  уравнен1е  каждой  неудерживающей  поверх- 
ности такимъ  образомъ,  чтобы  во  второй  части  уравнешя  бнлъ  нуль, 
и  чтобы  первая  часть  д'Ьлалась  ббльшею  нуля  при  подстановлеши 
въ  нее  координатъ  точекъ  той  части  пространства  вн1^  поверхности, 
въ  которую  матерьяльная  точка  можетъ  сойти  съ  поверхности. 

Такъ,  наприм'Ьръ,  уравнеше  поверхности  сферы  радхуса  ^^, 
им'Ьющей  центръ  въ  начале  координатъ,  будемъ  писать  такъ: 

^г«_  (а;3+у2^^»)=о (263) 
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если  поверхность  эта  не  удерхиваетъ  матерьлльную  точку,  находя- 
щуюся на  ней,  отъ  перем1щен1й  внутрь  ея;  потому  что  коорди- 
наты точекъ^  находящихся  внутри  сферы,  д'Ьлаютъ  первую  часть 
этого  уравнешя  бол'Ье  нуля  и  обращаютъ  его  въ  неравенство: 

Если  же  та  же  самая  сфера  пе  удерживаетъ  матерьлльную  точку 
отъ  перем'Ьщешй  внаружу  ея,  то  уравнеше  ея  станемъ  писать  такъ: 

{г^+у^+^)-]В?=0 (264) 

для  того,  чтобы  первая  часть  его  делалась  большею  нуля  при 
подстановлеши  въ  нее  координатъ  точекъ,  находящихся  вн:Ь  сферы. 
Прк  соблюдеши  этого  условхя,  въ  свободную  сторону  поверх- 
ности будутъ  направлены  положительння  нормали,  возстановлен- 
ння  нзъ  точекъ  поверхности;  въ  самомъ  Д!Ьл:Ь,  если  блиэъ  точки 
^  {^у  99  ^)  поверхности: 

А^,У,^,«)=0 (265) 

возьмемь  другую  точку  Ж,  {х+Ьх^  У+8у?  ^+8^),  такую,  чтобы 
направлеше  ММх  составляло  острый  уголъ  съ  направлешемъ  поло- 
жительной нормали  ^У^  (259,  259  Ыв),  возстановленной  изъ  точки 
Ж,  то  ножемъ  утверждать,  что  произведете: 


^1" .  ММгСО^{ММг,Ю 

или  равный  ему  тричленъ: 

бол^  нуля^  знакъ  же  этого  тричлена,  при  безконечной  малости 
велмчипъ  Ьх^  Ьу^  Ьг^  опред41^етъ  собою  знакъ  величины: 

/'(^^^+&с,  у+Ьу,  г+Ьф, 
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тъ  эта  величина,  также  болЬв  нуля,  а  сл'Ьдовательно  точка 
аходктся  ввФ  поверхности  съ  свободной  сторовн  ел. 
[атерьядьная  точка  свободна,  когда  находится  ътЛ  новерх- 
(265);  тогда  координаты  ел  удовлетворлюгь  неравенств;: 

/■(х.  у,  2,  ^)>0, 

рость  ея  моаетъ  их'бть  какую  угодно  величину  и  какое  угодно 

влеп!е. 

!сли  въ  какой  либо  ноиеитъ  I  иатерьвльная  точка  яаюдЕтся 

1верхвости  (265),  то  въ  моиентъ  (1+1И)  координаты  ея: 

х-{-Вх=х-\-х'аНх"^-^+ 

у+Вр=}^+1/'аь+у"^^+.  .  . . 


[ы  удовлетворять,  или  равенству: 

Г{х+Вх,  у-\-Ву,  г+Вг,  1~\-т)=0, (266) 

[еравенетву: 

Пх+Вх,  у-\-Ву,  в+Вг,  (+^)>0, (267) 

я  потопу,  осталась  ли  точка  на  поверхности,  или  сошла  съ  цел. 
'азлохииъ  первую  часть  равенства  (266)  или  нер&вепетва 
I  по  воеходящииъ  степенянъ  дифференциала  дА;  принявъ  во 
ш  уравиен|е  (265),  получииъ: 

+Вх,  у+Ву,  л^В^,  (+<й)=|й(+0^+..(268) 
%-1^Ф'г%г'^% (269) 
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^(—^^^^^^^.I'Л.^^^I 


,^=1^"Чу"-^1'"+^^ (270) 


* 


+  2^У'-'  +  2^,,'  +  2,^.- (271) 

Посл'Ь  этого  можежъ  сказать,  что  если  иатерьяльная  точка  въ 
ломентъ  I  Еаходится  на  поверхности  (265),  то  координаты  ея, 
скорость  и  ускорен1я  должны  удовлетворять  равенству 


I'«^+&'тI^-•  •••=<>, (272) 


ш  неравенству: 


^^+г^г|-+---->о, (273) 


смотря  потону,  остается  ли  точка  къ  концу  безконечно-налаго  проме- 
жутка времени  сИ  на  тоб  же  поверхности,  или  сходитъ  съ  нея. 
Отсюда  слФдуетъ,  что  первая  полная  производная  отъ  /*  по  < 
не  можетъ  быть  отрицательною,  такъ  какъ  знакъ  ея  (при  поло- 
жмтельномъ  оИ)  опред'Ьдяетъ  знакъ  всего  ряда;  а  потому  скорость 
матерьяльной  точки,  находящейся  на  неудерживающей  поверхности 
(265),  должна  удовлетворять  сл'Ьдующему  условш: 

%^+%у'+%^'+%^^ т) 

то  есть: 

г;со8(г;,ЛГ)^-^| (275) 

Если  поверхность  неподвижна,  то  условхе  (275)  принимае'кь 
«л^Ьдующ1Й  видъ: 

VСов(V,Ю^О; (276) 

12* 
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что  скорость  матерьяльной  точки,  находящейся 
*ой  неудерживающей  поверхности,  моокетл  импть 
величину  и  какое  угодно  направленге^  составля- 
^окмтельною  нормалью  острый  или  прямой  уголь, 
понятно  само  собою. 

рхвость  движется  или  дефориируется,  то  жн  нохежъ 
1ть  н-Ьвоторую  среду  (ваЕЪ  объяснено  въ  предыдущежъ 
ереносящую  эту  поверхность  въ  пространстве;  озна- 
ЭЯ  ту  точку  поверхности  я  среды,  съ  которого  иа- 
чка  совпадаетъ  въ  иоиентъ  Ь. 
ь  точка  301  всегда  остается  принадлежащею  поверх- 
)ость  ея  чю  удовдетворяетъ  уравнен!»: 

«;соз(«-,^^)  =  -^|; (261) 

275)  н  равенства  (261)  сл4дуетъ: 

ит%{и,Щ^О; (277) 

1то  скорость  относительнаго  дйижен1я  точки  по  отво- 
де должна  составлять  острый  или  прямой  уголъ  съ 
)  нормалью  къ  поверхности. 
ов1е,  которому  должно  удовлетворять  усБ0рен1б 
|1цеИсяно  данной  удерживающей  поверхности. 
1шеприведенвыхъ  условШ,  ограничивающихъ  ироиз- 
юсти  движущейся  точки,  существуютъ  еще  услов1я, 
ЕВЫ  подчиняться  ускорен!я  ея. 
т,  остающейся  на  данной  поверхности,  услов|я  вти 
менствами: 

^^0    ^=0    ^^=0 

гь  8вачев1е  перваго  изъ  нихъ. 

'ъ  им'Ьть  сл%дующ1й  видъ  при  неподвихнобти  ио- 

У'+%!^'  Ф'+Ш', »'.  ^)=0 (278) 
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гкЪ  ^2  в^ь  ел'кдукущая  однородная  фунБЦ1я  второй  степени  отъ 
скоростей  х\  у\  в\ 


Равенство  (278)  иожетъ  быть  представлено  еще  такъ: 

А/-.г)со8(г;;^У)+/^(^,У,У)=0, (279) 

][ли: 

А/*.  §  С08  {V,т  +  Д/-.  ^'  С08  (р,^^)+Д=0, 

гд'Ь  р  овначаетъ  величину  и  направлен1е  рад1уса  кривизны  траэкто- 
рш,  описываемой  иатерьяльною  точкою  на  неподвижной  поверхности. 
Приндвъ  во  внииаше,  что  скорость  перпендикулярна  въ  нор- 
лали  ^\Г,  мы  найдемъ,  что  разсматриваемое  нами  услов1е  можетъ 
быть  выражено  также  сл^дующииъ  равенствоиъ: 

^со8(р,Ю=-^^^^^^, (280) 

гд^Ь  а^,  а^,  а^  означаютъ  косинусы  угловъ,  составллемыхъ  на- 
правлешемъ  скорости  съ  осями  координатъ  X,  У,  ^?'^^). 

Равенство  (279),  или  равенство: 

Ь^^Ь.Щ^-'^^^^Ь^ (279  Ы8) 

опред'Ьляетъ  величину  проэкц1и  ускорешя  на  нормаль  N  въ  каж- 
дой точк^^  поверхности;  величина  эта  зависитъ  отъ  величины  и 
направлен1Я  скорости,  такъ  что  ^  каждой  точкгь  поверхности^ 


*)  Косинусы  эти  должны  удовлетворять  равенству: 
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*р€дгьАенныхг  величинахь  у°,  а^.,  Оц,  о^,  проэкцгя  уско- 
ла  нормаль  кь  поверхности  должна  имтьть  вполнгь  опре- 
ое  значенге  для  тою,  чтобы  движущаяся  точка  не  оста- 
.оверхности. 

венство  (280)  ооред'Ъляе'гь  величину  рал!;са  кривизны  траэк- 
ь  зависииости  отъ  ваправлев1а  скорости  и  отъ  угла,  составляе- 
оскостью  кривизны  траакторш  съ  нориалью  къ  новерхности. 
двихную  поверхность: 

/•(ж,  у,  г,  0=0 

{яенаго  вида  иы  представляемъ  себ'Ь  принадлежащею  н1[- 
I  движущейся  веизи'ЬняеиоЙ  сред1Ь. 
разииъ  абсолютныя  координаты  х,  у,  г  въ  коордиватахъ  I, 
аосительно  н^которыхъ  осей  "Е.,  Г,  2,  неивм^нно-свяэаиннхъ 
Юю;  тогда  первая  часть  уравненья  поверхности  должна 
выразиться  нгькоторою  функцгею  координатг  ^,  т),  С* 
мчающею  времени  явнымг  образомг,  потопу  что  поверхность 
гея  въ  отноеительномъ  ноко!  по  отношеи1ю  къ  еред^Ь. 
юхииъ: 

^(х,  у,  г,  ()  =  (Р(5,  ъ  О. 
1'Ьдетв1е  такой  переи11ны  координатъ,  равенство: 

у  выражается  формулою  (271))  прянимаетъ  видъ: 

чный  виду  равенства  (278). 

юда,  также  какъ  и  для  неподвижной  поверхности,  получииъ: 

исоз(м,Л^)= ^ф' — , (аоИ) 
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гд'Ь  а^,  а^9  «с  ^У*"^^  косинусы  угловъ,  составляехыхъ  направлбН1емъ 
относительной  скорости  и  съ  осями  Е,  Г,  2;  9ти  косинусы  должны 
удовлетворить  равенству: 

дФ        ,  дФ        ,   дФ  ^ 

Подъ  02  и  ^Ф  мы  оодразуи'Ьваеиъ 


ФИ',  V,  С')=з^(Й'+. .  ■  -+2^154'.  • . .  (284) 

Равенство  (282)  опред'Ьляетъ  величину  проэкцш  на  нормаль  от- 
юсительнаго  ускорен1я  движущейся  точки  по  отношен1Ю  къ  неизме- 
няемой средф;  въ  каждой  точк'Ь  поверхности,  при  опред'Ьленныхъ 

ведячинахъ  и,  а^,  а^,  аг,  про9кц1я  относительпаго  ускорешя  и  на 

нориаль  къ  поверхности  должна  им^ть  вполне  опред'Ьленное  зна- 
чеше  для  того,  чтобы  движущаяся  точка  не  оставила  поверхности. 

Деформирующуюся  поверхность: 

Пх,  у,  ^,  0=0 (285) 

мн  представдяемъ  себ-Ь  привадяежащею  н^ЕОторой  деформирующейся  сред*]^ 
т&къ  что  во  все  время  движенш  поверхность  состоять  изъ  одн^^хъ  и  т^хъ 
же  точекъ  этой  среды. 

Буквами  х^  у^  а  мы  будемъ  теперь  обозначать  Еоординатн  матерьяль- 
ной  точки;  координаты  ге  точекъ  среды  и  поверхности  мы  будемъ  обоз- 
начать такъ,  какъ  въ  У-й  гдав^  кинематической  части,  а  именно  а,  Ь,  е 
будутъ  означать  координаты  Еако»!  либо  точки  среды  въ  моментъ  ^  =  0, 
а  )^  ^1  Ъ^ координаты  той  же  самой  точки  среды  въ  моментъ  I. 

Положимъ,  что  движен1е  среды,  а  съ  нею  и  поверхности,  выражается 
сл^^дующими  функц1лми: 

1=91(а,  Ь,  с,  1\  1?=3^а(а,  6,  с,  1\  %=Ы<Уу  Ь,  с,  О  •  •  •  (286) 

Если  въ  уравнеше: 

Аг,  ^,  Ь  0=0 (287) 
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^  9>  1  подставить  функцш  $„  ^„  $„  то  Д01жвв  будемъ  похучять 
16,  удоиетвораекое  начыьннии  воординатаии  всЪхъ  тЪхъ  точекъ 
Еоторна  яаходятсг  на  разматряваехоб  поверхвостн;  говоря  нваче, 
[ючешн  величЕнъ  ж,  9)  1  "^  равенствъ  (286)  в  (287),  шг  дохжвы 
ь  уравнен1е  начальнаго  полохени  поверхвостн: 

/•(а,  Ь,  с,  0)=0, (288) 

уравнеше,  не  заключающее  времени  авныиъ  обравонъ. 
ишеше  (285)  должно  удовлетворяться  тождественно  функц1Я11н  вре- 

':=т,  у=т),  «-«о. 

шцюп!  абсолютное  движеше  точки,  движущееся  по  равсматрнвае- 
)ерхяостп;  точно  также  ураввенЁе  (288)  должно  удовлетворяться 
вен  но  функц1янв  врененв: 

а=(р,((),  Ь=^Ц),  с==р.(0, 

ющинн  относительное  движен1е  той  же  точки  по  отвошев1в>  къ  де- 
гющевся  сред'Ь  (Кивен.  часть,  стр.  197,  строки  15—23  сверх;). 
1н  функция  /  будегь  приведена  въ  ввду  (288),  то  услов1л: 

«•=(1      <??=« 


ся  сд^дуютвви  равенствами: 

1''+жЬ'  +  я'=0 (289) 

-У +'У' +%'"+%>.<>')'+■■  ■  ■+2|^Л'=0;  (290) 

ой  стороны  ироиэвоюыя  отъ  /■  ПО  О,  6,  (  могуть  быть  иолучевн, 
}иваа  /  какъ  функн1ю  отъ  х,  у,  я  л  ^,  л  х,  у,  г  —  какъ  фунБШв 
ь  а,  Ь,  с,  ^  таяъ  что: 

дл     бх  да     ду  йв  *  дя  дл 

-' '-  ^ 


-  185  — 


'дх  дл^'ду  00'    'дг  да* ' 


Вс11дств1е  атого,  равевства  (289)  и  (290;  похуэдть  такой  видь: 

и(|со8(и,Х)+|со8(и,У)+^со8(и^)=0 

ДГ.«со8(и,^^)+иУ,(с„  с,  с,)=0, (291) 

гд^  и  есть  скорость  относительнаго  дввжен1я  (проэкщи  которой  на  оси  ко- 
ординатъ  выражаются  формулами  (240)  кинематической  части);  с^,  с^  с,— 
косинуса  утловъ,  составиемыхъ  направденхемъ  этой  скорости  съ  осями 
координатъ:  и  —  ускореше  относительнаго  движен1я  точки  по  отношешю 
КБ  деформирующейся  поверхности;  проэкцхя  этого  ускорен^  на  ось  X  вы- 
ражается такъ: 

+0(ОЧ2,^Ь'с'  +  2^^'«'  +  2,^а'6'*). . .  (292) 

Равенство  (291)  аналогично  равенству  (279). 


*)  Въ  дополнеше  къ  сказанному  въ  У-й  глав^^  кинематической  части 
сг&дуетъ  прибавить,  что  ускорен1е  абсолютнаго  движев1Я  точки  М  въ  какой 
либо  моменть  ^  есть  геометрическая  сумма,  составленная: 

1)  изъ  ускорен!я  го  той  точки  изм'Ъняемой  среды»  съ  которо!^  точка 
М  въ  этотъ  моменть  совпадаетъ, 

ги  С08(м;Х)=^, 

2)  изъ  ускорен1я  и  относительнаго  движен1я 

и  3)  изъ  добавочнаго  ускорен1я.  проэкщя  вотораго  на  ось  X  выра- 
жается такъ: 


20^«'+^ь'+Й4 


Если  среда  неизм1}няемая,  то  добавочное  ускореше  есть  противополож- 
ное поворотному. 


§  36.  о  кр1пн1зн11  лннШ,  проведенныхъ  по  поверхносп 
и  о  крмвнзн^  поверхностей. 

Формула  (280)  выражаетъ  кривизну  шв!»,  проведевноб  по  поверхностн, 
въ  функщн  стЬдующяхъ  величинъ:  х,  у,  в,  я^,  а^  а,,  соз  (р,?0;  первый  три 
суть  коорднааты  тоб  точки,  въ  котороб  опрся^ллетсл  кривизна  кривой, 
и'ЬлуюшДя  три:  а,,  а  ,  а,  суть  косинусы  угловъ,  составлю еиыхъ  съ  ослнк 
Еоордиватъ  касательиою  къ  кривой  въ  это)!  точк'Ъ;  последняя  величява  есть 
косннусъ  угла,  составлнеиаго  паоскостью  кривизны  крнво9  съ  нормалью 
къ  поверхности  въ  той  же  точк'Ь. 

Взъ  фориульг  ЭТО&  можно  видеть  сл'Ьдующее- 

1.  Раззвчныя  кривня  лнн1и,  проведеввыя  но  поверхности  черезъ  одну 
точку  ея,  нн^Ьющ1я  въ  этой  точк'Ъ  общую  касательную  п  общую  плоскость 
кривизны,  ни'Ёютъ  въ  неЯ  одинаковый  рал1усъ  кривизны. 

2.  Различный  кривыя  лнн1и,  проведенныя  по  поверхности  черезъ  одну 
точку  ея,  н  И11^ш1я  въ  этой  точк^  общую  касательную,  но  разлнчння 
плоскости  кривизны,   имЪютъ  въ  это!)  точк'Ь  таюе  раД1усы  кривизны,  что 


для  вс^хъ  вхъ  одинаково. 

Означииъ  черезъ  Я  величину  радиуса  кривизны  лии^и  пересЬченхя 
поверхности  плоскостью,  проведенною  черезъ  нормаль  V  и  черезъ  общую 
касательную  ко  вс^иъ  кривынъ;  такая  кривая  называется  нормальпыж. 
спчешмъ  поверхности. 

Предыдущее  отиошеше  (293)  равинетса  единиц*,  деленной  на  Я,  если 
рад1усъ  кривизны  нориальваго  сЬченхл  направлевъ  по  N■,  въ  противвонъ 
же  случае  отношение  (293)  равняется  шшусъ  единнц'Ь,  дленной  на  К. 

(.'л'Ьдовательно: 

то  есть  раНусь  криаимы  какой  лиГю  кривой,  проведемной  по  поверхности, 
равеяъ  проекты  на  плоскость  ся  кривизны  радгуса  кривизни  норма.и>М1И} 
•мченЫ,  проведеннаю  черезъ  касательную  къ  кргшой. 

Для  того,  чтобы  фориулы  не  зак.'1ючали  яваымъ  образонъ  двойствев- 
ааго  звава,  условиися  считать  кривизну  нориальваго  сЪченхя  отрицатель- 
аою,  если  рад1усъ  кривизны  его  направлеиъ  въ  сторону  отрицательной 
аормалв;  обозначать  ее  буденъ  знакомь  А. 


—  187  — 

^^_1Л2Ь^ (294) 

5.  Формула  (294)  упрощается,  если  уравнен1е  поверхности  будетъ  ^ 
шено  относительно  0  и  представлено  подъ  видоиъ: 

Лж,  у)-г=0; 

тогда  будетъ: 


гд*: 

_дР       _д^'      _д»^^       _^     /_^. 

а  потому: 

6.  Формула  (294)  упрощается  тоже,  если  ось  2  параллельна  нормали 
ЛГ;  тогда: 

а^=Оу  аа.=со8ср,  а^=8Шср,  55=^'  5^~^' 

гд'Ё  7  есть  уголъ,  составляемый   касательвою   къ  кривой  съ  осью  Х<»«; 
будетъ: 


*  =  — (^^^5^Ч>  +  2^С08<р8Ш<р  +  |;^8ш'ср).  .  (296) 


7.  Формула  (296)  послужитъ  намъ  для  сужден1я  о  закон'Ь,  которому 
сл'Ьдуютъ  кривизны  нормальныхъ  с'Ъчен1Й,  заключающихся  въ  равличныхъ 
плоскостяхъ,  проведенныхъ  черезъ  одну  и  ту  же  нормаль;  для  большей 
наглядности  формулы,  преобразуемъ  ее  сл^кдующимъ  образомъ. 

Квадраты  косинуса  и  синуса  угла  ^  выразимъ  въ  косинусЬ  двойваго 
угла  ^: 

дх^'^ду^        дх""       ду^         о  [дхду)    .     ^ 

= Т1Г ^^^^«^^ ^8ш2ср, 


—  188  — 

1риведемъ   коэффишенты   у   косинуса  к  сипуса   къ  сд^жующену 


■учпнъ  сл-Ьдуюш,ее  вырахеаЁе  кривизны  аорнальнаго  с^^чеага- 


'>й- 


формулы  (297)  хорошо  видво,  какъ  изменяется  кривизна  нормадь- 
гн1Я  прн  враи[ен1и  секущей  плоскости  вокругь  нориали.  Нанмевь- 
впану  вн'Ье'гь  сечен1е  плоскостью,  составляющею  уголъ  ?(,  съ  плос- 
'X;  наибольшую  —  С'1>чев1е  плоскостью  иераевдвкулярно»  въ  иервоЗ 

[яющею  уголъ  {'ро'Ь'т)  *''*  плоскостью  2Х.  Эти  нормальный  сЬ- 
шваюгся  г.и1вными,  а  крввияны  ахъ  —  иакными  кривизнами  по- 
ш  въ  разснатриваеноЯ  точк^. 

шачинъ  паибольшую  крнвизву  анакомъ  Х^,  наименьшую  —  зна- 
,;  взъ  предылушнхъ  формулъ  найдемъ  сл'Ьдуюш1я  выражев1я  для 
ироивведен1я  зтнхъ  кривизнъ: 

Лм+Х^т-^—'-^-^ (299) 


ЛмЖш='-^^^^-щ^^^ ,.  .  .  (300) 

1Ъ  формулы  (297)  видно  также,  что  сунна  кривизнъ  двухъ  взаимно- 
1ьвыхъ  нормальныхъ  сЁченШ  въ  каждой  то-исЬ  поверхности  есть 
постоляная,  нв<)авнсящая  отъ  угла  ср,  опред'Ьляющаго  положение 
формула  (299)  выражаеть  величину  этой  суммы. 


—  189  — 

9.  Подобно  тому,  каЕъ  средняя  кривизна  какой  либо  дуги  изи'1^ряется 
отношен1ехъ  н'Ъкотораго  угла  къ  длин^  дуги,  авалошчво  этому  средняя 
кривизна  е;1Кой  либо  изогнутое  площади  изм']&ряется  отношен1енъ  н'^^кото- 
раго  тклесваго  угла  къ  величин']^  площади. 

Пусть  5  величина  н'Ъкоторой  площади,  взятой  на  кривой  поверхности 
п  ограниченной  замкнутымъ  контуроиъ. 

Представимъ  себ']Ь  коническую  поверхность,  им']Ьющую  вершиною  на- 
ча.1б  координатъ,  а  производящими  —  лин1и  параллельныя  нормалямъ  къ 
поверхности,  проведенньшъ  черезъ  точки  контура  площади  ^в'. 

Представимъ  006*1^1  кром'Ь  того,  сферу  рад! уса  равнаго  единиц'Ь)  им'Ью- 
щую  цеетръ  также  въ  начале  координатъ. 

Пусть  2  есть  величина  площади  той  части  поверхности  сферы,  которая 
заключается  внутри  вышеозначенной  конической  поверхности. 

Величина  гк[еснаго  угла,  образуемаго  коническою  поверхностью  при 

г 

ея  вершин']^,  л8М']Ьряется  отвошен1емъ  площади  ^  въ  единиц*]^  площади. 
Отношенхе: 


6  (един,  дливы)^ 


называется  среднею  кривизною  площади  ^9. 

Кривизна  поверхности  въ  какой  либо  точк'}^  ея  Л  есть  величина 
средней  кривизны  безконечно-малой  площадки,  заключающей  въ  себ^  (или 
на  своемъ  контур-Ь)  точку  Л. 

Означимъ  черезъ  >^,  Vу,  V^  косинусы  угловъ,  составляемыхъ  нормалью 
къ  поверхности  съ  осями  координатъ;  координаты  точки,  находящейся  на 
поверхности  вышеозначенной  сферы,  выразятся  величинами: 

/  ч  (един,  длины)  д/ 

(един,  длины)  Уд.=^  ^    д^ — ^^ 

/  ч  (един,  длины)  д/ 

(един,  длины)  Уу=^-^—^ -'^ 

/  ч  (един,  длины)  д/* 

(един,  длины) у^=^ ^ ^^. 

Площади  ]С  и  /в'  выразятся  сл'Ъдующими  интегралами: 


=(едЕН.  длиныГуу^;    5=У/ 


с1хЛу 


—  190  — 

и  ч^  в   V     иогуть  быть  выражены  функЕйяии  отг  х  и  у;  по- 

о  сл'блуегь,  что  крпвиана  поверхности  въ  кавоб  1и6о  точкк  еа 


Еривит  поверхностя=-5^  1^  —  1^  "^^ 

ь  2  параллельна  нориали,  возстановлепной  изъ  точки  А  по- 
),  для  зтоб  точки: 

ивнзна  въ  точ1с1|  ^  выраентсн  второю  частью  равеЕства  (ЗОО); 
1дуетъ,  что  во  всякой  точк'Ь  поверхности: 


(кривизва  тъв^\яостя)  =  Л м^т  . 


.  (301) 


1УДВ0  составить  для  сунмн  врпвншъ  ортогональаыхъ  с^чешй 
гены  поверхности  бол^е  об1Д1я  выражсшя,  ч^мъ  тЪ,  которыя 
ише  (формулы  (299)  (300));  а  пнекво,  легко  уб*днться,  что: 


.,дГ     ИГ     аг 


Т^'^  (4/У 

о,   4,   Гу,  г. 


.  ($08) 


ЯцЯп ^^ 


IX'    /XX'    1ху>  Тхе 
1у>   Тху>   1уу'   'уя 
'я'    1хй'   /уя'  /яя 
ред^нтея^,  лроизводныя  озаачелы  совращеивини  эваваин;  въ 


—  191  — 

11.  Если  Уравнеше  поверхвости  будетъ  решено  относительно  0  и  ил 
пожелаемъ  выразить  вышесЕазанныя  величины  въ  р,  ^^  г,  9,  ^,  то  полу- 
чимъ: 

Ллг+Л«.=-':^^±5^Ь2Ш±Ш:^, (304) 

(1+РЧ-2'Я 
Лщ^т  =  (2  ^  р»  ^  ^1у (305) 

■ 

§  37.  Услов1е,  которому  должно  удовлетворять  уско- 
рен1е  точки,  движущейся  по  данной  неудерживающей 
поверхлости. 

Когда  точка  сходитъ  съ  поверхности,  тогда  та  изъ  ряда 
производннхъ: 

которая  первая  не  обращается  въ  нуль,  получаетъ  значеше  положи- 
тельное. 

Сл'Ьдовательно,  если 

то  усБореше  точки^  находящейся  на  данной  неудерживающей  по- 
верхности, должно  удовлетворять  условгю: 


(1Р 


О (306) 


Это  условге  при  неподвижной  поверхности  принимаетъ  сл4- 
дуюпий  видъ: 

*со8  (^,2У)^-'^'^''"у"^\ (а07) 

при  подвижной  поверхности  неизм'Ьняеиой  формы  —  сл'Ьдующ1й: 


—  192  — 
а  прг  деформирующейся  поверхности— сл'Ьлующи: 

ит{п,Ю»-'!Щ^-^ (309) 

Если   же   скорость  точки  составляеть  острнй  уголъ  съ  нор- 
иадью,  то  есть,  если 


1^^ 

й*-' 


то  уевореше  ей  не  подлежигь  никакому  ограничепю. 

§  38-   ИтаЕЪ,  абсолютная   скорость  и  абсолютное  ускореше 
матерьяльиоВ  точки,  ст'Ёсненвой  въ  своемъ  двихен1И  поверхностью: 

Пх,  у,  г,  0=0, 

долввы  удовлетворять  сл'Ьдующимъ  услов!ямъ. 

1.  Ксли  поверхность  удерхиваетъ  на  себ'6  точку: 

^^.Vст(,V,I^)^~% (258) 

й^.рссв(»,г^=— ^ГЛ (310) 

гдф  Щ  есть  сокращеввое  обозиачен1е  сл'бдующ&го  вырахетл: 

.■Я%,  V  а.)  +  2  [■^У+З^У'+Ш'/)+'№■  ■  да) 

2.  Если   точка   находится  на  поверхности  неудерхввающеб, 
то  абсолютная  скорость  должна  удовлетворять  услов1ю: 

Д/^.гсо8(«,^0^— й; (2'5) 

а)  если  скорость  удовлетворяетъ  равенству: 

Д/.«С08(!;,^)=—  ^, 


^193  — 

ТО  абсолютное  ускореше  точен  должно  удовлетворять  условш: 

Д^.г)со8(г^,2У)>— ^57; (311) 

Ъ)  если  же  скорость  удовлетворяетъ  неравенству: 

то  абсолютное  ускореше  точки  не  подлежнтъ  никакому  ограниченш. 

3.  Если  точка  находится  вн'Ь  неудерживающей  поверхности,  то 

ни  скорость,  ни  ускорен1я  ея  не  подлежать  никакинъ  ограничешямъ. 

I  39.  Рва]щ1я  певерхноеи. 

Три  основныя  начала  {%  14),  полооюенныя  еь  основанге  ме- 
ханики свободней  точки^  соетаеляютг  также  основанге  ме- 
ханики несвободной  матерьяльной  точки. 

На  основашн  дтихъ  началъ,  абсолютное  ускореше,  сообщаемое 
несвободной  матерьяльной  точкЬ  всДмн  силами,  одновременно  прило- 
женшни  къ  ней,  им^Ьетъ  направлеше  равнодЫствующей  этихъ  силъ 
ж  равно  величин!  равнодЫствующей,  деленной  на  массу  точки. 

Въ  силу  тАхъ  же  началъ,  зная  абсолютное  ускореше  несвобод- 
ной матерьяльной  точки,  мы  д^^лаемъ  8аключен1е  о  величин'Ь  и  на- 
правлеши  равнодМствующей  всАхъ  силъ,  приложенннхъ  къ  точкФ. 

Иаъ  этого  и  И8ъ  условЛ,  приведенннхъ  въ  предндущемъ  пара- 
граф'Ь,  елЪдуетъ,  что  равнодЫствующая  всФхъ  силъ,  приложен- 
ннхъ къ  матерьяльной  точкА,  ст'Ьсненной  въ  своихъ  движен1яхъ 

поверхностью: 

Г(х,  у,  ^^,  0=0, 

удовлетворяетъ  слАдующимъ  услов1ямъ: 

1.  Если  поверхность  удерживаетъ  на  себ4  точку,  то  проэкфя 
на  нормаль  къ  поверхности  равнодтьйствующей  всгьхъ  силъу  при- 
ложенныхъ  къ  точкгь,  равна 

-т| (312) 

2.  Если  новерхность  неудерживающая  и  точка  находится  на 
ней  и  если 
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)ро^ь  точки- ое'рп^^^г11У!]1я[1еа''^'ь'  161111^]'%)  кроэкц!! 
иной  .рав»!^№йвт«;IIи^^Я  ^ш  врц^аль 

:у::г.,!  :,.г'и  ■^'-^■ш'^ы!1,пЩ';-::>л\  ;^  ."^■?.''}(313) 

и  же  СЕОрб^еть  точки  составлйетъ  оетрнй  уголъ  съ  нор- 

рЧв|Чйтдаи.;ж-1  ■;  /-,11  .■1-|';1  :,  ■ип.^/ип  И1'..т  нг.^М    ,;: 
приеикани  пувцлювгьк  ■реЕрацд||вгЬ(пР1»91Е|(Д#)1ЧИ^'1в 
юй  точки,  неоглаяц|*,|Ч>^адщр|;тй^щ|<|)|^  .|^г^дн. 

ЮФ'  «аВОМ>\'ДйЙСтЫ<  1о^Гри11«>Д0ЛХВЯ>  18ШЛ«.^ТЬСЯ    въ 

I  ташIу»првавжегаоЙ^^къл^мшгврьиыI»&^^л^)чк$умН'гIIО- 
■л  только>^м1да,  1БМ|А'лд««№1првшив.АВ|«е«ш«;^х- 
1ярнлиую  >^м™^'1  пр«од«1йть^^  1П||ег|)йа9<  <1)1<  ■  тя^я  сим 

<[реат,гет::щ)е9'с0ы.:1;л'-.у  \1.и.]\А:.;,уч1т.  ^^-М'и'^.м^!! 

1''11}№Г[}В^>1''Р&авв№»Т1»  |1(41!Т&С0Й^ВеЛ*ЧНН11  Ш1ЮЛ|Ч»ТЬ 

1Ьш1''Ш,'^'7тШ''^Щ,''  (в1в),  1ВОюрое, чвойсйвпно 

,■  раввод*йствУющ^я''''И8Ъ'''з4дйй^«мйЙ  'ЙЛЙг''  ^'','^141^^ло- 
и^рьялЫ'й  ''точ1:Ъ,''н11х6д]1п(ё1^(^й:'''в^'''^д(^к^вШ1це1 

I:  :>К.1'П..11/Г.1..11 

:.1;'г';.    I./     Л-':!^!|11/1   !|/|     ,СГ-1;1,.1)1Т'Г.'1|.Г  ,■ 

нпв  А 'ЭТОЙ  врвIряxн^  гДод|Ш4'|ддв4е^эо(РтМ  уиов1ю 
Рсо5  (Р,К) + Е  С08  (Д,^^)=  — ж  ^'' ':'"". '  ^(512) 


ве  только  век   проч1я  (за  вСЕЛючеийемъ  реакц111  пр(!гралн) 
кенвыя  Еъ  натерьяльвой  то^к'Ь,  во  также  в  МерЬд^  еЯ"'' 


—  195—      . 

Это  равенство  опред11ляетъ  только  величину  проекщи  реавцти 
аа  норхаль;  11ро№Ц1я  же  реакщи  на  касательную  плоскость  остается 
яеопред'Ьлбнною,  какъ  но  величин!,  такъ  и  по  направленш. 

Такой  реаультатъ  получили  мы,  разсиатривая  преграду,  какъ 
кинематическое  услов1е  ст'Ьсняющее  свободу  движешя  точки  н-Ь- 
которою  поверхностью,  и  не  д'Ьлая  никакихъ  предположешй,  ни 
относительно  вида  и  физической  природы  т']^лъ,  образующихъ  пре- 
граду, ни  относительно  природы  вещества  матерьяльной  точки; 
оо9тому  то  мы  получили  вполн'Ь  опред'Ьленную  величину  для  той 
части  реакц1и,  которая  существенно  необходииа  для  удовлетво- 
решя  УСЛ0В1Ю,  положенному  преградою. 

Всл'Ьдств1е  этого  мы  вправ'Ь  принять,  что  сила  В  соз  (В^К)^ 
иаправленная  по  нормали  къ  поверхности,  есть  собственно  реакцгя 
поверхности;  составляющую  же  В  в\п  {В,К),  д'Ьйствующую  въ 
касательной  плоскости,  мы  отнесемъ  къ  числу  силъ,  вависящихъ 
отъ  физическихъ  свойствъ  т!ЬлЪу  образующихъ  преграду;  объ  9той 
составляющей  будемъ  говорить  ниже. 

Въ  силу  вышесказаннаго,  мы  будемъ  принимать,  что 

РКАКЩЯ  ПОВЕРХНОСТИ  Н1  Н1ТЕРЬЯЛЬНУЮ  ТОЧКУ,  НПОДЯЩУЮСЯ  НА  ЭТОЙ  ПО- 
ВЕРХНОСТИ,  НЮПВЛЕН!   по   НОРМАЛИ   КЪ   ПОВЕРХНОСТИ. 

Реакц1я  удерживающей  поверхности  можетъ  быть  направлена 
по  положительной  или  по  отрицательной  нормали;  въ  первомъ  слу- 
ча'Ь  величина  ея  92,  определяемая  по  формул'Ь: 

»=— т^  — 2?'со8(^Р,^0, (312) 

выразится  числомъ  положительнымъ,  во  второмъ — отрицательнымъ; 
сообразно  съ  этимъ,  мы  будемъ  называть  реакщю,  направленную 
00  положительной  нормали  —  положите^гьнаю^  а  направленную  по 
отрицательной  нормали — отрицательною. 

Если  движете  матерьяльной  точки  по  данной  удерживающей 
ооверхности  будетъ  известно,  то  формула  (312)  дастъ  намъ  ве* 
личину  реакщи  во  всяк1й  моментъ  движен1Я. 
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§  10.   Д|ффер«вц1иьвыя  уравнен!»  дв1жсв1я  ма- 
лльной  тоив  по  данной  удерживающей  повсрхиосп 
дЪйств!!  здданныхъ  евлъ. 
Пусть 

ураввеше  поверхности,  т — касса  катерьядьной  точки,  X,  У, 
про»к1ЦЕ  ва  оси  координатъ  равнодЪВствующей  прнлохевннхъ 
1ей  вадаваемнхъ  сидъ. 
[1розЕЦ1И  реаБД1И  ва  оси  координатъ  будутъ: 

«^     «^     «а/ 
Д/вяг»    Д/ду'    &^дг- 

Въ  силу  основвнхъ  вачалъ  (§  14),  дифферевц1а1ьн1и  ур&в- 
[  дввхенш  атоВ  точки  (въ  прлюлввейннхъ  пряноугольвнхъ 
диватахъ)  будутъ  с11д;ющ)я: 

«Ра:       V  I  .  ^/ 


■  {Ш) 


(315) 


^^-+/(2)4(1)4(1; 

Ъ  Еоордвнаты  X,  у,  г  связанн  уравненгвмъ  поверхности: 

П^,у,л,1)=0 (316) 

0^  опред11ленк  двяхен1я  точен  южво  постуоить  сд1)дую- 
ь  образомъ:  исвхючнть  X  изъ  ураввен]Я  (314),  ве1^дств1е 
оолучатся  два  дифферева!альяыя  ураваен1я,  не  8аЕл>чаП1ц1я  Х; 
уравнешя  интегрировать,  принимая  во  вняман1е,  что  х,  у,  г 
связаны  уравнен1еиъ  (316). 


—  197  — 
Для  011рвд1хев1а  же  X  икЬемъ  формулу: 

,-     (-^+^1+71+4)^ (3,7) 

пж  же  можно  опред'Ьлить  X  изъ  вотораго  либо  иаъ  уравнешй  (314)» 

§  41.  Законъ  жпой  смы  для  точи,  движущейся  по 
поверхносп. 

Изъ  дифференщальннхъ  уравнен1Й  (314)  кожно  составить 
уравнен1е: 

«СД1  поступить  тавъ,  вакъ  во  второй  половин'Ь  параграфа  21-го. 

Это  уравненте  получитъ  видъ  уравнешя  (111)  того  же  пара- 
графа, если  поверхность  неподвижна,  потому  что  тогда  при  вся- 
лоп  положен1И  точки  им-Ьотъ  м^сто  следующее  равенство: 

Разсуждая  загЬмъ  тавъ  же,  какъ  въ  §  26,  мн  придемъ  въ 
а'Ьдующему  заключешю: 

Если  матерьяльная  точка  находится  на  неподвижной 
поверхности  неизмтшяемаю  вида  и  если  прилолсенныя  кг  ней 
задаваемыя  силы  имлютъ  потенцгалг,  то  движен%е  течки 
подчиняется  закону  живой  еилы^  вырао/саемому  интеграломъ: 


тV^ 


_  — 17=А (150) 

§  12.  Геодезяческая  Л1н1я. 

Положимъ,  что  даннал  поверхность  неподвижна  и  что  при- 
ложенння  БЪ  матерьяльной  точв'к  задаваемыя  силы  взаимно 
уравновешиваются  во  все  время  движен1я  ел,  тогда  единственная 


а,  приложенная  бъ  точк'Ь,  будетъ  реакц1я  поверхноетк,  веш- 
!&  I  анавъ  которой  опред11яетея  по  формул'Ь: 

а=хд^=-«°'^'"'У''"', (318) 

I  (см.  формулу  294): 

5Й=пи?'Л, 

I  Л  есть  велкчива  крввввны  нормальнаго  с4чен1Я,  проведев- 
'0  черезъ  ва11равлен1е  сЕшрости  точвв. 
Диффбренц1альн11я  ураввеша  (314)  волучатъ,  въ  атвхъ  слу- 
1хъ,  слФдующШ  общ1й  видъ: 

'«^"=''Й>    "»!'"='^|'   ^"-^%у (3*®) 

:егралъ,  вырахающ!й  заЕонъ  хнвой  свлв,  будете: 

[ 

V''=Vа ; 

озвачаетъ,  что  скорость  матерьядьной  точки  сохраняешь 
гтоянн^ю  величину. 

Такъ  какъ  скорость  постоянна,  то  проэвщя  усЕорев!»  на  каса- 
ьвую  Еъ  тра8Етор1в  равна  нулю,  а  потому  про8Ец1и  уекирев1л 
оси  коордяватъ  югутъ  быть  вырахены  слФдующнмъ  образомъ: 

Х"=  «(,*^  =  у  С08(р-Х:) 

У"-^&='^'со8(рУ) 

''"=*'«'0=Т^со8(р2). 

Подетавнвъ  втв  внрахвн1я  въ  дифф4!рвва1альвыя  уравнеи1я 
.9),  аайдемъ,  что  они  получать  слфдующ1й  вкдъ: 


'1  .м  .ими;'!!!."!.!-.!  ■и1иГ|Ч  ,-  {.чн-  л  <  1;;Яи1 
ИЗЪ   НИХЪ    СЛЪДубТЪГ  •/    •)'.[  'и'. И!     ГУН:  Г;  •'■,''М)    .«Л'    и|.1!':1«5Л 

С08(р,Х)         С08(р,У)  С08  (р,2) 

С08  {N^X)       С08  (-Л7,У)        С08(1У,^^ 


ТО  есть,  что  радгусъ  кривиты  траэктоши  тпрйвлёш  п&  ндр- 
моли  т  поверхности^  а,  слгьдовап^лъцр^  плоскосщь  к^иви^ы 
ея  проходишь  черезъ  нормаль.         .,,    ,..,,  ,    .  ...п  м.  .(    ■ /.  5е  н;и 

Кривая  ляшя,  проведенная  до  пов^рх!НО«(гя  тшию' о({рмпкь, 
чтобы  плоскость  кривизны  во  всякой  точк;Ь  ея  заключала  въ  себ'Ь 
нормаль  къ  поверхности,  вовстановленную  въ  той  же  точк!Ь,  назы- 
вается геодезическою  лингею,  ^  ^ 

Сл'Ьдовательно,  если  кь  матерьялъной  точкщ  удерживае- 
мой неподвижною  поверхностью^  не  приложено  никакихг  зада- 
шемыхъ  силъ^  то  точка^  или  находится  въ  поконь^  или  дви- 
жется съ  постоянною  скоростью,  описывая  геодемшс^^^лнкЬю; 
8та  ЛИН1Я  проходитъ  черезъ  начальное  полохеше  ^'очк'и  *й  касг{^т^.я'" 
къ  направленш  начальной  скорости.  ' '    "^  ' 

Такимъ  образожъ,  каждая  задача  этого  рода  сводится  на  задачу 
о  проведен1и  по  данной  поверхности  геодезической  лиши  черезъ  дан- 
ную точку  и  по  данному  направлешю,  проведенному  изъ.|дТ1ЭЙ;Ф0ЧКи«,,я 

При  р'Ьшен1и  какъ  этихъ,  такъ  и  иногихъ  другихъ  задачъ  о 
движеши  точки  по  поверхности,  выборъ  системы  координатъ^  наи- 
бол1^  подходящей  къ  вопросу,  играетъ  весьма  существенную  роль, 
такъ  какъ  очень  часто,  при  удачномъ  выбор!Ь  координатъ/'|>ор-''' 
нулы  не  только  упрощаются^  но  и  получаютъ  большую  наглядность^ 

Еонечно,  слЪдуетъ  отдавать  предпочтете  такой  систем'Ь  коорди- 
натъ,  при  которой  заданная  поверхность  есть  одна  изъ  коорди9{1^т- 
ннхъ  поверхностей;  наприм!Ьръ,  при  движеши  точки  по  цилиндриче^} /> 
екой  поверхности  съ  круговымъ  с'Ьчен1емъ,  перпендикулярнымъ  къ  оси, 
€л*дуетъ  отдать  предпочтете  кругово-цилиндрической  систем*  коор- 
дннатъ,  ось  которой  совпадаетъ  съ  осью  данной  поверхности;  движе- 


—  200  — 

ТОЧЕН  ПО  поверхности  шара  яхш  по  поверхности  прямого  кру- 
Еонуеа  удобнее  раиатрнвать  въ  сферическихъ  Еоордвн&тахъ. 
зни^ръ  25.  Олрвд^лнкъ  двнжея1е  натерьальиой  точки  по  боковой 
воств  прямого  круговаго  конуса,  предпожаг&н,  что  къ  неВ  не  прн- 
I  никакнхъ  задаваеиыхъ  снлъ. 
вьнснъ  вершину  и  ось  конуса  за  полюсъ  н  за  поирную  ось  сферн- 

снстекы  координатъ;  пусть  ^^  есть  уго^ъ  нехду  производлщнмж  и 
они ческой  поверхности, 

зрважью  къ  поверхности  будетъ  служить  координатная  ось  9;  реак- 
будетъ  направлена  вдоль  но  ^  или  по  еа  нродолжен1Ю. 
фферевндальвнл  ураввен!!  дввжев1а  будутъ: 

г"— Г8ш'<ро-('!'Т=0, 
—  г  8Ш  То  сое '^0  •  (^Т=й' 


_1 й(г^мп*9о1^)_ 


0. 


1роэи11н  7скорен1я  на  коордипатвыя  осп  сфернческихъ  координаты 
х  255,  формулы  (^03)  кнвенатическоб  ч.лсгги). 
ретье  нвъ  этнхъ  ураввсв1В  дастъ  ннтег|1алъ: 


/-&. 


^д  С08  (И»т) 


510  То       ' 

служить  для  онред1лев1я  величина  и  знака  реакц1и: 

1ъ  же  ны   яе  воснодьзуеися  теперь  вовсе,  такъ  какъ  уже  нн'Ьеяь 
[ивъ  ивтегралъ: 


г;»={г')'+г'81п*9>о('1'Т=«о°- 


зъ  зтихъ  первнхъ  интеграловъ,  ел*дуя  обачному  нр1е*у,  подучнмъ 

}щее  уравнение  траактор!»: 

Г.08Н8Шй+Г,)  =  е^ (Ш) 

—  ароиавольная  постоянная. 


—  201  — 

Если  коническая  поверхность  будетъ  развернута  на  плоскость,  пом- 
жен1е  точекъ  на  которой  будетъ  выражено  въ  полярныхъ  коордпнатахъ: 

то  геодевическад  кривая  (321)  обратится  въ  прямую  лив1ю: 


Величнва  завит1я  *)  геодезической  дин1В  въ  какой  либо  точк'Ь  ея  мо* 
жетъ  быть  выражена  произведенхемъ  изъ  полуразности  главннхъ  кри- 
внвгъ  поверхности  въ  этой  точк*!  и  синуса  удвоеннато  угла,  составляе- 
жато  плоскостью  кривизны  геодезической  лив1и  съ  плоскостью  одного  изъ 
главвнхъ  нормальныхъ  с^ченхй;  для  вывода  этой  формулы^  возьмемъ  общее 
выражеше  завит1л  какой  либо  кривой,  приведенное  на  стр.  260  кинемати- 
ческой части,  (формулы  (311)  и  (312)),  и  прим'Ьнимъ  его  къ  геодезической 
ДНН1И,  для  которой: 

Р  ^^  =  со&{^,Х);  Рзр=со8(Л',У);  р^  =  сов(-гУ,^.' 

Полозкимъ,  что  плоскость  ХУ  параллельна  касательной  плоскости  къ 
поверхности  въ  той  точк'Ь,  къ  которой  относится  нашъ  выводъ;  тогда,  въ 
этой  точкЪ: 

2=^'  1=^'  со8(р,Х)=0,  соз(р,У)-0, 

(посл']^дн1я  два  равенства  сл'Ьдуютъ  изъ  формулъ  (313),  стр.  261  кинемати- 
ческой части). 


*)  См.  стр.  259  кинематической  части. 


-202  — 


~'!^—'!^  ''^^(^•У)  _  ^  '^сов(ДХ)_ 


да*       дх'  .        ,  Удхди)        « 

=-^—^ — созсрзшсрН — ^^со8  2(р; 

ди  дг 

величины  2)  е  ?»,  входшщл  въ  форнулы  параграфа  36-го 
,  получииъ: 

|=-|8ш2(.-».); (322) 

геодеаической  кривой, -щоскость  крививны  котороВ  сосга- 
?~?а)  ^"^  плоскостью  иорналь'васо  с-Ьчешя  нанневыией 


-^^-?^8ш2(^-<ра) (322  Ы8> 

|дезячесЕая  кршвмзна  кржвой  лжн1м,  пров«- 
>верхн(№Т1* 

)сти  проведена  какая  либо  кривая  лив1я,  плоскость  кри- 

ь  точб!  М  составляет!,  съ  нориалью  2У,  вовставовлевною 

ивъ  этой  точки,  в-ЬкоторыН  уголъ;  пусть  МТ  есть  навра- 

ой  ЛНН1В,  проведенвой  къ  кривой  череаъ  ту  же  точку  М. 

череаъ   ту  же  точку  М,  геодевическую  ливкю,  касате1ь- 

1'Ёдовательво  и  къ  данноЗ  крнвоВ  въ  точк'6  М. 

Иниъ  кривынъ  отлохииъ  отъ  точки  М  раваия  дуги  без- 

ишн  Ав-,  пусть  ЛГЛС,  есть  дуга  лааиог!  кривой,  а  ММ'— 

>В  кривой. 

у  М^  ироведенъ  касательвую  къ  лавной  кривой,  а  череэъ 

ельвую  къ  геодезической  линш;  уголъ  А-ч,  ваключающВся 

1яни  цтихъкаса'№льныхъ,вазывается1ео^е1ычЁСК1ш»у1до.ю 

ММ,. 

кенш  точкв  М,  къ  точк'Ь  М,  величина  отношея1я  геоде- 

нежвости  къ  длив'Ь  дуги  ММ,  приближается  къ  предЪу, 

)езичесною  кривизною  кривой  въ  точк'Ь  3/,: 
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Представинъ  себ'Ь,  что  иаъ  вшой  пбо  точки  О  проведены  три  в 
праыен1л:  ОТ  —  плрлхлелъво  васательноВ  МТ,  ОТ^  —  оар&иельво  кас 
тедьной  къ  даавоб  кривой  въ  точВ'Ь  ЛГ„  и  02"  — оараллехьво  вас 
телной  въ  геодевической  лиши  вг  тош'Ь  М';  крон'Ё  того,  представн! 
себ^  сферу  раддуса  равнаю  единице,  в1гЬющую  цевтръ  въ  точв'Ь  О;  1 
поверхности  атой  сферы  образуется  сфврнчесшй  треугсиьннкъ  съ  безв 
вешо-надннн  стороваии: 

Изъ  иав'ЪстноВ  формулы  сферической  тригоионетр1н; 
со&(Т,Г)=с(я{ТТ,)сМТТ'Н&1а(ТТг)8т(ТГ)с08{Т,ТТ'), 

превебрегая   бевконечно-налыин    велнчиванн    порядка    выше  2-го,  пол 

чип. 

1_Щ1  =  |_(*1-_(«  +лл,соз(г,гг'); 


а  отсюда: 


1(1«/  ~'\аз1  '^[и^)       '^  из  Аа  ' 


такъ  какъ  уголъ  ^^^ТТ*)  обращается,  въ  пред^'^  въ  уголъ  между  пл 
скостакя  крнввзнъ  о&Ьихъ  кривыхъ. 
Дад'Ье,  вакъ  легко  ввд^ть,  по^учиIIъ: 

95""      1.      '■■. V*** 

это  значить,  что  ьеодезическая  кривизна  кривой  равняамя  кривизнп  < 
помноженной  на  синусъ  угла,  составляемою  гмоскостью  кривизны  крив' 
с*  нормалью  къ  поверхности. 
Длина: 

(?* 

вазываеюя  рад1усоиъ  геодезической  кривизны  кривой  въ  точв1>  М;  аЬл 
ватедьио: 


зам-Ьтинъ,  что  между  тремя  раиусами  крявнзни:  р.  Я,  д 
гющая  заввснкость: 

7=^■^^' (^) 

■Ъры  р%шен1я  вопросовъ  о  дв1жен1и  по  дав- 
1ЮЩСЙ  поверюбстн  натерьяльной  точке,  под- 
1данныкъ  свланъ. 

-й.   На  боЕовоК  иоверхвогтн   пряного   круговато  ковуса 
^^ьнад  то1ка,  аритягвваемая  въ  оси  конуса  сндою,  про- 
13СТ0Я111К1  отъ  вбл;  овред'1лить  двнжен1е  точки, 
я  сферичесЕння  коордвнатаик  также,  кавь  в  въ  прнн^р^ 

«чки  до  волярной  оси  вырвзвтсн  произведен1еиъ  нзъ  г 
,;  очевидно,  что  вогевцЕадъ  давной  прнтягнвающев  силы 


лввнй  Боаффвшеятъ. 
:ивой  свлы: 

■')*+г'8шЧо('1'')*=2А— АМпЧ (32в) 

^радъ,  тавой  же,  какъ  въ  прин^рЬ  25-м>,  получается  нзъ 
о  ураввеы1я,  вырахающаго,  что  проэБЩя  ускорен1я  н» 
п;  этоть  ивтегралъ: 

г-шЧ.+'-С, (317) 

]роэкц1Я  СИЛЫ  на  ось  Р  равва  отрнаательво-взятой  веля- 
евной  на  соз  7«,  то  реавшя  по  иоложительвой  оси  р  вн- 
ею  формулою: 

9!= — тг810'роС08?о((ф')'— Л» 

1ю  Фуввшею  отъ  п 
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Изъ  интеградовъ  (326)  и  (327),  при  помощи  обычнаго  прхема,  получимъ. 
уравнеше  траэвторш  и  опред']^ииъ  движен!е  точки  по  ней. 

Сл1»дуетъ  зам'Ьтить,  что,  если  развернуть  боковую  поверхность  конуса 
на  ыоскость,  то  точка  на  поверхности  конуса,  имеющая  сферическ1я  ко- 
ординаты  г,  ф,  изобразится  на  плоскости  точкою,  икающею  полярныя 
координаты  г,  в=4^8т9о;  Д1я  того  же,  чтобы  всякая  неразрывная  лин1я, 
находящаяся  на  поверхности  конуса,  изобразилась  неразрывною  же  лнн1ею 
на  плоскости,  необходимо  представить  себ'Ь,  что  боковая  поверхность  ко- 
нуса состоигь  изъ  безчисленнаго  множества  безконечно-тонкихъ  слоевъ, 
составляющихъ  Ц'к1ую  поверхность,  навернутую  на  боковую  поверхность 
конуса  безчисленное  число  разъ. 

Введя  е  въ  интегралы  (326)  и  (327),  приведемъ  ихъ  къ  сл'&дующему 
виду: 

(^')ЧЛв?=2Л~(,.ашсро)V^ (329) 

^^е'=_Д_. (330) 

8111  сро'  \^«^/ 

а  это  суть  первые  интегралы  движен1я  на  плоскости  иатерьяльной  точки, 
подверженной  притяженш: 

(}А  8Ш  фо)*  .  Г=|1.*{г  81П  сро)  81П  ср© 

КЪ  началу  координатъ  *). 

Отсюда  видно,  что  р'Ьшенхе  данной  задачи  сводится  на  р^^шенхе  другой 
задачи  о  движенш  матерьлльной  точки  той  же  массы  на  плоскости  подъ 
вл1яв1еиъ  силы,  направленной  по  рад1усу  вектору  н  равной  проэкщи  задан- 
ной силы  на  производящую  конической  поверхности. 

Эту  вторую  точку  мы  назовемъ  И80бражен1емъ  данной.  11ри  р'Ьшен1и 
задачи  о  движен1и  этого  изображен1я  на  плоскости,  надо  им'Ьть  въ  виду^ 
что  начальное  положеше  его  им^етъ  сл'бдуюппя  координаты:  т^  и  (^о  ^^^  ?о)г 
гд-Ь  Го  и  Фо  суть  начальный  координаты  данной  точки;  кром'Ь  того,  данная 
точка  и  ея  изображен1е  им^ютъ  начальный  скорости  одинаковой  величины 
и  составляющ1я  одинаковые  углы  съ  производящею. 

Р'Ъшивъ  задачу  о  движеши  изображенхя  на  плоскости,  можеиъ  перейти 
къ  р^шен1ю  данной  задачи,  представивъ  себ*]^,  что  плоскость,  съ  движу- 
щимся по  ней  И8ображен1емъ,  снова  навернута  на  поверхность  конуса; 


*)  Эта  сила  есть  проэкц1я  заданной  силы  на  производящую  конуса. 
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тогда  взо'>раже[|!е  будеть  совершать  на  поверхвостн  конуса  то  самое  двп- 
Х1ев1е,  которое  совери1аетъ  данная  тояка. 

Въ  вастоящемъ  случае  изо'^ра«ел1е  движется  на  плоскости  по  а^^Iип- 
-су,  И11'1;юще11у  центръ  въ  началЪ  коор^^натъ. 

Прымгьчате.  Такимъ  же  образоиъ  иогутъ  быть  р^шевы  яннопедр^пе 
вопросы  о  двнжен1н  матерьаяьиой  точки  по  развертываехой  на  плоскость 
линейчатой  поверхности  подъ  вл1ян1е>[ъ  аадавной  силы,  направленной  вдоль 
по  той  производящей,  на  котороП  точка  находится.  Каждая  такая  задача 
сводится  на  задачу  о  дв11жен{и  ивображен1я  точен  но  поверхвостп,  раввер- 
вутоП  ва  плоскость,  н  при  д'Ьйств1н  той  же  силы,  направленной  но  той 
пряной  ЛИН1В.  которою  производящая  изобразится. 

Преялагаеиъ  чптятелю  р'Ьшпть,  вапрпн'Ьръ,  иопросъ  о  дв8жев1н  по 
данной  конической  поверхности  натерьяльнпЗ  точки,  притягиваемой  къ 
вершвн%  поверхности  силою,  обратно  пропорщональвою  квадрату  разстол- 
Н1Я  отъ  вея. 

Срии^ръ  27-й.  Движен1е  тяжелой  иатерьяльной  точки  по  поверхеоств 
неподвижной  сферы. 

Воэьнемъ  полюсъ  сферическпхъ  координатъ  въ  центра  сферы,  поляр- 
еую  ось  направинъ  параллельно  направ.1ешю  силы  тяжести. 

Такъ  какъ  сила  тяжести  пи'1Ёеть  потенцхалъ  тдг,  поверхность  хе  не- 
подвижна, то  дввжен1е  точки  удовлетворяеть  закону  живой  силы: 

г!'=2к+2дг, ...(331) 

НЛВ: 

V'=2дг-\-Vо'—2дга (332) 

Проэкц1я  силы  тнжестя  ва  коордаватиую  ось  т  равна  нулю;  поэтову: 
Л*ми'<р.^=С=Л1;о81П^оСоз(1;о-1); (333) 


<333)  в  (333)  суть  первые  интегралы  л 

Реакшя,  направленная  по  координатной  осп  л  или  протквоположво  ей, 
выразится  формулою: 

т=  — ^«8<р  — д— —     д— (334) 

Дал'Ъе,  для  опредЪлеп1я  двнжен1л  точки,  пронзведекъ  сл^ющ!я  д№ 
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Исшючииъ  ф'  И8ъ  ивтеграла  (331): 

2гЧ<р')* + ^г*  8ш*  <р(У)' = 2А + 2^^ 

и  изъ  интеграла  (333):  получимъ*. 

(ЕвтФ.^У=%  и, (335) 

гд*  II  есть  сгЬдугощхй  многочленъ  третьей  степени. отъ  г: 

СГ=(^+^)(В'-^^)-|'. (336) 

а  координата  г  равняется  Е  соз  ?. 

Изъ  дифференщалънато  уравнен1я  (335)  видно,  что  координата  я  дви- 
хушейся  точки  не  можетъ  сд'Ълать  многочленъ  11  отрицательнымъ,  такъ 
какъ  это  противор'Ъчило  бы  знаку  первой  части  этого  уравнешя. 

Отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  движущаяся  точка  не  можетъ  пройти  ни  черезъ 
нижнюю,  ни  черезъ  верхнюю  точку  сферы,  потому  что  въ  нихъ  е*=В^ 
и  многочленъ  (336)  получаетъ  отрицательное  вначенхе. 

При  ^ег=;8г^  многочленъ  получаетъ  положительное  значеше,  а  именно: 

1То = ^^  В^  8111^  90  81п^  (г;от). 

Изъ  этого  видно,  что  II  должно  ии'11ть  одинъ  д'Ьйствптельный  корень 
гд*  либо  между  ^е^=— -К  и  ^е^=л?о  и  одинъ  д^Ьйствителъный  корень  гд*  либо 
между  г^  и  0^=+В\  первый  корень  означимъ  черезъ  ^е?,  или  22со8а,  вто- 
рой "  чрезъ  5«  или  В  со8  р. 

Многочленъ  V  получаетъ  положительныя  значешя  для  всякихъ  я, 
заключающихся  между  предками  ^^  ж  е^^  л  потому  траэктор1я  движен1я 
расположена  между  параллельными  кругами:  ннжнимъ  7|=Р  и  верхнимъ 

Трет1й  корень  5,  многочлена  II  им^етъ  величину  отрицательную,  мень- 
шую ( — В);  это  видно  изъ  того,  что  при  ;ег=~-оо  многочленъ  обращается 
въ  +00,  а  при  5=— 22  получаетъ  отрицательное  значеше. 

Изъ  двухъ  параллельныхъ  круговъ,  служащихъ  пред'клами  траэкторхи, 


*)  При  со8(ГоТ)=1  можетъ  быть  три  случая: 

1)  ^о----^и  2)  00^0^%  о)  0 ^'^:^^р^$^. 
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■шй  кохетъ  находиться  ва-  верхней  ик  ва  нижяеП  полусфера  (т.-е.  е, 
еть  быть  положнтельвшгь  ши  отрицатвхьныиъ),  вижв1Й  хе  параиель- 

кругъ  ни  въ  ка1сонъ  С1уча^  ве  можв1ъ  быть  ва  верхвей  полусфер!, 
сеВчасъ  докажскъ. 

Между  коэффвщевтвни  нвогочлева  V  я  корнями  уравненй  П=  О  су- 
гвуегь  зависииость,  выракаеиаа  т^енл  равенстваии: 

г1+3'1+г,=— - 

^1^2 + (л!1 + г^^з — — ^г' 

Ивъ  втораго  оолучииъ: 

'.=-"-й^" (ад 

[ючивъ  хе  взъ  вс^хъ  трехъ,  вавъ  «„  такъ  и  — ,  наВденъ  и^Мл^щее  ра- 
тво: 


«,  +  «,  *|+.г1  2з ' 


Отсюда  ввдно,  что  сунна  (',+'1)  должна  быть  вепрезгЬнно  величиною 
юительною;  в  тавъ  какъ  и  равность  (с^  — О  бохЬе  нуля,  то  е^  ве  но- 
ь  быть  величивою  отрицательною. 

Такъ  кавь  I,  находящееся  въ  уравнен1и  (336),  должно  быть  не  бол'Ье 
не  мен'Ье  1^  то  выразнхъ  его  сл'Ёдующииъ  образоиъ: 

л^л'1Соз'1г)+г,8!п*т)=^'1  —  (^1  —  г1)8т\; .  .  .  (339) 

а  будутъ: 

г — «1= — (л1  — г,)  ал\  г  —  га=(г1 — г^  сов*ч, 

— Д8ш<р(^?=сге= — 2(^1 — г,)81а-г1С081)((1], . .  .  (340) 
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гд*: 

!•>— 

поэтому  диффбренц1а1ьное  уравнеше  (335)  подучить  такой  видъ: 


*  ~  Тг*  4-*2*.л.  4-  * » 5 (**") 


откуда: 


^=-у'1-*'Л>',»/р^^|р. . .  (348) 


Равность  (1— Х;'8ш'1>))  не  можетъ  обратиться  въ  нудь  ни  при  какомъ 
д'Ъйствнтедьномъ  у\^  потому  что,  какъ  сейчасъ  покагемъ,  к*  иев^е  единицы, 
ес1И  тожьБО  корни  01  и  е^  не  равны. 

Вь  самомъ  д^!^  составивъ  выра&еше  джя  (1— А'): 

1       /с  —  да  ^  20^^^  +  ^егП"  Л»  - 1?,'  +  (^еГ|  +  !?>)' 

и  принлвъ  во  вннмаше,  что  0^*  бод^е  ^ггД  мы  вакдючимъ,  что  Д^  мен^е 
сданнцн. 

Такъ  какъ  вторая  часть  уравнен1я  (842)  не  можегь  обратиться  въ  нудь, 
ю  дроивводная  V  не  мозвегь  изм'Ьнить  своего  внака  ни  разу  во  все  время 
Д1шжев1а;  такъ  что  знакъ  начадьнаго  значешя  ея  1Г)'о  одред^яетъ  звакъ 
корня  второй  части  уравнен1я  (342). 

Начальное  значете  производной  ^'  выражается  формудою: 

^^         2(^е?,  —  59)81тг|дС08Т1о' 

а  начальная  ве^ичина  0о  опредккяеть  величину  квадрата  синуса  г^о: 

вш^о=г^; (343) 

ввакж  же  ведичинъ  81п  т)о  и  со8  у]»  предыдущими  формулами  не  опреде- 
ляются и  могутъ  быть  выбраны  по  нашему  произволу;  если  мы  усло- 
вимся, что: 


0<7|о<^ириV<0,  ) 


(344) 
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то  1)'|>  будетъ  во  вглконъ  иуча'Ь  б<и-Ье  нуля,  а  потоку  корню  второй  чшета 
]фавнен1я  (342)  должны  будеиъ  пригасать  зпасъ  поюхнтедьннЛ. 

СгЬдоватехьио,  прн  соб1ю(вн1н  ус1ов1Й  (.344),  упиъ  1|  будетъ  не- 
прерывно возрастать  ви1сг1  съ  временемъ  по  закону,  вы[1ахаем0117  фор- 
иуюю: 


'=ГГ^Ш^-{^ък)-Н^.к)),  ■  ■  (345) 


гдЪ  ^Х'и^с)  означает!.  «м^яующИ  интегралъ: 


.  (346) 


^(■Пщ^)  —  такой  яе  ввтетражъ,  ин^ЬюпЩ  'г],  вврхвянъ  п1)елЪ10хъ. 

0атегра1ъ  ^>1,А),  на')ывае11Ый  злмптическниъ  интеграюнъ  перваго 
рода,  выражвотъ  п^оторую  трансц№девтную  фунпщю  отъ  «[;  намъ  должно 
озвакоиитьсд  съ  н^Ькоторнип  свойстванн  этого  интеграла. 

1)  Во  нервыхъ,  очевидно: 


Д--,,*)=-Л,,*). 


(347) 


2)  Во  вторыхъ,  ми-Ьннвъ,  иодъ  ивтеграют  (346),   п  мрвп  (С— ■) 
ямучямъ  сИиуюкее  равенство: . 

Иг— 4' ЯП»  1]        /    И1  — А'вт'С 

о  и 

то  сет»: 

Ят),  4)  =^Ч^ -*- '',  А)  —  ■Р'('г,  *) 
Лт,+1т,й)=Л>1,А)+-Р'(^,й) (348) 

3)  Поюживъ  въ  посл'Ьдней  4>орнугЬ «]  равныиъ  (  —  о  }  ^  орвнпвъ  во 
вннан1е,  что  на  основан1и  формула  (347): 


—  211  - 


пиутанъ: 


1{1к)=^^Ь,к) (149) 


4)  Даж'бе,  изъ  форнулъ  (348)  и  (34Э)  вавдехъ: 


I^^^к}=^гр{^,к) 


и  твъ  да1:Ье;  тавъ  что,  ес1я  п  есть  ц-ккое  число,  то: 

Р{^,к)=п1{1к) (350) 

5)  Пусть  1Г)=птс4-Х1с,  гд^  п  есть  ц-блое  чвсю,  а  X— дробь,  меньшая  еди- 
В1ЦН;  прим^Ьияя  п  разъ  формулу  (348),  йавдемъ: 

1'{-^,к)^Щщк)^-п1Ч^,к) (ЗМ) 

6)  Навонец'ь,  положнмъ  въ  формул!»  (348)  1^=:  — Х1с,  гд!  X— дробь, 
иевьшая  половины: 

1^(1с  —  Хтг,  к)=Р{—  Х1Г,  к)  -[-2^(7г,  А); 
отсюда,  на  основанш  равенствъ  (347)  и  (349),  нолучимъ: 

Р[1, к)  —  ЩХ'к, *)=  Л1С  —  ли, к)—Р(1, к),...  (352) 

Знав1е  этихъ  свойствъ  интеграла  (346)  позволяетъ  наиъ  вывести  сл1- 
дуюнмя  8ак1Я)чев]я  изъ  равенствъ  (346)  и  (339). 

Навовенъ  череэъ  т  тотъ  моиентъ  времени,  въ  который,  при  отрица- 
тельномъ  1}о,  уголъ  У1  обраи^ается  въ  нуль;  при  положительномъ  т)^  моментъ 
~  будетъ  отрицательнымъ. 

Проэкщя  скорости  движущейся  точки  на  ось  р  будеть  обращаться  въ. 
нуль  каждый  разъ,  какъ  она  приходить  на  одну  изъ  крайнихъ  параллелей; 
это  будетъ  въ  сл^^дующ1е  моменты: 


гд*: 

Т 
2 

14* 
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въ  эти  ноиенты  ;голъ  т  получаеп  сдфдуюши  звачеви: 


таш.   что   переходъ  точен  отъ  ннхнлго  круга  къ  верхвему  совершается 

Г 
всегда  въ  течен1н  пронежутва  времени  -^  и  такое  хе  время  требуется  ди 

обрвтваго  движени. 

Пусть  т),  есть  некоторые  угыъ,  нсяьшЦ}  ^,  которому  соотвЬтствуеть 

уг<иъ  Гц  оиред^ЬиемнВ  но  форму!^: 

С08(р1=5СО8р  — (С08^  —  СОН  а)  8Ш*1Г)1; ,  (353) 


накоаецъ,  пусть  I,  есть  соотв1тствующ1Й  момеигь  вреневн.  (Этогь  момевть 

Т\ 
заклочаетса  въ  проме1кутк'1Ь  между  мнеитанн  т  и  ^+л  1* 

Въ  да.1ьн^йшсн'в  своемъ  двнжен!!!  11атерьл1ьвая  точка  поднимется  хо 
нараллелн  а,  тдЪ  будеть  въ  ноиенгь  ('с+о))  ^'^'^■■'^  начнетъ  оцускат1.сл 
и  снова  иридегь  на  параллель  |р,  въ  топ  монеагь  <„  въ  который  к)  воз- 
растеть  до  величины  >|,  =  (1[  — I),),  тявъ  какъ  тогда  будеп:  В1П  1)1  =  йп  т,„- 
на  оиновав1н  свойства  (352)  интеграла  ^''  мы  заключикь,  что: 


!.  =  '.-('+! 


ТО  ецть,  что  поднятие  точки  отъ  иараллслв  ч,  до  параллели  а  п  обратвое 
нисхохдев1е  ел  отъ  а  до  (р,  совершаются  въ  течешн  равныхъ  лрояежутковъ 
временн. 

ЗатЁмъ  точка,  коснувшись  ннжнеП  п^мллели  7  =  ^,  снова  начнетъ 
подыматься  н  снова  доствгнеть  параллели  'р,  въ  такой  момвитъ  1„  въ 
воторий  1)  возрастеть  до  величины  '>]а^=«-(-1]„  потому  что  тогда  тоже 
81Н1],;=аш)],-,  ии|>  равенства  (346)  зак^ючннъ,  что: 

Чтобы  оиред'Ьлить  закоиъ  нзм'Ьисц1Я  угла  ^,  иозьнемъ  дифференц|аль- 
вое  ураввен1е  (333)  и  иодставимъ  въ  него  вм1н.-п)  С  его  выражеи1е  (338); 
аолучниъ: 


—  213  — 

гд1^  верхтв  знавгь  ооотв^&тствуетъ  гЬкъ  сжучаямъ,  жь  коюрыхъ  со8(«;о7) 
6ол±е  нуля,  вижнШ  —  тйиъ,  въ  которыхъ  этотъ  косинусъ  мев^^е  нуля. 

Исыючнвъ  сИ  изъ  (342)  и  (354),  будемъ  им-Ьтб  сл-Ьдующее  дшфферен- 
ц1альвое  ураввев1е: 

тх%  Д1Я  краткости,  привято  временно  обозвачен1е: 


(этотъ  авакъ  ве  сд'Ьдуетъ  снашивать  съ  такимъ  же  анаконъ,  служившиыъ 
вамъ  Д1Я  о6озвачев1я  величины,  встр'Ьчавшейся  въ  предндуп;вхъ  пара- 
графахъ). 

Въ  полученномъ  дифферен1цальномъ  ураввен1и  (356)  произведемъ  сл'Ъ- 
дующее  разложев1е: 

л^=лЬ+лЬ' (355  Ын) 

зат^мъ  выразимъ  а  тп»  41  по  формул'Ь  (339)  п  наковецъ  произведемъ  инте- 
гр1гровав1е  въ  пред'Ълахъ  отъ  ^2=0  до  т);  лолучимъ: 

УЕ»  +  20ге^+$^*  Ш  +  »^)^    (1  +  П,  8Ш«  тг])Дг1  ^ 

о 


гй: 


__  0|  "~*  ^Вг  а  Х?1  —  ^% 


а  Ф*  есть  координата  той  мерид1ональной  плоскости,  въ  которой  движуп;аяся 
точка  заключается  въ  моментъ  т. 

Входящ1е  въ  вто  внражен1е  интегралы,  называемые  эллиптическими 
интегралами  третьяго  рода,  обладаютъ,  подобно  интегралу  1^,  свойствами, 
выражаемыми  формулами: 

гд4  ^  означаетъ  такой  интеграл  ъ  третья  го  рода. 


—  214  — 

Ни  основав1Н  зтнхъ  свойствт.,  иохеиъ  вивестя  язъ  предидущихъ  урав- 
иев1В  сд'^ующее  заиючвше  относительво  закона  нзн'^нен1в  уги  ^. 

Во  время  каядаго  перехожа  точки  отъ  отой  ивъ  1фаЯян1ъ  ввране 
лей  до  другой,  уго1ъ  ^  воэрастаетт<  на  одву  и  ту  же  величии;  <>>,  выражае- 
мую опред'Ьленнымъ  иитегралохъ: 


■В*9Шр 


.(357) 


УЯ*+2м,е, 

Можно  лоЕавать,  что  аПсоиотоая   вехнчпла  угла  «   (ка^е   прямвга 
ума. 

Для  гого,  что1^ы  докапать  это,  мы  примемъ  во  вниманхе,  что: 

тавъ  квнъ  Аи]  мен'Ье  единипи;  поэтому: 


2 

Д'  8Ш  р  ЯП  а         /  _5 


11р>н11яявт>,  къ  110Д1.1штегра.1Ь[10)1  фувБц!и  этого  ивтеграда,  разложев!е 
(355  Ыз)  и  выравивт>  я  фувкидею  отъ  -ц  по  ||юрнул'Ь  (339),  мы  югко  опре- 
Д'Ьлнмъ  аелпчиву  каждаго  ит.  иолучнвтяхсн  антегрыовъ  и  яяИдемъ  сл^ 

дующее: 

тому: 

_1,1/~9Ъ.  '=1/  2Д*Т2^1«7+2Д'^^паЖэ 
-^С»  ^  2У        2ДЧ2г>,-"Д*8т'?     ' 

:>тот1>   корень,  очевидно,  6ол'№  еднинды,  такъ  какъ  (4-2  81па)  бо^'^'е, 
1ъ  (~зш^),  а  потому   и   1)одавно  абсолютная  величкоа  угла  ш  бол1е, 


—  215  — 

На  чертеже  19-мъ  л|»едста1иешА  про8КЦ1я  ва  ториэопта^ьн7Ю  плоскость 
траэктор1и,  описываемой  точкою  въ  одномъ  иаъ  такихъ  движен1й;  наружный 
и  внутреншД  круги  суть  ]фоэкц1а  оредйяьннхъ  параиелей;  углы  а^ОЬ^^ 
Ь^Оа^  а%ОЬлу  -  •  •  равны  ш. 

Реакхця  9^  по  координатной  осн  а  (т.^.  до  продолжешю  радауса  век- 
тора) выразится  фувкщею  одного  я,  если  V\  заключающееся  въ  формул'^ 
(334),  будетъ  исключено  изъ  нея  при  поиощи  выражешя  (331);  «огда 
получит»: 

дг=-т^-^?±^^ (358) 

Обратим»  вишишАе  на  С9'Ь|Д7ЮЩ16  случаи  движеи1я  точки. 
Если  корни  ;?!  и  0^  равны  другь  другу,  то  многочленъ  V  можетъ  быть 
представленъ  нодъ  сл^дующимъ  видомъ: 

и—[е--Яг)  2Г, » 

а  та»  канъ  г^  бол-Ье  нуля,  то  при  всякнхъ  ^,  относящихся  къ  точкамъ 
поверхности  сферы,  многочленъ  Т1  получаетъ  отрицательныя  вначешя; 
меыючегае  соспвляютъ  лишь  точки  па{1аллельнаго  круга  л=:4г,,  для  кото- 
рихъ  V  обращается  въ  нуль. 

Такъ  какъ  И8ъ  уравнен1я  (335)  сл'Ьдуетъ,  что  тогда  (при  г=^&1)  произ- 
водоая  ^'  равна  нулю,  то  точка  будетъ  двигаться  по  параллельному 
кругу   и    уголъ   7  будетъ  постоянно  равенъ  своей   начальной  величин'^ 

Фв()г,=Лсов^о)- 

Изъ  выражен1Я  (338)  сл^дуетъ  тогда: 

съ  другой  же  стороны,  такъ  какъ  начальная  скорость  должна  быть  каса- 
тельною  къ  кругу  параллели  ор=7о1  изъ  выражен!я  (333)  получимъ 

йзъ  сравиен1я  з>тихъ  выражен1й  найдемъ,  что  квадратъ  начальной  скорости 
должюъ  им^ть  следующую  величину: 

эта  скорость  остается  постоян1юю  во  все  время  движетя. 


—  216  — 

Двяжеше  по  упу  *  опрвх*1ится  изъ  ураввепвя: 


Д1        Я'  910*  7о        '       Л  СОЕ  Т„  ' 


с^1|довате^ьяо,  двпкен1е  раввои'Ьрво  п  11рох[иж1П'е1ЬВОст1>  одного  полнаго 
оборота  по  окружаости  равна: 


2,/? 


§  45.  РеаБц1я  неудержмвающеб  поверхнмп.  НЪсто 
ехбда  движущейся  точки  съ  таквй  пвверхввсп. 

Реа1сц]л  удерхниающей  поверхности  кохетъ  быть  направлена 
наЕЪ  по  подохительной,  такъ  и  по  отрицательной  норн&ли. 
Реакц!!  направлена  но  положительной  нормали  тогда,  когда: 

Рсов(Р,Ю+т^  <0; (360) 

она  есть  аротиводфйетв^е  сходу  точен  съ  поверхности  п')  отрицв- 
тильную  сторону  (?я;  а  точка  сошла  (!н  въ  эту  сторону,  если  бы 
приняла  ускорен!^,  сообщаемое  ей  силою  Р,  такъ  какъ  это  уско- 
рение удовлетворяло  бы  ел1Ьдующеиу  неравенству: 

то  есть: 

Реакция  направлена  по  отрицательной  нормали  тогда,  когда: 

Р^:ов^Р,N)-\-т^>0; (361) 

она  есть  11рот1ВодФйетв1е  сходу  точки  съ  поверхности  по  полохн- 
тельную  сторону  ел;  точка  сошла  бы  въ  ату  сторону,  если  бн 
ариняла  ускорен!е,  сообщаемое  ей  силою  Р,  такъ  кавъ  это  уско- 
^)ен1е  удовлетворяло  бн  неравенству: 
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то  есть: 

Неудержявающая  поверхность  не  оказнваетъ  никакого  про- 
т1водиств1я  причинанъ,  побуждающжмъ  точку  сойти  съ  поверх- 
вости  по  положительную  сторону  ея;  а  потону,  если  скорость 
точки,  находящейся  на  поверхности,  удовлетворяетъ  равенству 
(258)  (§  38),  а  залаваення  силы  — неравенству  (361),. то  реак- 
щ  будегь  равна. нулю. 

Сл'Ьдовательно,  неудерживающая  поверхность  не  оказываетъ 
реакцШу  направленной  по  отрицательной  нормали;  реакщя  ея 
мозкетг  быть  направлена  только  по  положительной  нормали. 

Бели  скорость  точки  удовлетворяетъ  равенству  (258),  а  за- 
даваежня  силы  —  неравенству  (360),  то  неудерживающая  поверх- 
ность оказнваетъ  реакщю  по  положительной  нориали,  противо- 
действуя точк'Ь  сойти  внутрь  непроницаенато  т'Ьла.  (дФйствитель- 
Еаго  или  воображаенаго),  ограниченнаго  этою  поверхностью;  вели- 
Ч1на  реакцш^  выражаемая  формулою: 

^=—Есов{Р,N)—т^; (312) 

такова,  что  ускореше  точки,   сообщаемое  ей  равиодМствующею 
снл^  Р  и  реакщи  %  удовлетворяетъ  равенству: 

Точка  движется  по  неудерживающей  поверхности  до  т^Ьхъ 
поръ,  пока  задаваемый  силы  удовлетворяютъ  неравенству  (360); 
въ  той  точк'Ь  А  поверхности,  въ  которой  скорость  точки  и  за- 
даваемые силы  удовлетворять  равенству: 

реакщя  обращается  въ  нуль. 


—  218  — 

Если^  при  дальнпйшемъ  движенги  точки  по  поверхности^ 
сумма 

Рсо^{Р,Ю+т^ 

станошшся  мложительшт^  то  дввженке  точкж  по  поверхяоега 
вовможво  только  при  существовав!!  реав]Ц1Г,  ваораввенной  по  от- 
(шцательвой  норна  л;  но  тако!  реа1и1(1в  неудержнвающая  поверх- 
ность оказать  ^не  можегь,  а  потому  тачш^  должна  ссАти  съ 
поверхности. 

Она  сходитъ  съ  поверхности  въ  точк'Ь  А  н  движется  дал^е 
свободно  вн'Ь  поверхности  подъ  вл1ян1еиъ  прилохенннхъ  въ  ней 
задаяннхъ  силъ;  начальною  скоростью  на  этохъ  свободномъ  дни- 
жен1и  матерьлльной  точки  слухитъ  та  скорость,  съ  которою  она 
пришла  въ  точку  А. 

Такое  движев1б  продолжается  до  встр<Ьчи  точки  съ  поверхностью. 

Поюжииъ,  что  сфера,  по  котороП  движется  тяжелая  матерьяльная  точка 
(ирим'Ёръ  27-Я),  не  удерживаетъ  точку  отъ  перем'Ьщешй  внутрь  ея  полости; 
по  услов1ю,  сд'&ланному  въ  начале»  параграфа  34-го,  положительная  нормаль 
въ  эгомъ  случа^^  должна  быть  направлена  къ  центру  сферы,  то  есть  про^ 
тивоположно  направленш  положительное  координатной  оси  а;  въ  прим'Ьр'Ь 
27-иъ  иы  получили  выраженхе  (334)  для  реакц1п  по  этой  ос1Г,  поэтому 
реакц1л  9^2^  по  положительной  нормали  еъ  сфер^^: 

-В*— (жЧуЧ-?*)=о 

выравится  следующею  формулою: 

эд^^=5(г,*+^^) (362) 

Изъ  этой  формулы  видно,  что  движущаяся  точка  можетъ  сойти  съ 
поверхности  сферы  только  въ  гЬхъ  гочкахъ  ея,  въ  которыхъ  сумма  {ь^+дг) 
обращается  въ  нуль,  и  поол^  того  становится  отрицательною. 

Поэтому,  если  л,>0,  такъ  что  все  движен1е  точки  совершается  по  ниж- 
ней полусфер1),  то  точка  не  оставить  сферы. 

Если  же  ;ега<0  и  прмюмъ  сумма  {^^^-{-§9^)  тоже  мен'Ье  нуля,  то  движу- 
щаяся точка  должна  будетъ  оставить  поверхность,  еще  не  дойдя  до  этой 
верхней  параллели. 


—  219  — 

§  48.  Т|№|1е  мтерьялыой  точкш  о  пове111ное1!ь. 

При  двихенш  одного  тФла  по  другому^  будотъ  лй  это  скольженхе 
или  каташе,  является  сооротивлен1б  двихешю,  называемое  тренхемъ. 

СтА^^ш  наши  о  законахъ  трешя  почерпнуты  иаъ  наблюдешй. 

Равекатривая  матерьяльную  точку,  находящуюся  на  данной 
поверхности,  какъ  неязм'Ьримо-малое  гЬло,  а  поверхность — вакъ 
поверхность  реальнаго  тЪла,  и  применяя  |БЪ  внмъ  законы 'трен1Я, 
иайденныя  нзъ  наблюденШ,  моженъ  высказать  ати  законы  въ  сл'Ь 
дуюв^емъ  вид^. 

1)  Треше  есть  сонротявлеше  двихен1ю  натерьяльной  точки 
по  поверхности,  приложенное  къ  точк'Ь  и  направленное  противо- 
положно относительной  скорости  точки  по  отношешю  къ  поверхности. 

2)  Трев1е  ножетъ  дЫствовать  и  на  точку,  покоющуюея  на  по* 
верхности,  если  нрозкщя  на  касательную  плоскость  равнодЫствую- 
ще1  вс^хъ  прочихъ  задаваемыхъ  силъ  не  равна  нулю;  тогда  трен1б 

ПрОТ1ВО0ОЛОЖНО   9Т0Й  ПрОЭКЦШ. 

3)  Величина  трен1я,  придоженнаго  къ  движущейся  точв'Ь;  про- 
порц1ональна  абсолютной  величнв^Ь  нормальной  реакши 

^=й1./8й*=Лд/-.у7, (363) 

гд'Ь  квадратные  корни  предполагаются  положительннии. 

Коаффищентъ  к  есть  отвлеченное  число,  величина  котораго 
зависигь  отъ  физической  природы  трущихся  тФлъ. 

4)  Величина  трен1я,  приложеннаго  къ  натерьяльной  точк'Ь,  на- 
ходящейся въ  относительноиъ  покоф  по  отношешю  къ  данной  по- 
верхности,  выражается  тою  же  фориулою(36  3),  но  численный  коаффи- 
Ц1ентъ  иожетъ  принииать  всяпя  величины,  отъ  нуля  до  н'Ькото- 
раго  числа  ^,  большаго  А;;  такъ  что  трев1е  иежду  взаиинс^покою- 
щниися  тЬлами  ножетъ  достигать  ббльшей  величины,  чФиъ  трен1е 
161^9  тЪин  же  тФлани,  находящииися  въ  относительноиъ  движбн1И. 

Предположивъ  существовате  трешя,  опред^ляеиаго  зтиии  вы- 
веденннии  изъ  опыта  законаии,  жожеиъ  составить  сл'Ьдующи  диффе- 
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реищальннд  уравнев1Д  (ЗС5)  движев1Я  штерыльиой  точки,  на- 
ходящейся на  неподвижной  поверхности,  выражаемой  уравнен1е1ъ: 

/•(а;,у,^)=0 (364) 

«»5^  =  У  +  ^|-^»/^^-т1 (Зб&'Ь) 

^^=^+4-^^^'''гШ> (Зв&.  с) 

гд'Ь  X,   У,  2  суть  про8кц1Н  на  оси  координатъ  равнодМствую- 
щей  изъ  приложонныхъ  къ  иатерьяльной  точк'Ь  задаваемыхъ  силъ. 

Нормальная  реа1&ц1я  выразится  здфсь  тою  же  самою  форму- 
лою (317) '^),  сакъ  и  для  точки,  неподверженной  трентю;  чтобы 
получить  эту  формулу  мзъ  дифференщальныхъ  уравнен!!^  помно* 
жимъ  каждое  на  ту  частную  производную  отъ  /*,  которая  заклю- 
чается во  второмъ  член'Ь  второй  части  этого  уравяешя,  по  ело- 
жеши,  воспользуемся  равенствами: 

И  (279);  тогда  получимъ: 

откуда  сл'Ьдуетъ  такое  выраженте  для  реакц1И  по  положительной 
нормали  (въ  случа'Ь  поверхности  неподвижной): 

а=ХД/-=  •     ^^        ^       ^;.  "^       , .  . ,  (366) 

Если  поверхность  находится  въ  движеши,  или  деформируется, 

*)  Прим'Ьлвнною  къ  неподвижной  поверхности. 
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то  трете  будетъ  противоположно  отпоептельной  скорости  иатерьяль- 
ной  точки  по  отношен1Ю  къ  той  средФ^  которой  прннадлежитъ 
поверхность;  по9тому  тогда  въ  диффбрбпц1альннхъ  уравяен1яхъ 
(365),  ви11сто  отношешй: 

^    у    ^ 

V^     V^     V^ 

ДОЛЖНЫ  входить  коеинусм  угловъ,  составляеинхъ  н:1правлен)е«'ь 
относительной  скорости  съ  неподвижныии  осяни  координатъ. 

11ря]г§ръ  28.  По  наилонной  неиодвижиой  плоскости  движется  тяже- 
аая  латерьяльная  точка;  определить  движете,  принииая  вь  1<азсчегь  Т1)ен1е 
между  точкою  и  плоскостью. 

Пусть  /  есть  уголъ  наклонен1я  плоскости  къ  горизонту;  расположинъ 
оси  X*»*  и  У<**  въ  наклонвоП  плоскости,  ось  Х*»— горвзовтадьно,  поло- 
жительную ось  У**»  по  ЛИЯ1И  нанбодьтаго  ската  внизъ,  положитедьную 
ось  2**^  направимъ  перпендикулярно  къ  наклонной  плоскости  и  притонъ 
ввергь. 

Зд-Ьсь: 

а  ураввеше  поверхности  есть:  0=0;  постол  у  формула  (366)  дастъ  следую* 
тую  величину  для  реакщи  по  подожительной  оси  2>"^: 

Ш  =  Х  =  1М^€08е7. 

Днфферевщальвыя  уравнен1я  движен1я  будутъ  сл'1дующ1я: 

они  тождественны  съ  дифференцхальными  уравнен1яии  движен1я  свобод- 
ноЯ  тяж&юй  матсрьяльной  точки  въ  вертикальной  плоскости,  если  уско* 
рен1с  силы  тяжести  равно  </  81п  /  и  если  движсн1е  происходить  въ  сред^, 
оказывающеП  сопротивденхе  постоянной  величины  ткд  сон  ^,  Р'Ьшеше  такой 
аадачн  приведено  на  страницахъ  143—144  этой  книги;  прим^Ьняя  это  р^^- 
шеше  къ  нашему  прим'Ьру,  надо  заменить:  д—  черезъ  двт  /,  а  к — черезъ 
ксо^^^. 
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$  47.  Д1ффврвнц1|ш»ныя  у|мвЕв||я,  вму1а11иц1яся 
чрвзъ  проэкт1рвван1е  сиъ  1  усквренЫ  шл  направлв!^ 
сквросп,  ВА  но(ниль  къ  июерхнвстн  ■  на  б1Нор1а1ь 
нвриальнаго  с'Ьчвн1я. 

Въ  нФкоторыхъ  вопросахъ  о  движеши  точки  по  неподвижное  поверх- 
иости  окавываетсд  полезною  сгЬдующая  форма  дифферснщахьиыхъ  урав- 
нений: 

т^=сРсоа^РуV)  —  к\/^\ («67,а) 

^т~=^Рш(Р,В) (367,  Ь) 

тг;'Л-=1^со8(1^Д)+«; (367,  с) 

тх±  N  означаетъ  направлеше  лоложнтельной  нормали,  91~реакц1Ю  но 
этой  нормали,  В  —  направлен1е,  перпендикулярное  къ  о  и  ^^,  и  имею- 
щее то  же  самое  ноложеше  но  отношевио  къ  ваправленхамъ  V  ш  К,  какое 
им'Ьетъ  положительная  ось  У^п  по  отношешю  къ  положительнымъ  осямъ 
Хо»  (V)  и  2^  (Щ\  Я  есть  кривизна  нормальнаго  сЬчешя,  проведеннаго 
череаъ  направлеше  скорости^';  отношете  (1:9)  есть  геодезическая  кривизна 
траэктор1и. 

Дифференщальныя  уравнен1я  (367)  получаются  ивъ  равенствъ,  выра* 
жающихъ,  что  проэквДя  ускорен1я  движущейся  точки  на  каждое  ивъ  на- 
правлешй  г;,  Б,  N  равняется,  кккештой  на  пассу  точки,  ироэкщи  на  то  же 
направлен1е  равнод'Ъйствующей  вс^хъ  силъ,  приложенннхъ  къ  точкЬ;  изъ 
числа  этихъ  силъ,  реак1ця  направлена  но  N  (или  противоположноХ  а  тре- 
И1е  —  противоположно  скорости.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  проэкщи  ускорешя  на 
эти  направлешя  выразятся  такъ: 

*С08  (*,!;)  =  ^7»    *С08(*,В)="-С08(р,Б) 

г 

*СО8(V,^^0=      С08(р,Л^), 

гдЬ  р  означаетъ  величину  и  направленхе  рад1уса  кривизны  траэктор1и. 
Но  намъ  изв'кзтно,  что: 

^^^=^^ (294  Ь18) 

(см.  §  36  формулы  (293)  и  (294)). 
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Да!-]^,  сов  (р,Б)=:±81п(р,7\Г);  гд11  верхн1й  знакъ  долженъ  быть  уь 
т^хъ  С1учаяхъ,  когда  направлев1е  р  составляетъ  съ  направлев1еиъ  В  острый 
уголь;  намъ  же  известно  (§  43),  что: 

5^5М)=1,... (324) 

а  потому: 

Орштчанк:  Исиючивъ  величину  р  язъ  равенствъ  (294  Ыв)  и  (324), 
лолучимъ  следующее  выраженхе  геодезической  кривизны: 

1=Ящ{р,Ю, (368) 

жятокт  д||фферен1имьное  уравнев!е  (8в7,  Ь)  иожво  писать  в  такъ: 

:±ту^Лщ{р,Ю=Рсо&(:Р,В). . . .  (367,Ъ,Ь18) 

'&ПШШ  уравяешяин  воспользуемся  в'ь  сл'Ьдующемъ  ирим']^р4. 

Примерь  29.  Движете  матерьяльвой  точки  по  какой  либо  неподввж- 
иой  доверхностн,  нредиолагая,  что,  за  исключев1емъ  нормальной  реакц1и 
я  1рен1я,  иикакихъ  другихъ  силъ  не  приложено  къ  точкф. 

Въ  этомъ  случа'Ъ  1^1гО,  а  потому  изъ  уравнен]я  (367,  Ъ,  Ыз)  будетъ 
сл^^довать: 

18(р,^)=0, 

ТО  естц  что  плоскость  криюавы  траэктор1и  проходить  черезъ  нормаль; 
значить  траэктор1л  есть  геодезическая  лин1л. 

Уравнен1е  (367,  с)  получить  сл'Ьдующ1й  видь: 


5й=ЯИ>'Ях=1!Г  ^, 


а  поэтому  уравнен1е  (367,  а)  приметь  сл^дувмвий  видь: 

ш=-*Й. (») 

гд^  М  еегь  щелнчииа  радгуса  кривизны  нормального  с'1}чеи]я. 

Ёслм  V  рассматривать,  какъ  фуикщю  оть  в,  то  уравнен1е  (369)  пред- 
ставвтсд  такь: 


"© 
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въ  такоиъ  вил,^  оно  можетъ  быть  интегрируемо  по  «;  подучимъ: 

V^^Vо*^'\  Ав)^-2А;  Гй (37в) 


Изъ  этого  в^ражен1я  видно,  что  скорость  точки  непрерывно  умень- 
шается, приближаясь  къ  нулю  ассимптотически;  уменьшеше  это  т^иъ 
быстр^^е,  ч^иъ  бол*]^  коэффищентъ  трев1я  и  ч'^мъ  боуН^е  кривизна  геодези- 
ческой ЛИН1И. 

§  48.  При  изложен!!  механики  отд'Ьльной  несвободной  точки, 
приходится  принимать  въ  разсчетъ  силовое  дМствхе  преграды  на  эту 
точку,  состоящее  изъ  норнадьной  реакцш  и  трени,  приложеняяхъ 
къ  точв^Ь;  приэтомъ  мы  задаеиъ  себФ  движенхе,  или  винеиатичесБое 
состоите  поверхности,  образующей  преграду,  не  принимая  во  вни- 
ман1^  того,  что  матерьяльная  точка  оказываетъ,  въ  свою  очередь, 
некоторое  силовое  д'Ьйств1е  на  тФла,  образующхя  преграду. 

Если,  по  характеру  вопроса,  окажется  необходимымъ  принять  въ 
разсчетъ  ато  д'Ьйств1е,  то  мы  встр'бтимся  съ  однимъ  изъ  вопросовъ, 
относящихся  къ  механик^Ь  системы  точекъ,  потому  что  намъ  придется 
тогда  разсматривать  преграду  не  вакъ  кинематическое  услов1е,  но 
какъ  систему  движущихся  матерьяльныхъ  т^лъ,  или,  по  крайней 
у|р4,  какъ  систему  матерьяльныхъ  точекъ.  Отсюда  слФдуетъ,  что 
только  при  изложеши  механики  системы  точекъ  представится  настоя- 
тельная меобходимость  установить  понятхе  о  силовомъ  дМетвш 
матерьяльной  точки  на  преграду;  но  мы  сдФлаемъ  ато  теперь. 

На  время  предположимъ,  что  матерьяльная  точка  т  есть  т'бло 
неизмЪримо-малнхъ  размФровъ. 

При  дМств1и  преграды  на  точку  ш,  одно  изъ  тЪлъ,  образую- 
щихъ  преграду,  находится  въ  непосредственномъ  прикосновешн  съ 
точкою  т;  яапримФръ,  если  преграда  образуется  поверхностью  не- 
проницаемаго  т'Ьла,  то  матерьяльная  точка  ш,  когда  она  несво- 
бодна, находится  въ  непосредственномъ  прикосновен1М  съ  зтимъ 
тЪломъ,  или,  если  матерьяльная  точка  находится  на  одномъ  концФ 
твердаго  стержня,  а  другой  конецъ  его  находится  въ  неподвижной 
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точк'Ъ,  вокругь  которой  стержень  ножетъ  вращаться,  то  иатерьяль- 
ная  точка  находится  въ  непосредственномъ  нрикосновен1и  съ  концоиъ 
стержня.  То  гЬяо  преграды,  которое  находится  въ  непосредствен- 
яояъ  прикосновенхя  съ  несвободною  иатерьяльною  точкою,  назовенъ 
т^лонъ  В. 

Пусть  ЭЮ  есть  та  точка  преграждающей  поверхности,  въ  ко- 
торой яатерьяльнаа  точка  т  къ  ней  прикасается;  эта  точка  Ш 
пркнаддежитъ  т1ду  В. 

Относительно  силоваго  дМств1я  точки  т  на  преграду,  въ 
аналитической  иеханик<Ь  д'Ълается  предположеше,  что  это  д'Ьйств1е 
есть  сила,  приложенная  къ  точк'Ъ  Ш  т'Ъла  В  и  направленная 
противоположно  дМств1Ю  преграды  на  точку  т. 

Такииъ  образоиъ,  взаиинод'Ьйств1я  иежду  преградою  и  точкою 
т  разснатриваются,  какъ  противоположный  взаиннод^кйств1я  иежду 
точкою  т  и  точкою  Ш  т'Ьла  Б;  къ  силу  основнаго  начала  С 
(стр.  19)  они  суть  силы  равныя  *). 

Определяя  же  иатерьяльную  точку,  какъ  иассу,  сосредоточен- 
ную въ  геоиетрической  подвижной  точк'Ь,  иы  должны  будеиъ 
придать  следующую  форму  опред'Ьлен1Ю  понят1я  о  силовоиъ  дМ- 
СТВ1И  точки  т  на  преграду. 

§  49.  ДШтв1е  натермдьной  точки  на  преграду.  Дав- 
1ен1е  ТОЧЕН  на  поверхность. 

ОпрЕДЪЛВНШ.     Д-ВЙСТВ1Ё     МАТКРЬЯЛЬНОЙ    точки    т    НА    ПРЕГРАДУ     ЕСТЬ    СИЛА, 

ПРИЛОЖЕННАЯ   КЪ   ТОЙ   ТОЧКФ   Ш{  ПРЕГРАЖДАЮЩЕЙ  ПОВЕРХНОСТИ, 
СЪ    КОТОРОЮ    т    СОВПАДАЕТЪ;    ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ,    что    ТОЧКА    Ш{ 


*)  Съ  точки  зр^шя  молекулярной  физики,  взаиинодМствЕе  меясду  двумя 
т^ами  А  м  В  (черт.  20),  являющееся  при  ихъ  прикосновенш,  есть  резуль- 
тать  молекулярныхъ  взаимиод']Ьйств1й  между  каждою  такою  частицею  а 
тк|а  А  и  каждою  такою  частицею  Ъ  г]^а  Д  разстоян1е  между  которыми 
те  (юл'^е  радауса  д11йств1я  частичныхъ  силъ.  Всл^^дств1е  крайней  малости 
8ТОГ0  рапуса,  взаимнод'Ьйств1е  между  т1лами,  прикасающимися  въ  одной 
точк'й  К,  приводится  къ  взаимнод^^йств1ю  между  весьма  малыми  частями 
а  и  Р  этихъ  т^ъ.  Кром'!}  того,  такъ  какъ  молекулярный  силы  взаимнод'бй- 
СТВ1Я  между  каждою  парою  частицъ  предполагаются  равными  и  прямо  про- 
тивоположными, то  и  взаимнод']^Г1ств1я  между  а  и  ^  оказываются  равными 
и  прямо  противоположными. 

15 


—  226  — 

ЕСТЬ    В1ФСТФ    СЪ    ТФМЪ    ОДНА    И8Ъ    ТО«КЪ    ОДНОГО    И8Ъ   ТМЪ, 
ОВРАЗУЮЩНХЪ   ПРЕГРАДУ. 

Сила,  приложенная  къ  точкъ  ф{,  состоитъ:  изъ  дав- 
лешя    точки    т    на    поверхность,    равнаго    и    противопо- 

ЛОЖНАГО     РЕАКЦШ     ПО    Н0Р1АЛИ,     И     ИЗЪ     СИЛЫ     ТРЕШЯ,    РАВ- 
НОЙ     И     ПРОТИВОПОЛОЖНОЙ     СИЛ'В     ТРЕН1Я,     ПРИЛОЖЕННОЙ     КЪ 

точк*  т. 

Реакщя  неудерживающей  поверхности  ножетъ  быть  направлена 
только  по  положительной  нормали  (§  45),  поэтому  давлеше  ма- 
терьяльной  точки  на  такую  поверхность  можетъ  быть  направлено 
только  по  отрицательной  нормали. 

Полная  величина  силы  Д'Ьйств1я  матерьяльной  точки  на  по- 
верхность равна: 

1)=1/ШЧх2ЭД^=Я1/Т+7; (371) 

направлен1е  ея  составляетъ  съ  нормалью  уголъ,  тангенсъ  котораго 
равенъ  X.  Величина  х  равняется  кодфищенту  трен1я  А;,  если  точка 
движется  по  поверхности;  еаи  же  точка  покоится  на  поверхности, 
то  X  можетъ  получать  величины,  заключающ1яся  въ  пред'Ьлахъ 
отъ  нуля  до  кг  (§  46). 

§  50.  Днфференц1альныя  уравнен1я  дв1жен1я  ма- 
терьяльной точки,  свобода  дв1жен1я  которой  огранкчена 
двумя  пересекающимися  поверхностями. 

Если  об'Ь  поверхности  —  удержнвающ1Я,  то  матерьяльная  точка 
можетъ  им'Ьть  движбН1е  только  по  лин1М  пересАчен1я  поверхностей, 
а,  следовательно,  скорость  точки  будетъ  направлена  по  касатель- 
ной къ  этой  кривой  лиши. 

Пусть: 

Мx,у,^^,^)=0 (372) 

ГЛх,у.^^)=0 (373) 

суть  уравнен1я  поверхностей;  положимъ,  что  н'Ьтъ  трешя  между 
матерьяльною  точкою  и  поверхностями  и  что  X,  У,  2  суть  проэкц!! 
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на  оск  коордюатъ  равнодМствующе!  изъ  задаваеныхъ  оилъ,  ири- 
ложенвнхъ  Бъ  точк'Ъ. 

Бро1^Ь  задаваемнхъ  сель,  къ  яатерьяльной  точв'Ь  ориложенн 
еще  норкальныя  реавщи  об'Ъжхъ  поверхностей. 

Пр(^кц1и  на  оси  воординатъ  реавщи  первой  поверхности  суть: 

^^дх^  ^^ду^  ^^дв' 

про9вц1И  реавщи  второй  поверхности  равны: 

^'^дх'  ''^ду^   ^^дв' 

Въ  еилу  основвнхъ  началъ  (§  14),  дифференщальння  уравне- 
шя  движен1я  этой  иатерьяльной  точби  будутъ  сл'Ьдующ1я: 


•  (374) 


Для  онред'Ьлешя  движешя  точки  иожно  поступить  сл'Ьдующииъ 
образонъ:  исключить  Хг  и  Ха  изъ  уравнен1й  (374),  всл'Ьдетв1е  чего 
получится  одно  дифферен1^альное  уравнеше,  не  заключающее  атихъ 
иожителей;  полученное  уравнеше  надо  интегрировать,  принимая 
60  внииаше,  что  х^  у^  г  ж1  связана  уравнешяии(372)  и(373). 
Поетоянння  произвольный  опред'Ьлятся  по  начальному  положенхю 
точки  и  по  начальной  скорости  ея. 

Для  опредЪлен1я  величинъ  реавц1Й  поверхностей,  составинъ, 
изъ  дифференщальиыхъ  уравненШ  (374),  сл'Ьдующ]я  два  ураввен1я: 

Х1(дЛ)Чх,дАдЛ  С08  (^\г,,^^,)= ж  (^^а;'Ч^  / +§  ^'0 - 

-(^§+^^1+^'^) (376) 

15* 
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Видь  вторвхъ  частей  атнхъ  уравнев18  поваааваеть,  вякимъ 
образонъ  оян  получились  изъ  ураввев1&  (374);  ^1  I  Л",  овваг 
чав)тъ  ваоравленк  полокительвнхъ  нормалей  въ  поверхностлнъ 
(372)  и  (373). 

Члены,  эавлючающ^е  усЕорен1е,  жогутъ  бнть  исклпчевн  взъ 
уравнешй  (375)  в  (376),  если  принять  во  внииашо,  что  усворе- 
в)в  точви  должво  удовлетворить  услов1Яиъ: 


=  0,  ^=0, 


то  есть  равенстваиъ: 


»й^'л.2..,»л.<Л."л 


^"+^:>/'+^^'''+^^^^-й (377) 

|;/+|^+я?-.-о; (378) 

всл11детв1в  этого,  ;равнеи1я  (375)  и  (376)  получать  такой  видъ: 


да 


Кп+x|^-у|^+г§) 


91,+!)1,со8(«,Ж,)=:— 5 "^.^     ■» ''^.  (379,  а) 

«.сов(^.,ВД+9.,=-Н^±%^^,.  (379,Ь, 
гд*: 

Бели  первая  воверкность  есть  неудерхивающад,  то  катерьлльняя 
точва  не  оставляетъ  ее,  пова  реавц!я  9^1  им11етъ  величину  положи- 
тельную (т.-е.  направлена  по  положительной  нормали  Л,);  въ  той 
точк*  врнвой  лини,  въ  которой  реакщя  Яг  обращается  въ  нуль,  а 
при  дальн41Йшвмъ  двихенЁи  по  вривой  должна  была  бн  стать  отрица- 
тельною, въ  тавой  точк'Ь  кривой  лии!в  матерьяльная  точва  оставляетъ 

)вув>  поверхность  и  кривую  лив1Ю,  не  сходя  со  второй  поверхности; 

в  дальн'Ъйшехъ  дви1сев1в  иатерьяльвой  точки,  ^1  равно  нулю. 
Если  обй  поверхности  яеудерживающ1я,  то  матерьяльная  точва 

ветъ  оствввть  и  ту  в  другую. 
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1 

§  М.  Закм1ъ  Ж1МЙ  смы  дм  напрьяльно!  точы, 
дпжущвЁея  по  жроой  1НН1|. 

Изъ  днфференщальннхъ  уравнен!!  (374)  составпъ  уравнеше: 

-%:^=х^+уу+г^+х.(|хЧ-|»/+й'')+ 

Если  кривая  неподвихна,  то  есть,  если  уравненш  (372)  и  (373) 
не  заключаютъ  времени  двнымъ  образоиъ,  то  тогда  условхя: 


^=0    ^=0 


выразятся  такъ: 


I  тогда  первое  уравнен1е  настоящаго  параграфа  получить  видъ 
уравнешя  (111)  параграфа  21-го. 

Разеуждая  дал^Ье  такъ  же,  какъ  въ  §  26^  приденъ  въ  сл'Ь- 
дующему  заБЛЮчен1Ю: 

Еми  матерьнльная  точна  находится  на  неподвижной 
кривой  линги  неизмтьняемаю  вида  и  если  приложенный  кг 
неб  заОаваемия  силы  имгьютъ  потенцгам^  то  двиоюенге  точки 
подчиняется  закону  живой  силы. 

§  52.  Реакц1я  неподвижной  криой  лнн1н,  удерживаю- 
щей натерьяльную  точку  на  себ'Ь.  Давлен1е  точки  на 
кривую. 

Когда  удерживающая  кривая  неподвижна,  тогда  то  самое 
двффереищальное  уравнеше,  которое  получается  по  исключенш 
иножителев  Хг  и  Х2  изъ  уравнешй  (374),  составится  фрямо, 
если  выразинъ,   что   произведете   изъ  массн  точки  и  проэкц1и 


уеворвшя  в&  юаравлеше  скоровп  равывтса  промщл  ю  то  хе 
няправлен!е  равнод'!Ьйству])ше&  т  эадаваеквхъ  еилъ;  пмупп: 

т§=^'сл8№|1)*) (880,  а) 

ВыражевЫ  (379,  а,  Ь)  тоже  югутъ  быть  составленв  рряло; 
овв  вырахаптъ  проакцзи  на  направлев1л  норя&лей  ^1  в  ^|  рквно- 
дМствующей  ваъ  реаБ1ий  '^1  в  %;  означвнъ  «ерезъ  $  велвчвн; 
к  направлен1е  втоВ  раваодФйствующеЙ. 

Составинъ  равевство,  выражающее,  что  сукжа  проэЕцгй  ве^хъ 
свдъ,  првлохевннхг  къ  точкЪ,  на  направлен1е  радЕуса  кривизна 
кривой  равняется  проэЕЦ1И  ускорения  ва  то  же  навра8лен1е,  похио- 
женной  на  нассу  точкв: 

т^=^'соз{^',р)+Шсо8{5р,р) (380,  Ъ) 

ЕровФ  того,  сувма  провЕ1(1й  т-Ьхъ  же  свлъ  ва  ваправ1ев1е 
бинориали  равна  нулю,  такъ  шкъ  бинормаль  иле  вторая  главная 
норяаль  верневдвкулярва  къ  влосбости  вривиавы  крввой,  а  уеко- 
рев1е  движущейся  точки  завлючается  въ  плоскости  крививив. 

0^^'со8(^',Ь)+1Рсов(*13,6); (380,  с) 

ваправлеше  бнвориалв  Ъ  предполагается  эд'Ьсь  ороведенвывъ  въ  ту 
сторину,  въ  которую  была  бы  направлена  положительная  ось  2"*, 
если  бы  полоАнтельная  ось  Х*"  ии'Ьла  ЕаправлеЕ1в  скорости,  а 
полохительвая  ось   У*  ваправлеше  главной  поржали  (черт.  21). 

Такъ  какъ  ф  заключается  въ  нориальвой  плоскоств  къ  кри- 
вой, то  какъ  велвчина,  такъ  и  направлен1е  ея  вполне  опреде- 
ляются изъ  равенствъ  (380,  Ь,  с). 

Черезъ  одну  в  ту  же  кривую  лив1ю  южво  вровеств  безчислен- 
иое  множество  поверхностей  н  вта  кривая  иожетъ  быть  разешатрв- 
аеия,  вакъ  Л1В1Я  пересФчешя  которнхъ  либо  дяухъ  изъ  нвхъ. 


*)  Предоставлдеыъ  чвтате1ю  у&Ьднться,  что  двфференц1альное  уравне111е 
)80,  аГ  есть  то  саное,  которое,  въ  случае  деполвкяаостн  кривой,  ишучается 
эъ  дпфференц1а1Бпаго  уравнеЛ1л  (374)  посхЬ  исключены  иноянтедеА  X,  в  X,- 
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Ееди  о(Л  доверхности,  внражаешк  уравнешдии  (372)  (373)— 
удбрхявающ1д,  то  мы  можеиъ  зан'Ьнить  ихъ  двумя  другими  по* 
верхноетями,  проходящими  черезъ  ту  же  кривую  лишю  и  такихъ 
п&ръ  поверхностей  —  безчисленное  множество. 

Бавъ  дифференц1альное  уравнеше  (380,  а),  такъ  и  равенства 
(380^  Ъ,  с),  совершенно  не  зависятъ  отъ  вида  этихъ  поверхностей, 
поэтому  можно,  оставивъ  въ  еторон'Ь  всяв1я  разсуждешя,  относя- 
Щ1яея  къ  зтимъ  поверхностямъ,  предположить,  что  сама  кривая 
ДИН1Я  удерживаетъ  на  себ'Ь  матерьядьную  точку,  оказнвая  реакцш 
$  тФмъ  причинамъ,  которБЕя  побуждаютъ  матерьяльную  точку  сойти 
съ  этой  кривой. 

Интегрируя  дифферевц1альное  уравненхе  (380,  а),  опред1^лимъ 
двихеше  точки  по  кривой;  изъ  равенствъ  же  (380,  Ъ,  с)  опре- 
делится реакц%я  $  кривой  линщ  заключающаяся  въ  нормаль- 
но! плоскости  кривой. 

Означимъ  черезъ  Рп  величину  и  направленхе  проэкщи  силн 
Р  ва  нормальную  плоскость;  величина  ея  равна: 

а  промици  ея  на  направлешя  р  и  6  равны  прозкцгямъ  силы  ^Р 
на  тЪ  же  направлен1я;  поэтому  равенства  (380,  Ь,  с)  можн(^ 
представить  такъ: 

фсо8(ф,р)=ш^"— 2^лС08(^;»,р)  1 

^ •  .  (осЯ/ 

ф  С08  (ф,6)=  —  Рп  С08  {Рп,Ъ)  ] 

Реакщя  $  есть  сила  Д'Ъйств1я  кривой  лиши  на  матерьяльнуЮ' 
точку  т,  прилоакенная  къ  этой  точк'Ъ;  обратно,  силовое  д'Ьйств1е 
точки  щ  на  кривую  лишю,  такъ  называемое  давленге  мату^ль- 
жл  та^и  на  Ф^шеую  литю^  предполагается  прнложемянмъ  къ 
той  точкФ  М  кривой,  въ  которой  М  находится  и  предпола- 
гается раввнмъ  и  протнвоположнымъ  реакц1и  ф. 

Повтому  давлепе  также  заключается  въ  нормальной  плоскости^ 
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а  велячкна  н  наор!1ыек1е  его  определятся  по  елЪдующвлъ  фор- 
■ул&жъ: 

В  С05  (1>,6) = Р»  сов  (1'п,Ь)  1 

Этв  формулы  ввражаютъ,  что  давлеме  В  есть равнодпйствую- 
щая  иэз  силы  ^п  (проэкщи  силы  Р  аа  нормальаую  плое&ость),  и  изъ 
силы  т— ,  направленной  протиеополоэюно  главной  нормали. 

Эта,  направленная  отъ  центра  кривввны  кривой,  сила  пред- 
ставлявтъ  ту  чаеть  давлен)»  точен  на  кривую,  которая  произ- 
водктея  стрб1лвн1е]1ъ  иатерьяльноВ  точки  сохранить  направление 
своего  движения;  сила  эта  наэвваетея  петпроблокною  силою. 

Реактя  неподвижной  кривой  Аиншестьравнодлйствующая 
изъ  силы,  равной  и  противоположной  силп  Еп  и  ип  силы, 
равной  и  противоположной  центробпжной  силть. 

(На  чертеже  21  изображены:  сила  Рп  лишею  МРп,  противо- 
положная ей — лишею  М^\  центроб'Ьжная  сила  —  лин1ею  МЦ; 
сила,   цротнвополохвая  дентроб'Ьжяой,  изображена  лив1ею  МК). 

%  53.  Пр1м1^ры  р^ш№1я  воаросовъ  о  дв1жсн11  мапрь- 

ЯЛИОЙ  ТОЯКВ  по  данной   КртВОЙ  Л1Н|1. 

ПрянФръ  30-й.  Матврьальвая  точка  движется  по  какой  либо 
неподвижной  кривой  лян1И,  касательная  къ  которой  изиЪниетъ 
свое  ваправлен1е  неррерывныиъ  образоиъ  вдоль  по  всей  кривой; 
нвкакихъ  силъ,  ЕцюиЪ  реакщн  кривой,  не  приложено  къ  точкФ. 

Въ  шхъ  елучаяхъ  дввжев1е  удовлетворяетъ  закону  живой  сила, 
а  потому  I;  иа-Ьеть  постоянную  величину;  дал^е,  легко  найдеиъ: 
а=8^+V,^,  ееди  движете  направлено  въ  сторону  воврастающикъ  5. 

ДаБлен1е  точки  на  кривую  приводится  вдЪсь  къ  одной  только 
центробежной  силе,  которая,  всл1дств1е  постоянства  екоросп, 
обратно  пропорц1ональна  рад1усу  кривизны. 

ПрииЪръ  81-й.  По  какой  либо  кривой  лин!и  двнжется  иа- 
терьяльная  точка,  къ  которой  приложена  сила,  навравленвая  оо 
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касательной,  я  стренящадея  ариблизить  движущуюся  точку  къ 
некоторой  точк!  /$^  кривой;  величина  силы  пропорщональна  вели- 
чквА  равстояшя  движущейся  точки  отъ  точки  ^8^о• 

Дифференц]альное  уравнеше  (380,  а)  получить  вд'Ъсь  сл'Ь- 
ду1>Щ1й  видъ: 

т^^  =  —  т\1,%  когда  ь=^^ 
тать  что,  во  всяконъ  елуча'Ь: 

Интегралн  этого  дифференц1альнаго  уравнен1я: 

8=дш{\и+с)у  с— агсвш-^; 

(с1.  стр»  66,  нриж^Ьръ  8-й). 

Давжеше  иатерьяльной  точки  на  кривую  и  зд'Ьсь  приводится 
п  одной  центроб^Ьжной  сил'Ь. 

Прин^ръ  32-й.  Движенге  тяжелой  точки  по  циклоиде  заыючающейся 
въ  вертикальной  плоскости  ХУ,  и  расположенной  такъ,  какъ  показано  на 
чертежахъ  11  и  31  кинематическое  части;  положительная  ось  У«п  ии^етъ 
в&правлете  силн  тяжести. 

Уравнешя  кривоП  (си.  стр.  14  кинематической  *частн): 

а;=Дш+8Ш<1)),  у=Б(1+со8ш). 

Такъ^как'ь  потенщалъ  силн  тяжести:  Т}=^тду^  то  выражен1е  закона 
живой  силы  будетъ,  въ  этомъ  случа"]^  сл^^дующее: 

V^  —  Vо  =  2^22(сОв  (О  —  С08  <Оо), 
нлг. 


«,«_^-4^Д(8Ш«!^-8Ш'^), 


^(V— з"), 


I.  стр.  53  и  54  кннеиати ческой  части). 
Равенству  (383)  дадннъ  вндъ: 


''=1=/&А'-«-;  г'=«."+«^'; 


гегрвртя  это  ураввеше,  получинъ: 

з=^вт(^у  ^+с);  с=аге8111^ (384) 

ДаЕ1ен1е  ва  кривую  состовтъ  и:1ъ  центробЬхноЯ  силы  и  проэкщи  сяш 
кесги  на  нормаль  къ  кривой: 

I  Л*  озвачаегь  нааравлел1е  иормялн,  проведенной  въ  выпуклую  сторону 
иондн. 

По  свойству  цииоды,  уголъ  (N,7)  равенъ  ^  (см.  стр.  54  и  «рт.  31 
■енатнческоб  части)  н  рад1усъ  Ерввнзвы  вдвое  бохЬе  дхини  Ы№  {ел- 
ъ-яе  чертежъ); 

Тань  вавк 


со       ИЮЙ'-в* 
С08^=— 55 . 

1>  выразится  въ  8  сл^Ьдуюшнмъ  образоиъ: 

д_*»{(Й*+1вД'— з'— у 

Изъ  выракешя  (364)  видно,  что  тяжелая  натерьлльиая  точка  совер- 
пъ  першлическое  колебательное  двнхев!е  по  циклоиде,  отклоняясь  на 
стоян1н  +  9  в  —  3  огь  нияией  точки  циклоиды;  врежл  Т,  потребное  ди 
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■ 

перехода  точки  иэъ  иоюжешя  8^^-\-  ^  въ  подожеше  ^  =  --  ^,  щи  дм 
обратнаго  движев1Я,  не  зависитъ  оть  величины  $  и  равно 


-"/^- 


Прян'Ьръ  33-й.  Движен1е  матерьяльной  тяжелой  точки  по  удер- 
живающей окружности,  заключающейся  въ  вертикальной  плоскости. 

Возьиенъ  центръ  окружности  за  начало  координатъ,  ось  У^"^ 
найравииъ  вертикально  внизъ,  ось  Х^***  горизонтально  въ  плос- 
кости круга. 

По  закону  живой  силы: 

V^=(2ду+Vо^  —  2ду^), 
дли 

V'='2д^у-Ъ),..... (385) 

гд*: 

Величины  Н еЪ инЪютъ сл'&дующ1Я значен1я.  Если  представить 
666*6,  что  свободная  тяжелая  матерьяльная  точка  будетъ  брошена 
евизу  вверхъ  съ  начальною  скоростью  V^у  то  она  поднииется  на  вы- 
еоту  Н  надъ  т'Ьиъ  уровнемъ,  съ  котораго  она  была  брошена;  если 
зтотъ  начальный  уровень  былъ  у=уо<,  то  свободная  тяжелая  точка, 
брошенная  вверхъ  со  скоростью  г;о,  поднимется  до  уровня  у=Ь. 

Еслиэтотъ  уровень  пересЬкаетъ  окружность  (т,-е.  если  6>  —В\ 
то  скорость  обращается  въ  нуль  въ  точкахъ  перес'Ъчен1я,  какъ 
видно  изъ  уравнешя  (385);  движете  совершается  только  по  той 
части  окружности,  которая  ниже  уровня  у^=^Ь. 

Если  же  атотъ  уровень  не  пересЬкаетъ  окружности  (т.-е.  если 
Ъ< — В),  то  скорость  движущейся  точки  не  обращается  въ  нуль 
ни  въ  какой  трчкА  окружности;  въ  самомъ  ккхЬ^  положимъ: 

Ь=—Е  —  1, 

гд'Ь  I  болФе  нуля,  тогда  уравнен1е  (385)  получитъ  сл'Ьдующ1Й  видъ: 

V'=2д{у+В+^, 

а  отсюда  уже  ясно  видно,  что  у^  не  обращается  въ  нуль,  пока  точка 
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тея  на  овружиоети.  Въ  втихъ  ежучаяхъ  дмхеше  совершаетса 
№й  окружности  бевъ  остановокъ  и  безъ  пере111нв  вапраые- 

1КОрОСТ1. 

)тя  два  рода  слутаевъ  разсмотрннъ  отдельно. 

I.     Ь>~Е. 

>значи1гъ  черевъ  ?  уголь,  составляемый  рад^усокъ  векторомъ 
ущейся  точки  съ  положительною  осью  У",  тогда  уравнен1е 
)  получить  сл^дующ11  видъ: 

^ЙГ=2^^«^?-Ь), (386) 

С08р=д. 

Гакъ  швъ  уголь  ср  не  южеть  быть  бол^м  р  в  не  иожетъ 
мен^е  (—  р),  то  внразинъ  синусь  ооловнев  пого  угла  слФ- 
{имъ  обраэомъ: 

8ш|=эт|81п»1; (387) 

I  будетъ: 

'^*'4-л  =  28ш|со37147.  •  ■  •■ (388) 

||ервиц1альиое  же  уравнен1е  (386)  получить,  посл1Ь  надлежа- 
ь  сокращвн1й,  слЪдующ1Й  вндъ: 

1^У 


(1 —  вш^ат'к)^ 
во  В8влечвв1и  корня  и  по  отд'!Ьзев1В  перем11НВ11Хъ: 


=1:]Л1  — в 
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Корень,  ваходящШея  въ  знаненатед'Ь  первой  части,  не  обращается 
въ  нуль  ни  при  вакихъ  Д'Ьйствительныхъ  ведичинахъ  т),  если  только 
р<1г,  а  потому  этотъ  корень  долженъ  сохранять  свой  знакъ  во  все 
вреия  движен1я;  изъ  этого  сл^^дуетъ,  что  и  знакъ  дифференщала  Л-ц 
остается,  во  все  время  движен1я,  ностояннынъ;  знакъ  этотъ  опреде- 
лится изъ  равенства  (388),  прииФненнаго  къ  начальному  моненту. 

Въ  это  равенство  входитъ,  однако,  некоторая  величина,  ко- 
торой нн  моАемъ  придать  знакъ  плюсъ  или  минусъ,  по  желан1Ю, 
это  именно: 


С081Г1о=."|/      1 


8Ш  I 


если  же  мы  условимся  придавать  этой  величин^Ь  тотъ  же  самый  знакъ, 
какой  им'Ьетъ  величина  сро\  то  тогда  знакъ  величины  щ^  слЪдова- 
шъно  и  производной  7)'  будетъ  во  всЬхъ  случаяхъ  и  всегда  — 
положительный;  тотъ  же  самый  знакъ  долженъ  будетъ  ин^ть  и  ко- 
рень знаменателя  первой  части  дифференщальнаго  уравнен1Я  (389). 
И  такъ: 

тг|о<2ч    если  (ро'>0, 

т^о>^,  если  (ро'<0; 

уголъ  7)  непрерывно  возрастаетъ  отъ  своего  начальнаго  значен1я 
и  эаконъ  возрастан1Я  выражается  равенствомъ: 

1=/^      Г-;=М===, (390) 

или: 


8Ш*^8Ш   Т) 


«=/7№'«^4)-^(чо,8ш|)), (391) 

гд*  Щг^^к)  есть  тотъ  самый  интегралъ  (формула  (346)),  который 
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|11твдея  ншъ  при  р^шеши  примера  27-го-,  разница  завлюч&етсл 
|Бо  въ  выраженл  величины  к,  котирал  зд-Ьсь  равняется  зш|- 
Въ  прии^Ьр^  27-мъ  были  доказавн  нФкоторнл  евойетва  янте- 
га  1'{-ц,к),  а  ват^жъ,  на  основан1и  этихъ  сво1ствъ,  оказалось 
южвннъ  лолучнть  понвтхе  о  нер1од1чесво1ъ  характере  дви- 
!л;  то  хе  саиое  южетъ  быть  сд'Ьдано  я  зд'Ьеь. 
Жлъ  фориулы  (387)  видно,  что  сл1Ьд;ющи1ъ  величивамъ  т| 
'вФтствуютъ  слФдующ1Я  величина  <р: 


тогда  1р=0,  р,  О,   —3,  О,  р,  О, 


акъ  Еакъ  ср  изменяется  непрернвно,  то  рад!усъ  векторъ  точки 

|ршаетъ  Бачан1я,  откловлясь  на  уголъ  ^  въ  положительную  ето- 

^  и  на  такой  хе  уголъ  —  въ  отрицательную. 

Изъ  того  свойства  интеграла  (346),  которое  выражается  ра- 

;тво1ъ: 

Пг>+щк)=П^,к)+^^,к) (348) 

цуетъ,  что  перехидъ  точки  изъ  одного  крайняго  положены  Б 
1Т.  22)  въ  другое  Д,  или  обратный  переходъ  изъ  В^  въ  В, 
фшается  въ  течен1и  промежутка  врененн 

I■■^V^^■^••^'4) (392) 

1Т0  такое  же  время  потребно  для  движен!я  отъ  середины  дуги 
до  одной  изъ  крайвнхъ  точекъ  и  обратно  въ  ^(,. 
Изъ  свойства,  выражаенаго  равенствомъ 

Г(т.,к)=2Щ,к), (349) 

дуетъ,  что  матерьяльная  точка  совершаетъ  переходъ  отъ  точки 
до  одной  изъ  крайвнхъ  точекъ  въ  течен1И  времевв  2',  столько 
времени  требуетъ  и  обратное   движеше. 
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ДахЬе,  ияъ  свойства  (348)  и  на  основанш  фориулъ  (387) 
I  (391)  сд'Ъдуетъ,  что,  если  въ  н'Ькоторый  номентъ  времени  ра- 
Д1усъ  векторъ  ОМ  (черт.  22)  отвлоненъ  на  уголъ  <р  отъ  верти- 
кальной лиши,  то,  по  истечен1и  промежутка  времени,  равнаго  Т, 
онъ  будетъ  отклоненъ  на  уголъ  ( —  ср),  то  есть,  на  тотъ  же  самый 
уголъ,  но  по  другую  сторону  отъ  вертикальной  лиши;  значить,  въ  те- 
чеши  этого  промежутка  времени,  матерьяльная  точка  совершить  дви- 
жете отъ  Ж  къ  Б  и  отъ  Б  къ  М^  или  отъ  ЛГкъ  Д  и  отъ  Д  къ  Мх. 

Величина  промежутка  времени  Т,  называемая  продолжитель- 
ностью размаха  круговаго  маятника,  вычисляется  по  формул'Ь: 


2 

/7Т 


^=2/?  1-г=^=Т= (393) 

-  81П*  ^  81П'  7) 


о 


Прин'Ьнивъ   къ  подьинтегральной  функц1И  сл'кдующее  разло- 
хеше  въ  ряды 

[гд4  X  надо  зам'Ьнить  произведешемь  зш^зхпт)),  и  принявъ  во 
внимаше,  что: 

1С 

2 

/„•2л    ^   1.3.5 (2п~1)  1С 
8Ш    ^а^П  — 2.4.6 2п2> 


получимъ  следующее  выражеше  для  Т: 


^--у  ^ЬН^'^^'I+(ШУ^^*I+ ]. . .  (394) 

При  доетаточно-маломъ  р  можно  ограничиться  двумя  первыми 
членами  зтого  ряда. 
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ЁслЕ  же  уголъ  этотъ  столь  иль,  что  южно  положить: 


:4  р"  означаетъ  число  секундъ,  заключающееся  въ  этожъ  углЪ, 
Т  вправится  т&Еъ: 

Г=./|(,+(^%1пМ") (395) 

II.     6<— Л. 

Положинъ  6= — В — 2,  тогда  ураввеше  живой  силы  получить 
*ДУЮ1Ц1Й  вндъ: 

^*=2(КЛсо8<р+Д+0, 


корвя,   по  от. 
ь: 


сюда,   по   и8влечен!и    корвя,   по  отд'ЬлбН1я  переи^ннвхъ  и  по 
1тегрирован1и,  получижъ: 

,-^,    "'        /  ''(^)  (3»б) 


%  знаяъ  плюсъ  долженъ  быть  взятъ  въ  т1|хъ  случалхъ,  въ  ко- 
рыхъ  начальная  скорость  направлева  въ  сторону  увеличивав- 
1ХСЯ  7,  а  знакъ  ииусъ  ~~  въ  елучаяхъ  протнвоположнаго  на- 
)авлев1я  начальной  скорости. 

Изъ  этого  равенства  видно,  что  уголъ  ?  непрерывно  возраетаеть 
л  убнваетъ  н  что  возрастание  утла  ^  на  21с  совершается  въ 
чен!!  врененн: 


УЪЩ^+1) 


2 

У   1-2Л+(в: 
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такъ  что  въ  течеши  этого  времени  точка  пройдетъ  всю  окруж- 
ность одинъ'разъ. 

Ш.     Ъ=—Е. 

Если  пологимъ  р=1с  въ  случаяхъ  I  рода  или  2=0  къ  слу- 
чаяхъ  П  рода,  то  получимъ  формулы,  внра2кающ1Я  движете, 
совершаемое  матерьяльною  точкою  въ  томъ  случа'Ь,  когда  &= — В] 
такъ  какъ 


^=-1о8*«(^  — I) 


то  равенство  (396)  получитъ,  при  2=0^  сл'ЬдующЛ  видъ: 


*=-1^7^^8 


(398) 


гдф  верхшй  знакъ  долженъ  быть  взятъ  при  <р'о>Оу  нижшй  —  при 

9о<0. 

Если  <р'о>09  то  9  возрастаетъ;  это  возрастанхе  становится 
все  бол'Ье  и  болФе  медленнымъ,  по  м*Ьр4Ь  приближешя  къ  л;  изъ 
(398)  видно,  что  при  9=^?  *=«>. 

Если  <р'о<0,  то  (р  убываетъ  и  быстрота  убыван1я  становится 
все  меиЬе,  по  мЬр4Ь  приближешя  къ  ( — тс);  изъ  (398)  видно, 
что  тогда  при  <р= — ^)  *=«>. 

Во  всякомъ  ауча'Ь,  при  Ъ= — В^  движущаяся  точка  ассимп- 
тотически  приближается  къ  высшей  точк4Ь  окружности. 

Прим'Ьръ  34.  Еривая  та  же  самая,  что  и  въ  предндущенъ 
прим'Ьр'Ь,  но  она  предполагается  теперь  неудерживающею  для  пе- 
рехЪщешй  матерьяльной  точки  внутрь  площади,  ею  ограничивае- 
1о1;  олред'блить  м^сто  сюда  тяжелой  матерьяльной  точки  съ  этой 
окружности  и  дальн4Ьйшее  движете. 

Согласно  съ  услов1ями,  сд'Ьланными  въ  начал^к  параграфа  34-го, 
напишемъ  уравнен1е  неудерживающей  кривой  слЪдующимъ  образомъ: 

16 


ъ  составикъ  в&рахеБ1е  для  X  по  форжул'Ь  (317)  (§  40). 
дЪсь: 


х= 

=0, 

У-- 

=Щ, 

%- 

-^-  1= 

=  - 

2у, 

д/-= 

=  2в, 

Г- 

=- 

-2, 

дЯу- 

=  0. 

дЧ__ 

|1  =  »П- 

■  —  2, 

ХЛ 

=  - 

-2»', 

.  (399) 

:о  двнжен1е  точен  удовлетворяетъ  закону  зевоВ  гилы: 

01;: 

>.=т^,{у-1ь) (400) 

[зъ  ураввевм  живой  силы  ввдно,  что  у  не  юхетъ  быть  жевФе  Ь. 
оэтоку,  еслж  Ь>0,  то  разаость  (у — ^ъ)  не  южетъ  быть 
-^Ь;  ел11Довательно,  при  Ь>0  точка  двнжется  во  кривой  ли- 
16  оставляя  ея;  еслк  она  прикреплена  въ  концу  гибкой  ве- 
Бнов  ВИТИ,  другой  Бовецъ  которой  прикрЪплевъ  къ  началу 
внатъ,  то  вить  остается  натянутою  во  все  врешя  Д8ижен1я; 
виа  натяжен1я  нити  равва  2кЕ. 

ели  6<0,  но  з&>  —  Л,  то  X  обращается  въ  вуль  при: 

нь  у=у1  ниже  уровня  у=Ь,  если  Ъ<0),  а  ари  дальа^Й- 
дв1жен1и  точки  по  окружности,  X  должно  сд'Ьлатьея  от* 
1Льнн1ъ;  поэтожу  въ  точ&'Ь  окружности: 


».=/^г--|б-  !„=| 
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I 

движущаяся  точка  оставить  кривую  и  станетъ  описывать  н'Ько- 
торую  параболу,  касательную  къ  окружности  въ  этой  точк'Ь. 

Опред^лимь  видъ  этой  параболы  и  движен1е  матерьяльной 
точки  посл^  того,  какъ  она  оставить  окружность. 

Пусть  ^1  есть  моиентъ  времени,  въ  который  движущаяся  точка 
оставляетъ  кривую;  въ  атотъ  моиентъ  скорость  движущейся  точки 
ян'Ьбтъ  сл'Ьдующую  величину  и  сл'бдующее  направлеше: 


^1 


=  у  —^дЪ  =  у   —дугу  С08(|;1Х)=  ^=||- 


С08(г;1У)=  — 1  =  — 1/  1-|5г 
Свободное  движете  точки  будетъ  следующее: 

X  =  Xг  +  V1^{^—^^) 

I 

ВИС1ШЙ  уровень,  до  котораго  она  достигнетъ,  будетъ  ниже  уровня 
у=Ьу  а  именно: 

На  чертеж'6  23-1ъ  лин1я  ВгВ  изображаетъ  уровень  у=Ь, 
ЛИ1Я  КхК — уровень  У=^Ь,  точка  С — высшую  точку  пара- 
болы, точка  В  —  и'Ьсто  встр4Ьчи  параболы  съ  окружностью. 

2  /  2    \ 

Если  6<0  и  д  Ъ< — ^В,  то  тогда  разность  ( У  —  з"  ^;  остается 

положительною  при  всякомъ  положеши  точки  на  окружности^  а 
потому  движущаяся  точка  нигд'Ь  не  сойдетъ  съ  окружности. 

ПримЪръ  35.  Та  же  окружность  предполагается  неудержи- 
вающею  для  перем'Ьщен1Й  матерьяльной  точки  внаружу  круга; 
опред^ить  м'бсто  схода  тяжелой  матерьяльной  точки. 

Въ  этомъ  случа*  уравнен1е  круга  сл'Ьдуетъ  писать  такъ: 

х'+у'-В'=0, 

16* 


а  потому: 

^=-«4? (1М) 

Изъ  ВТОГО  варяжен1я  прямо  видно,  что  на  нихве!  полусфер'Ь 
очка  ваход1тьея  не  можетъ. 
Изъ  внрахев1Я  хе; 

х=-ш^(у-|й) 

ОХЕО  ааоючить  сл1Ьлуюшее. 

Если  У()<^  и  врнтомъ  Уо<зЬ,  то  X  будетъ  бол4е  нуля  до 
Ьхъ  аорг,  пока  движущаяся  точка  не  овуститея  до  уроввя 
=  зЬ;  на  этонъ  уровн*  точка  сходить  съ  окружности  (си.  черт. 
1-й,  на  которомъ  точка  А  изобрахаетъ  начальное  положение 
анжушейся  точки,  лин1Я  К^К — уровень  у  =  ^6к 

Бели  з/о=  3  ^г  '''^  движущаяся  точка  ост'авляетъ  окружность  уже 
ь  вачалыомъ  своенъ  положения,  есля  скорость  ея  направлена  вннзъ. 

Если  Уо>-^Ь^  то  движущаяся  точка  оставляетъ  окружность 
>  самаго  начала  дввхев1я,  какъ  при  направлении  начальной  еко- 
>сти  внизъ,  такъ  и  при  нааравлен1И  ея  вверхъ. 

§  51.  Вопросы  н  задачи  о  двнжен1н  несвободной  м- 
)рьяльноё  точки,  который  ногутъ  быть  приведены  къ 
|ред11ен1ю  относнтельнаго  двнжеп1я  точки  по  отноше* 
1ю  къ  н11которой  движущейся  сред11. 

Задапи  о  двихен1Н  матерьяльной  точки  по  данной  движу- 
ейся  поверхности  или  лиши  могутъ  быть  р4шены,  или  такъ, 
ккъ  показано  выше,  или  еще  сл-Ьдующниъ  образонъ. 

Представииъ  ееб*  движущуюся  среду,  которой  привадлежитъ 
лвая  поверхность  или  лин1я,  и  состявимъ  дифференщальиыл 
1аввен1Я  относительнаго  движен1я  иатерьяльной  точки  по  отво- 
Ш1Ю  къ  этой  срсд^;  интегрируя  эти  дифференюальиня  уравне- 
1,  вайденъ  р^тен^е  задачи. 
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Если  движущаяся  поверхность  или  лин1я  не  изм'Ьняетъ  своего 
вяда,  то  среда  будетъ  неизменяемая,  неизи'Ьнно  связанная  еъ 
этою  поверхностью  или  лин1ею. 

Дифференщальныя  уравнен1я  относительнаго  движен1я  несво- 
бодно! матерьяльной  точки  будутъ  отличаться  отъ  дифференц1аль- 
ныхъ  уравнен1Й  (233)  (стр.  149  — 150)  т4мъ,  что  теперь  во 
вторнхъ  частяхъ  уравнен!!  будутъ  заключаться  еще  члены: 

^^Ж'^^^Ж'    ^^'д^'^^'^'дп'    ^^'К'^^^'Ж'^ 

бырахающ1е  суммы  про8КЦ1й  на  оси  Е,  Г,  2  реакцШ  поверхностей 

^1(5,^,  0=0,  Ф,(5,  т|,  0=0, 

образующмхъ  своимъ  пересЬченземъ  ту  лин]Ю,  по  которой  должна 
двигаться  матерьяльная  точка. 

Если  матерьяльная  точка  ограничена  въ  своемъ  движенш  не- 
гладкою поверхностью: 

Ф(е, -4,0=0, 

то  во  вторнхъ  частяхъ  дифференшальныхъ  уравнен'Л  относитель- 
наго движен1я  должны  будутъ  заключаться  сл'Ьдующ1е  члены: 

^  а;      '^^^   и  аг' 

11рнм4(ръ  36-й.  Матерьяльная  тяжелая  точка  движется  по  лин1и, 
составляющей  съ  горизонтомъ  уголъ  </;  эта  лишя  движется  поступа- 
тельно, мрячемъ  вс4Ь  точки  ея  движутся  вертикально  съ  постояннымъ 
ускорешемъ  ^  по  положительной  оси  2Г,  направленной  внизъ.  Въ  на- 
чале движен1Я  (т*-е.  при  ^=0)  скорости  всЪхъ  точекъ  лин1и  равны 
нулю;  въ  этотъ  моментъ  матерьяльная  точка  находилась  въ  точкФ 
Ю  движущейся  лиши  и  абсолютная  скорость  ея  была  равна  нулю. 


Воэьноиъ  положительную  ось  Т  яо  в&прав1ев1ю  л1Н111,  внизг;  ось 
2 — перпендикулярно  къ  лявш,  вверхъ.  Ураввен!я  лвн1и  будуть: 

:=0,  Е=0. 

Двфферев11!!1льныя  уравнения  дввхешя  будутъ: 


0  =  — тд  со8^+X  +  т^С0В^. 

Второе  йзъ  втихъ  уравнинЮ  опредФляетъ  реаЕЦШ  по  поло- 
жительной оси  2;  равное  и  сротиваположное  реаЕЦ1и  давлеше 
хатерьяльной  точки  на  лнв1Ю  равно: 

В~т{д — ^)ст^. 

Если  3  есть  величина  положительная,  то  вто  давление  яев'Ъе 
давления  тдсоь^,  проязиодииаго  в'Ьсоиъ  точки;  если  же^'  будетъ 
величавою  отрицательною,  то  давлев[е  будетъ  болФе  в11са  точки; 
сл'Ьдовательно,  при  равнои'&рно-уекоренвохъ  движен1и  лиши  сверху 
ввизъ  давлея1б  иатерьяльвой  точки  на  лин1ю  уменьшается,  а  при 
раввои'Ьрно-ускоренвонъ  двнжешн  снизу  вверхъ  —  увелнчнваетса 
сравнительно   съ   давлен1емъ,   ароизводихниъ  тою  же  точкою  на 

неподвижную   ЛИН1Ю. 

Первое  иаъ  иредыдущихъ  уравнений,  по  совращен1и  на  т  и 
по  интегрироваши,  даетъ  заковъ  движен1я  точки  но  пряной: 


{я-}) 


('8111  ^; 


»то  —  равноускоревиое  движеа1е  съ  ускорен1еиъ  {д — ^)ьV^^^•,  еаи 
5удетъ  бол'Ье  д,  то  точвса  будетъ  ноднннаться  вверхъ  по  лннш. 

Прни'Ъръ  37-й.  Движевге  иатерьяльной  тяжелой  точки  по 
Еоб   бы   то   ИИ  бнло  кривой  лйн1и  движущейся  поступательно. 

Отиоевтельвое  движен1е  иатерьяльной  точки  совершается  таЕЪ, 
БЪ  совершалось  бы  абсолютное  движение  по  той  же  неподвижвоВ 
ивой  ЛИН1И,   если   бн,   кромФ  силы  тяжести,  была  еще  прил»- 
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хена  къ  матерьяльной  точб'Ь  сила,  равная  тго^  и  противополож- 
ная  ускоретю  го^  точки  Ю. 

Прим'Ьръ  38-й.  Движен1е  тяжелой  иатерьяльной  точки  по 
аряной  лиши,  принадлежащей  неизиФняеиой  сред'Ь,  вращающейся 
равном'Ьрно  вокругъ  горизонтальной  оси. 

Проведеиъ  кратчайшее  разстоян1е  между  осью  вращен1я  и  дви- 
жущеюся лян1ею  и  возьменъ  неподвижный  конецъ  его  О  за  начало 
неподвижннхъ  осей  координатъ,  а  тотъ  конецъ  его,  который  на- 
ходитсл  на  движущейся  лин1и — эа  начало  Ю  координатныхъ  осей 
Е,  Г,  2;  за  положительную  ось  Г  Ёозьиенъ  продолжеше  нанравле- 
Н1Я  ОЮ  (см.  черт.  25),  ось  г  расположииъ  по  данной  линш, 
ось  Х"^  по  направлешю  оси  вращен1я  и  угловой  скорости,  а  ось 
У^*  вертикально  внизъ.  При  такомъ  выбор*  осей,  ось  Т  будетъ 
заключаться  въ  вертикальной  плоскости  ^^,  проведенной  черезъ 
ось  У*"*.  Черезъ  точку  Ю  проведемъ  направлен1е  ЮХ'  парал- 
лельное положительной  оси  Х""*^;  пусть  ^  есть  постоянный  уголъ 
ЕЮХ\  образуемый  направлен1ями  осей  X  и  г.  Плоскость  РР^ 
проведенная  черезъ  направлен1я  Юе  и  ЮХ\  перпендикулярна 
БЪ  направлен1Ю  ОЮХ,  а  потому  въ  этой  плоскости  заключается 
ось  Л)2. 

Угловая  скорость  направлена  по  оси  Х"*"*  или  по  линш  ЮХ\ 
поэтому  продкц1и  ея  на  подвижный  оси  равны: 

^7=шС08^,    3=0,    Г= ш8Ш</. 

Ускореше  точки  Ю  направлено  по  ЮО  и  равно  а^Ч,  если  I 
означаетъ  длину  ЮО,  поэтому: 

•  •  •  •  •  * 

Реакшя  $  прямой  лин1И  заключается  въ  плоскости  2Г. 
Проэкщи  силы  тяжести  на  направленхе  оси  Г  и  на  направле- 
Н1е  ЮК  (лишя  перес'Ьчен1я  плоскостей  ^^  и  РР)  равны: 

Г = тд  С05  (о1,     —  шд  $т  ш^. 


>  «{  есть  |голъ  УОх;  поетоку  проэвц!!  силы  тяхестн  на  на- 
меви  осей  Б  I  2  равны: 

2  =  —  И1^8Ш<1>(81П ^,    2  =  —  т^8Ш»*С0зХ 

ЕронгЬ  того,  таЕЪ  кавъ  ■атерьяльвая  точка  движется  по  осн  Е, 
1]  и  с  р&ввн  вулю. 
Составпъ   теперь  лиффер«нц1&1ьвня  ураввев1я;  он  будутъ 

КУЮ1Ц1Я: 

ш^'= — тдв^^^5^а^и-\■п^<л^т^*^,  .  .  .  (402»  а) 

0=$со8(ф,Г)+»»^со8а.(-^тш'г+2т<1.|'щп ^Г. . .  (402,  Ь) 

0=5}со8СР,2)  — «15'со8^вти)(+»К|»'Е81п /соаХ  (402,  с) 

Интегрируя  первое  изъ  этихъ  ураввенЛ,  долучмъ  внрахете 
кен1я  ТОЧЕН  по  пряной;  второе  и  третье  уравнен1а  послужатъ 
оаред^ешя  веяичнна  е  ваправ1ен1я  реаЕЦШ  проой  лешн. 
Сократить  уравнен1е  (402,  я)  ва  т  и  полохииъ: 

№  ВТО  уравнен1е  пожучить  «^[^Ьдующ^й  видъ: 

х"=(«8га7)'х (403) 

Ивтегр|рован1е  такого  ураввен1я  поваааво  вя  страввцахъ  6  3-й 
'4-й  этой  части;  зан^книвъ,  въ  внрахев1и  (72),  к  —  величж- 
шзш/.а  —  величиною  Хо=1о  и  « — величиною  х'»: 

у'  =е'  —3-^^^ 

гчииъ  следующее  рфшенхе: 

еЫл.е-Ы 


5=Е.-^т--+; 
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Если  ^=0  и  х'о=0,  то  движете  натерьяльной  точки  по 
оси  Е  будетъ  колебательное  по  обЬ  стороны  точки  Юу  такъ  какъ 
тогда  внра«ен1е  этого  движен1я  будетъ  следующее: 

Ни  9то,  ни  общее  внрахен1е  (404)  не  заключаютъ  въ  себ'Ь 
величины  I;  сл^Ьдовательно,  движен1е  точки  по  оси  Б  не  зависитъ 
отъ  разстолн1я  этой  пряной  ЛИН1И  отъ  оси  вращены. 

Прим'Ьръ  39-й.  Тяжелая  точка  движется  по  пряной  лиши, 
находящейся  въ  плоскости  истиннаго  горизонта  некоторой  точки 
Ю  земной  поверхности,  пренебрегая  тФии  же  величинами,  какъ  и  на 
страниц'Ь  166^  опред'Ьлить  проэкщю  на  горизонтальную  плоскость 
Ааюн1я,    нроизводимаго   движущеюся  точкою  на  пряную  лин1Ю. 

Давленхе  движущейся  точки  на  прямую  равно  и  противопо* 
ложно  реакц1И  прямой;  означимъ  черезъ  А  проэкщю  давлен1я  на 
горизонтальную  плоскость;  направлен]е  Вг  должно  быть  перпен- 
дикулярно къ  направленш  прямой. 

Относя  положен1е  движущейся  точки  къ  т^мъ  самымъ  осямъ 
3?,  Т,  3?  который  были  выбраны  нами  на  страниц'Ь  159  при 
разсмотр'6н1И  примера  21-го,  означимъ  черезъ  г,  т)  координаты 
движущейся  точки  (^=0)  и  черезъ  ^  —  азимутъ  прямой  лиши; 
этотъ  азимутъ  мы  будемъ  отсчитывать  отъ  положительной  оси  Ж 
къ  положительной  оси  Г. 

Если  направлеше  давлешя  Д  будетъ  им'Ьть  азимутъ  (1^  +  ^)  * 
то  проэкцш  А  на  оси  X  и  Т  будутъ  равны: 

—  А  8ш  р,       А  С08  р; 

если  окажется,  что  А  есть  величина  отрицательная,  то  это  будетъ 
значить,  что  оно  им'бетъ  направлеше  противоположное,  азимутъ 

котораго  равенъ  р — ^- 
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Зтобы  составвть  дифферсв111альвыя  ураввешя  движев1я  точки 
&ВНОЙ  пряюй,  въ  которыхъ  отброшевы  члевн,  заключающее 
1ивы: 

16»  дифферевд1альвнэ  уравнев{я  (252)  и  врибавиаъ  въ  вхъ 
ляъ  чаетямъ  вро»БЦШ  реаЕц1и  прлиоЯ  ва  оси  воординатъ; 
ЕЦ1В  реаБВ1и  ва  оск  3?  и  Т  будутъ  раввы: 

^>181Пр,  -■  Д  С05р, 

1ку  иервыя  два  дифферевщальння  уравнев1Я  будутъ  сл'Ьдую- 
вида: 

»1г"=1>|51пЭ  —  2т(о-г)'5тЛ 

т-ц"=  — 2),  С05р+2тшг'8ш  Д, 
^0  дв1хеи1е  точвв  совершается  иоданвоЯ  прямой  лен1в,  поэтому: 

в  озвачаетъ  ра8Стоян1е  двваущейся  точки  отъ  точка  Ю; 
1ств1е  этого  предыдущ1я  ураввен1я  получатъ  такой  вндъ: 

«15"  С08  р  =       ( Д  —  2тш8'  зш  Л)  зш  р 

тз"  бш  р= — {А —  2та)8'  вт  А)  соз  р, 

^"^нвихввъ  вервое  язъ  атихъ  ураввев1Й  ва  со$р,  второе  ва 
и  сложавъ,  волучимъ: 

шражаетъ,  что  двихев1е  точкв  совершается  (во  врайвей  м^р^ 

|>  точвв  Ю)  раввом'Ьрво. 

Зосл-Ь  этого,  нзъ  вредндущихъ  ураввен1Й  а*дуетъ: 

7)1=2»г<ц5'81пЛ (405) 
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Если  8^  есть  величина  положительная,  то  и  А  будетъ  вели- 
чиною положительною,  то  есть  вапраилев1в  его  будетъ  имЪть  ази- 

иутъ  (р+1^)?  стало  быть  движугтяся  точка  давить  вправо  на 

лингю^  по  которой  она  движется;  давленге  это,  происходя- 
щее вслгьдствге  вращенъя  земли  вокругъ  оси,  пропорцгонально 
величишь  скорости  точки  и  синусу  истинной  широты  мгьста; 
но  не  зависитъ  отъ  азимута  р. 

Приш'Ьръ  40-й.  Движев]е  тяжелой  матерьяльной  точки  по 
наклонной  плоскости,  равном'Ьрво  вращающейся  вокругъ  верти- 
кальной оси. 

Пусть  (7  есть  уголъ,  составляемый  наклонною  плоскостью  съ 
горизонтальною  плоскостью.  Возьмемъ  за  точку  Ю  —  точку  пере- 
с'Ьчев1я  вращающейся  плоскости  съ  осью  вращен1я;  положительную 
ось  Г  направимъ  внизъ  по  лин1И  наибольшаго  наклона  по  плос- 
кое», ось  2  перпендикулярно  къ  плоскости,  вверхъ;  ось  г  будетъ 
тогда  горизонтальна. 

Положииъ,  что  угловая  скорость  ш  направлена  вверхъ;  про9кц1в 
ел  на  подвижпыя  оси  будутъ  равны: 

^  =  0,    д=  — а)81П«7,    Г  =  С1)С05«7. 

Ускорен1е  точки  Ю  равно  нулю;  продкц!и  силы  тяжести  на 
подвижный  оси: 

5=0,  '^  =  тдш^^,  2  =  —  тдсо^^. 

Наконецъ,  уравнете  плоскости:  С=0. 

Дифференд1альныя  уравнен1Я  движен1Я  точки  по  плоскости 
будутъ,  по  сокращен1и  на  т,  им^ть  сл'ЁдуюЩ1Й  видъ: 

3=о>^$  +  2«)^Чо8  7, (406,а) 

^=/751П  Л-а)^ТГ)С08^/ 2ш^С08«7.  .  .  .  (406,  Ь) 


уь  третьего  ;равнев1я: 

-  Я1^  соз  /  +  X  +  тю'»1 81 

1ЛВТСЯ  велнчЕна  я  знакъ  реаЕЦ1и  X. 
олохимъ: 

уравнешя  (406,  а,  Ъ)  получать  сл^дующ!В  В1дъ: 

Е"=-2со^С08/=<в'б,    \}"  =  —2^^'сО5^■\^^Ас03'^• 

Е1Еъ  явв'Ьстно,  таБая  сововуовость  ливебныхъ  диффереяц1аль- 
уравнев1й  пФетъ  следующее  частное  р1|шев1е: 

и  X  суть  постоянныя  велячивн,  удовлетворяющая  сл'!Ьдую- 
равенствамъ: 

й'=  2(икй  соз  Л-  О)*,  хА*=  —  2тк  совЛ-щ'хсов'  ^. 

циючнвъ  изъ  этихъ  равенствъ  величину  х: 

__  Ь'  —  ш'  2ц?1;соз^ 

"^     2*0*0087  А'  — щ'соя'/* 

■г  уравиев1е: 

(*)*— (^У(1— 3  соз' ^)+созV=0, 

1ве  для  опред^иени  к;  жзъ  него  получияъ  четыре  эначен1Я 
ой  велжчины: 


Ь1=^|/  1— Зсов'Л-з!!!^)^!  — 9соз'^,     3)—/^ 
^9=  ^^[^1  —  3  соз^— 81п  ^V^  —  ^со9'^,    4)  —Л,; 
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кахдо1у  И8Ъ  9Т1ХЪ  к  еоотв^Ьтетвуетъ  определенная  величина  х: 

1\         _   У  —  *"*  ОЧ 

0\  &*,  —  «>*  .4 

'^1  '^— 2«Я;,со8/'      *^  — "»• 

Поатону  еововупноеть  (406,  а),  (406,  Ъ)  будегь  нгЬть  сле- 
дующее полное  решен1е. 

5=С1е*«ЧС7,е-*'ЧС7,е*'Ч04<?-*'' (40Г,  а) 

^=-^^^+-г(Сге''^*-С»е~^'*)+-^(С2е'^'-0.е-'''%  (407,  Ь) 

Значен1Д  произвольныхъ  постоянннхъ  оаред'блятся  по  началъ- 
вн1Ъ  координатанъ  $о  и  1Г]о  движущейся  точен  и  по  продБЦ1яиъ 
на  о€Н  г  и  Т  ея  начальной  относительной  скорости  {ч'о,  'По)» 

Корни  кх  Е  к2  могутъ  быть  дФйствительныни  или  иниинии. 

Если: 

то  тогда: 

со8  7<^1/3,  1— Зсо8*^>0, 

(1  — 3  С08^  Л'— 81П^(1— 9  С08'^)  =  4  С08^, 

а  потону  тогда  об^Ь  величины  кг  и  к^  —  д^йствительныя.  Въ  такихъ 
случаяхъ  ё  и  7)  при  <=оо  становятся  безконечно-большини,  если 
только  Сг  и  Са  неравны  нулю;  если  же  эти  постеяання  равны 
нулю,  то  движущаяся  точка  ассииптотически  приближается  къ  точк'Ь: 

ь  — п       —      5^^!^ 

С1— ^>    ТЧ1—         а)»С08V 

плоскости  ЕТ. 
Бели: 

С08  7>  з"1 

то  тогда  &!  и  Х^  суть  комплексный  взаимно-сопряженныя  величины: 

кг=(1+^гу  к]=^а  —  рг, 
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а  такъ  вакъ: 


(1)^  л  -»•  *  О)* 


2о)Х1  с('8  ^=к^  "^  ^5    2(0X2  С08  «7=А;2 —  ^, 
то  р'Ьшенхе  получитъ  въ  этихъ  случаяхъ  сл']^дующ1й  ввдъ: 

$  =  /^(Г1  С08  р^  +  Гз  81П  рО  +  в"^''^(Гз  С08  13*  +  Г4  81П  эО 
+  (Г2а-Г,р~а,2^^Й^)8Ш?<]  + 


Въ  этихъ  случаяхъ,  если  Гх  и  Га  неравны  нулю,  то  дви- 
2ев1е  точки,  ари  весьма  большихъ  величинахъ  ^^  принимаетъ  сл'Ь- 
дующ1й  характеръ: 

5  =  06""^  С08  (р«  +  Ъ\    тг]  =  —  ^^+  Лхв"*  81П  (р«  +  ЬО, 

т. -е.  движущаяся  точка  оаиснваетъ  спираль  логарнеиическаго  вида, 
по  которой  она  удаляется  въ  безконечность. 

Если  же  Гх  и  Г2  равны  нулю,  то  движущаяся  точка  ассинпто- 
тически  приближается  по  спирали  къ  точк'Ь  ($1,  т^г). 

Прих'Ьръ  41-&.  Разсютр'Ьть,  какое  движен1е  по  отношешю 
къ  земл'Ь  совершаетъ  матеиатическ1й  маятникъ  при  налыхъ  от- 
клонен1Яхъ  отъ  вертикальной  лиши  (иаятникъ  Фуко). 

Примемъ  точку  прив'Ьса  маятника  за  начало  Ю  осей  коорди- 
еатъ  X,  Т,  Зу  неизменно  связанныхъ  съ  землею;  эти  оси  на- 
правлены такъ,  какъ  объяснено  на  страниц'Ь  159. 

Если  I  есть  длина  нити  маятника,  то  уравнеше  той  сферы, 
на  которой  должна  оставаться  движущаяся  точка  будетъ: 

г^  — г^  — V  — 5'=0. 

Дифференшальныя  уравнен1я  движен1я  этого  маятника  полу- 
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чатся  изъ   дифференд1альныхъ   уравнешй  (243)  страницы  159, 
если  ко  вторымъ  частлнъ  этихъ  уравнен1й  прЕСоединимъ  члены: 

—  2ХГ,  — 2X7],  —  2Х$; 

отбросивъ  хе  члены,  завлючающге: 

(О  г,     О)  7|,     О)  8,     -д ,     ^,     д 

0  всЪ  члены  высшаго  порядка  иалостн,  будеиъ  ии'Ьть  ел'1Ьдующ1я 
уравнен1я: 

тг"=  — 2Хг— 2т^а)8шЛ, (408,  а) 

тг{'= — ЗХ7|+2тш(г'8шА+$'со8А), ....  (408,  Ь) 

т^'^—  ~2ц--2шг1<л  С08Л— тбг (408,  с) 

Понноживъ  первое  изъ  нихъ  на  г',  второе  —  на  т)',  третье  — 
на  ^  и  сложивъ,  получииъ: 

-4^=-^%, (409) 

тавъ  Бакъ: 

-2Х(ггЧт17,Чй')=в, 

потону  что  точна  остается  на  новерхности  сферы.  Уравнеше  (409) 
шЪетъ  интегралъ: 

|=А~^}*) (410) 

Исключивъ  теперь  X  изъ  первыхъ  двухъ  уравнешй  (408,  а) 
и  (408,  Ь),  нолучимъ: 

'^^  '^^=ш 8Ш  А     ^       +  2ГЗ  ш  С08  А. 


*)  Это  интеградъ  приближенныхъ  дифферевцхальныхъ  уравнен1Й  (408); 
не  трудво  убедиться,  что  интегралъ  точныхъ  дифференщадьныхъ  уравнешй 
та^^етъ  (^Д7ЮЩ1Й  видъ: 

'^'=Я+т^^'+^(гЧ^) (440  Ыз) 
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щ  отЕЛОвев1д  маятника  отъ  вертЕкалькой  лин1и  сто1ь  шма, 
кно  пренебречь  члена»,  ааключапщнжи  вторня  степени 
ЕЛОнен!я,  сравнительно  съ  членаии,  ШЕЛЮчающимя  только 
степен!  атого  угла,  то  можно  будегь  въ  предыдущее 
и  отбросить  членг,  заключающей  )'.  Въ  саюнъ  д11л(. 
ь  пряюугольння  координаты  движущейся  точки  въ  сфе- 
(ъ  1;оорАинатахъ  I,  г,  <;>: 

Г=?8гафСОЗ'|',   Ч)=/31П5р8ШО,    8= — ?С089, 

редыдущее  ураваен1е  приметь  сл^дую1ц!й  видъ: 

— д^*^'  '■   =  2?^икр'  (С08  (р  81Б  О  ЗШ  Д +  ЗШ°  О  СОЗ. Л  СОВ  ф); 

ь  9Д*сь  зга  ^  —  чрезъ  ^  и  соз»  —  чрезъ  1,  увадвмъ, 
)яя  часть  этого  уравнетя  получитъ  такой  видъ: 

2^*0»»'  (^  8111  л  +  (р'  СОЗ  л  СОЗ  <^); 

у  вторымъ  членомъ  этой  части  можно  пренебречь. 
)осивъ  членъ,  зяключающ1Й  }',  цолучимъ  другой  ивъ  пер- 
атеграловъ   дифферена!альЕнхъ   уравиев1й  относительваго 
[  маятника: 

(Гт]'— т,г')=С+(х'+^Ьз1пД; (4И) 

до  забывать,  что  втотъ  интегралъ  иайденъ  при  аредположе- 
отклонен1я  маятника  отъ  вертикальной  лиши  весьма  малы. 
I  выразимъ  пряиоугольныа  координаты  въ  сферическихъ, 
ле  интегралы  (410)  и  (411)  получать  такой  видъ: 

г'((<р')Ч81п'9(^)')=2(?гсоз?  +  2А (412) 

г'5ш'^.||,'=с+г*(озшД8ш'(р (413) 

эти1ъ  уравнеи1яхъ  пренебрехемъ  третьими  и  высшиа 
и  угла  '^  и  дальнфйш1я  интегрироваи1Я  произведемъ  для 
;ихъ  двухъ  чаетнахъ  случаевъ. 
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])  Въ  вачальннй  ююнтъ  надтпвъ  отыояенъ  въ  плоскостк 
Ф^О  ва  валнй  уголь  <ро9  приченъ  натерьяльвой  точк^Ь  сообщева 
ел'Ьдупщая  отвосвтельвая  скорость  щ  до  вараллелв  9=<Ро  ^'ь  мшаду. 

Въ  9товъ  елуча'Ь  востояввня  С  ш  2Н  будутъ  вв'Ьть  сл<Ьдую- 
Щ1Я  8вачев1я: 

С=  0 ,    2Й = ?а)*  8Ш*  А  81П^  <ро  —  201 С08  (ро\ 

ураввбВ1е  (413)  првветъ  ввдъ: 

( д|  —  а>8Ш  л)  вт^  ?  =0; 
откуда  слАдуетъ: 

Уравнев1б  (412)  получвтъ  всл^кдств1б  этого  сл'ЬдующШ  ввдъ: 

ГУ 

(9')^  ~  2  у  (сов  9  —  СОВ  9о)  +  о>^  81П^  А  (8т*  <ро  —  81и'  <р), 

ВЛ1,  пренебрегая  кубанв  в  внсшвнв  стелевямв  <р: 


(??=в«(<ро*-?');   •=>А^+а>«8Ш^А. 

Отсюда  ввдво,   что  <р  ^^  ножетъ  быть  бол'Ье  9о9  ^  потону 
г'  должва  ввЪтЬу  въ  вачал'Ь  дввхев1Я,  звавъ  отрвцательвнй. 


I/^^*^^=^^'; 


отвуда,  интегрвруя,  получвнъ: 

Ф  =^  ?о  С08  е^. 

Стало  быть,  дввжеВ1е  точкв  совершается  во  сгЬдующену  вавову: 

?=?оС08е^,    ф=^ш8ША, (414) 

то  есть  колебангя  маятника  соверишютсн  въ  вертинальмЛ 
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юскости,  квтороя  равномпрно  враиюетея  о  угловою  ою- 
няпью  я  вш  Л  вокруп  вертикальной  линш:  на  слверною 
<лршар1и  ^ащен^е  совершается  по  направлетю  движеш 
ховыхъ  стргьлокь,  на  южномъ  —  обратно  *). 

2)  Начальное  положен1е  паатниБа  то  хе  самое,  б&бъ  I  въ  пре- 
гдущешъ  елуча'Ь,  но  начальная  отвоеительвая  сЕороеть  равна  нулю: 

<р'о=0,  ф'о=0,  «0=0. 

Въ  »тожъ  случае: 

ДЕфференц1альннл  уравнеюя  будугь: 


оД  1— 


вт'<р  I 


(<?')'=  2  у  (сов  у  —  С08  ?о) — ^1^  (зш'  Ч  —  8>пЧо)'- 

Посл^днее  уравнеше,  если  пренебречь  кубами  и  высшими  сте* 
1намн  7>  получить  ел'Ьдук1Щ1й  видъ: 

(тт')'=е'(?о'-т')(?'— Т1*). {*15) 

,*: 

г=у^^+шЫп''А (416) 

^^»1^ ^щ 

Изъ  уравнепя  (415)  видно,  что  ср  не  мохетъ  бать  бол^  щ 
не  мохетъ  бнть  мев'Ье  ср,,  поэтому  нохно  полохить: 

9'=9о'~{?о'  -<Р1')8Ш%; (418) 

*)  Продолжительность  одного  рознаха  равна 


2=- 


Е^^Т-Г.    ""   ""У  ^ 


|/Т^ 


'яп'д 


"/I. 


'  есть  ничтожная  лробь  сраввпиьво  съ 


Т* 
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тогда  у1»^внете  (415)  по1учЕтъ,  поа!  вадлвжащихъ  соЕращен1й, 
сл'Ьдующ!!  видъ: 

кзъ  этяхъ  двухъ  знаковъ  кн  ввберемъ  верхшй,  вел'Ьдетв1б  чего 
т)  будетъ  непрерывно  возрастать  отъ  своего  начальнаго  значешя 
1)0 =0;  возрастан1е  т)  будетъ  равнон'Ьрное: 

Дифференц1альное  уравнбН1е,  заключающее  ^\  получить  такой 
видъ: 


(Л^  =  а>сИ  81в  А 


»8ША  б?1^тг) 


отсюда,  интегрируя,  получимъ: 

•[^=а)<  81П  А  —  агс(;§  С^  8Ш  А  к?  >))• 

Стало  быть  движете  иаятняка  въ  этонъ  случа'Ь  совершается 
по  следующему  закону: 


?-=?о|/  С08^8<  +  ^8Ш*А8Ш*е*, (419) 

^  81П  А  1ё  еЬ=^Ь^  (ш*  81П  Л  —  ф) (420) 

Представимъ  себ*  вертикальную  плоскость,  вращающуюся  во- 
кругъ  вертикальной  линзи  съ  угловою  скоростью  ш  81п  Л  по  на- 
11равлен]ю  двихешя  часовнхъ  стр'Ьлокъ;  означииъ  черезъ  в  уголъ: 

еоставляемнй  съ  этою  вертикальною  плоскостью  тою  вертикальною 
плоскостью,  въ  которой  заключается  нить  наятника;  какъ  видно 
И8ъ  уравнетя  (420),  этотъ  уголъ  в  —  отрицательный. 
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^л11м^ 


Введя    ]Г1'0ЛЪ    В,  иожно  1еЕЛ1)ч1ГСь  щ^  изъ  ввражевШ  (419) 
к  (420);  получииъ: 

у'соа'а  .    у*51п'а . 

— ^.— Н       ^1      —    ■ 

ЗамФвввъ  здЪсь  наляе  углн  сро,  7,  ^1  к^'ь  синусам,  получигь 

а^+^"=1.: (421) 

Чтобы  объяснить  себ'Ь  аяачеше  уравиешя  (421),  предетавихъ 
1  горизонтальную  плоскость  21ЮГ,  (черт.  26),  вращающуюся 
[|угь  вертикальной  оси  ^(93  съ  угловою  скоростью  ш  вгп  Л  въ 
юну,  указанную  онеренною  стрелкою  на  чертехФ  26-иъ.  Оси 
;1  и  ^0Г1  нензи^нно  связана  съ  втою  вращающеюся  плоскостью, 
чеиъ  ось  г,  соетавляетъ  съ  осью  Ш-  уголъ  ^шВ1пЛ.  Величинн 
[  1)1  суть  Еоордннатн,  относительно  осей  Е}  и  Г1,  прозкшн  ^ 
кущейсл  точки  на  горизонтальную  плоскость. 

Уравнен1е  (421)  выражаетъ,  что  точка  М  чертить  на  вра- 
)щейся  плоскости  ЕдГ,  влляпсъ,  большая  полуось  котораго, 
вая  ^аш^о)  направлена  по  оси  З],  а  жалая  полуось  равва: 

0  =  — ^-^^ - — /81П  фо. 

Движение  по  этоиу  зллипсу  совершается  въ  сторону,  укавав- 
'  неоперенною  стрелкою  на  чертех'Ь  26-нъ. 

§  55.  Подожен1я  равнов11с1я  неевободноВ  матерьяльв*! 
ни. 

Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  данной  ненодвихюй  пе- 
Евости  или  Л1ШИ,  ножетъ  оставаться  въ  ноко%  въ  т1|хъ  точка» 
врхЕОстн  ИЛИ  лин)и,  въ  Еоторнхъ  ве^  силн,  приложенныя  БЪ 
бФ,  взаижно  уравновешиваются;  такЫ  полохешя  жатерьяльно! 
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Ебсвободной  точки  называются  положенгями  равновгьсгя  ея  на 
данной  неподвионтой  поверхности  или  линги. 

Равенства,  внрахающ1Д,  что  вс^Ь  силы,  прнложенння  въ  не- 
свободной покоющейся  хатерьяльной  точк^Ь,  взаимно  уравнов'Ьши- 
ваются,  назнваютея  уравнен1ями  равновгьсгя  силг^  приложенныхъ 
къ  згой  точв^к. 

Изъ  зтихъ  уравнбН1й  выведеиъ  услов1я,  воторниъ  должнн 
удовлетворять  задаваеиыя  силы  для  того,  чтобн  иатерьяльная 
точка  могла  им'Ьть  положешя  равнов*Ьс1я  на  данной  поверхности 
1ЛИ  лиши;  эти  услов1Я  мы  будемъ  называть  условгями  равновт&еья. 

Если  9ТИ  услов1я  удовлетворены,  то  изъ  тЬхъ  же  уравнепй 
опред'Ьлятсд  поло2ен1я  равнов'Ьс1я  матерьяльной  точки. 

7слов1я  равнов'Ьс1я  различны^  смотря  по  степени  ограни  чешя 
свободы  движен1я  точки  и  смотря  потому,  существуетъ  ли  трете, 

ш  иЪтъ. 

Поэтому  мы  разсмотрииъ  отд'Ьльно  различныя  степени  ст^Ьснетя 
свободы  матерьяльной  точки. 

1)  МатерьяАЬная  точка  находится  на  гладкой  неподвиж- 
ной удероюиватл^  поверхности. 

Пусть 

Ла;,у,^)=0 (422) 

есть  уравпеше  поверхности;  поверхность  гладкая,  то  есть,  иЬтъ 
трен1я  между  нею  и  матерьяльною  точкою. 

Въ  т'Ьхъ  точкахъ  этой  поверхности,  въ  которыхъ  иатерьяль- 
ная точка  можетъ  оставаться  въ  поко'Ь,  задаваемый  силы  должны 
уравнов'Ьшиваться  съ  реакщею  поверхности;  поэтому  уравнешя 
равнов*Ьс1я  будутъ: 

^+^1=0,  У+х|=0,  -г+х|=о (423) 

Исключивъ  X  изъ  этихъ  уравнешй,  получимъ  два  уравнешя: 
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или 

\дх)      \ду)       [дг/ 

Эти  два  равенства  внражаютъ  услови  равнов'Ьси,  которнмъ 
должны  удовлетворять  задаваемый  силы  въ  тФхъ  точкахъ  поверх- 
ноети^  въ  которыхъ  катерьлльная  точка  можетъ  быть  въ  поео^. 

Услов1е,  выражаемое  равенствами  (424),  состоитъ  въ  томъ, 
что  равнодгьйствующая  яадаваемыхъ  сим  должна  быть  нор- 
мальна Кб  7говер:рно€ти  въ  тпаъ  точкахъ  поверхности^  вь 
которыхъ  матерьяльная  точка  можешь  быть  въ  пок01ь. 

Если  задаваемый  силы  не  удовлетвордютъ  этому  уаов1Ю  ни 
въ  БаБой  точк'Ь  поверхности,  то  матерьяльная  точка  не  им'Ьетъ 
вовсе  положенШ  равнов^Ьс1Я  на  этой  поверхности  при  Д'Ьйств1и  на 
нее  такихъ  силъ. 

Наприм'Ьръ,  тяжелая  матерьяльная  точка  не  можетъ  находиться 
въ  равнов^Ьсш  на  гладкой  плоскости,  наклонной  къ  горизонту. 

Т'Ь  точки  поверхности,  въ  которыхъ  услов1Я  (424)  удовлетво- 
ряются,  суть  положен1я  равнов^Ьс1я  матерьяльной  точки;  коорди- 
наты такихъ  точекъ  опред'Ьлятся  изъ  равенствъ  (424)  и  изъ 
уравнешя  (422). 

Наприм^Ьръ,  положен1я  равнов1с1я  тяжелой  точки,  находящейся 
на  поверхности  удерживающей  сферы,  определятся  изъ  равенствъ: 

2шдх=^0,  27П^л=0, 

если  положительная  ось   У*  направлена  вертикально  внизъ. 
Эти  уравнен1Я  ии'Ьютъ  сл^Ьдующ1Я  два  р'Ьшен1я: 

1)  а?=0,  ^=0,  у=+11 

2)  х=0,  ^=0,  у=—В, 

сл'Ьдовательно,  положен1й  равнов'Ьс1я  въ  этохъ  случа'Ь  два,  одно 
на  самой  нижней,  другое  на  самой  верхней  точкахъ  сферы. 
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Въ  н'Ькоторнхъ  едучаяхъ  ошанвается,  что  положенШ  равно- 
в^&е1Я  безчиеленное  нножеетво  и  что  они  образуютъ  сплошвнд  лин1и 
иа  поверхности  или  занииаютъ  собою  ц&шя  площади  на  поверх- 
ности и  даже  иногда  всю  поверхность;  наприи^^ръ: 

Прии'Ьръ  4:2-й.  Матерьлльная  точна,  находящаяся  на  той  же 
сферической  поверхности  и  подверженная  сшжЬ  тяжести  и  сил'Ь: 

притягивающей  ее  къ  оси   У^,  будетъ  им^Ьть  иоложен1я  равно- 
в'Ьс1я,  опред^Ьляемня  изъ  равенствъ: 

2а?        2у —    20    ' 

ш: 

Эти   положешя  равнов^Ьс1я  а'Ьдующ1я: 

1)  точвиь:  а?=0,  ;2г=0,  у='^В, 

2)  точка:  гг=0,  -8?=0,  у= — Д 
I  3)  всякая  изъ  точек:ь  параллельнаго  круга: 

Тяжелая  матерьяльная  точка,  находящаяся  на  горизонтальной 
плоскости,  им'Ьетъ  положен1е  равнов4с1Я  во  всякой  точк^Ь  плоскости. 

Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  удерживающей  сфер^  и 
притягиваемая  къ  центру  сферы  силою  пропорщональною  разстояшю 
отъ  него,  им'Ьетъ  положен1е  равнов'Ьс1я  во  всякой  точк'Ь  сферы. 

Бели  задаваемыя  силы,  приложенный  къ  матерьяльной  точк'Ь, 
им1кютъ  потеищалъ  С7,  то  уравнешя  (423)  примутъ  сл*дующ1й  видъ: 


,  г 


.    ,     ^г.-   Ц10 


«■  1(1 


'•;*. 
'>»-. 


'•^   '" 


\       '        1  • 


.к 


<  ..л 

•  ♦^ 

-^  -.л 

■  ;>• 

.  .4 


I 


1 

4 


■А 


^1.^1-. 


^  +^а^=0,  '1+^1=0,  ^+х|=0; . . .  (425) 
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исиючивъ  13Ъ  нихь  X,  подучикъ  ураввеш: 

'^^+^^Р=^^'   *^  + *-«=» (*26) 

Ч*: 

Ввъ  ;равнен1й  (426)  е  ур&ввея1Я  поверхаоетв  (422)  овре- 
Д'Ьлятсл  координаты  положеЕ)В  равнов'Ьпя  иатерьяльной  точек. 

Пусть  М,  есть  одна  изъ  такиъ  точекъ,  Л,  численное  зна- 
№В1е,  получаемое  фунвщвю  II  въ  втой  точкЪ;  х„  у,,  е,  —  во- 
ордвиатн  этой  точки,  удовлетворяющ1я  уравнен1ю  поверхности  (4 '22) 
Е  ураваешлнъ  (426). 

Пусть  М  есть  другая  точка  поверхности,  безконечни-блязия 
къ  М,;  координаты  атой  точки  М:  х,-{'Щ  У<+^9>  в,+Ьг  также 
удовлетворяютъ  уравненгю  (422),  я  оотоау; 

%^+'4^У+1'^=0 (42Т) 

гдЪ  въ  проязводныя  подставленн  воордннатн  точки  М,. 
Изъ  равенства  (427)  сл4дуетъ,  что 

Ьг^рЬх  +  дЬу (428) 

Въ  точкФ  М  нотеищальная  функц1я  V  ниФетъ  сл'Ьдующее  чнс- 
лениое  8яачея1е: 


гд* 


17.-|-ВР"+б'С7+. 


И  гд1|  въ  производння  подставленн  координаи!  х„  у»,  г,  точвв  Л'. 
КроаЪ  того,  Ьг  связано  сЫхжЬу  раввнствоп  (428),  иовтои; 
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а  тавъ  кавъ  координаты  х^^  у^^  Яш  удовлетвора»тъ  равеастванъ 
(426),  то  въ  этой  точв'Ь: 

8СГ=0, 

еелн  только  Ьх^  Ьу^  Ь»  удовдетвордютъ  равенству  (427). 

Иаъ  этого  сл'кдуетъ,  что  Т1^  есть,  либо  наксиунъ  т^хъ  зна- 
чеиЦ^  которня  получаетъ  Л  на  поверхности  (422),  либо  мини- 
нунъ  этихъ  значен!!^  либо  такое  значешё,  для  котораго 

817=0 

при  всякихъ  переи'Ьщен1яхъ  изъ  этой  точки  М^  по  поверхности. 
И  такъ,  если  матерьяльная  точка  у  подверженная  силащ 
импаащимъ  патенцгалг  V,  находится  на  неподвижной  гладкой 
удероюивающей  поверхности ,  то  полоокенгя  равноетьсгя  матерь- 
ЯАЬной  точки  суть  тп  точки  поверхности^  въ  которыхъ  значе- 
жл  функти  Т7  на  поверхности  импютъ  максимума  или  мини- 
муЖу  и  вообще  всп^  тп>  точки  поверхности^  въ  которыхъ 

817=0. 

Наприи'Ьръ: 

Прии'Ьръ  43'й.  Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  поверх- 
ности эллипсоида: 

?+Й+?-Ь (4М) 

И  притягиваеиая  къ  центру  эллипсоида  силою,  пропорц1ональною 
разстоян1Ю  отъ  этой  точки,  ииФетъ  полохен1я  равнов4с]я  во  вс^Ьхъ 
т^хъ  точкахъ  поверхности,  въ  которыхъ: 

6Г7=8(— '^г')=— ,.«(а;6а;+у8у+^8;2г)=0,.  . .  .  (430) 

причеиъ  ЬХу  8^,  8^  удовлетворяютъ  равенству: 

|?Н-^+^=0,- (431) 

а  х^  у,  ^,  —  уравненш  (429). 
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Такнхъ  точевъ  шесть: 

Дв^к  —  на  вонцахъ  налой  оси,  въ  воторнхъ  значешя  функц1Е 
II  на  поверхности  эллипсоида  и]гЬютъ  иавсииуиъ. 

Дв'Ь  —  на  вонцахъ  большой  оси,  въ  воторнхъ  Л  ии'Ьетъ  ми- 
нииуиъ  зЕачен1й  ея  на  поверхности  эллипсоида. 

Ерои'Ь  ТОГО;  точви,  находлщ1яся  на  воняахъ  средней  оси,  суть 
тавже  полохея1я  равнов'Ьс]я;  въ  самоиъ  Д'Ьл'Ь,  исвлючивъ  изъ  (430) 
и  (431)  произведеше  уЬу^  получииъ  сл'Ьдующее  внражеше  для  817: 

язъ  него  слфдуетъ,  что  817  обращается  въ  нуль  въ  точвахъ: 

2ИН1И  пересЪчен1Я  поверхностей  уровня  фунвцш  Т1{х^  у,  г)  съ 
поверхностью  (422)  называются  лингями  уровня  значешй  фунвщи 
и  на  этой  поверхности. 

Мы  знаеиъ  (стр.  113),  что  сила,  ии^Ьющая  потенц1алъ  27  и 
приложенная  въ  хатерьяльной  точк'Ь,  направлена  по  полоакитель- 
ной  нормали  въ  поверхности  уровня,  проходящей  черезъ  положе- 
ш^  занимаемое  матерьяльною  точною;  величина  силы  равна  А  77. 

Изъ  этого  сл'1Ьдуетъ,.что  если  матерьяльная  точва  будетъ  нахо- 
диться на  поверхности  (422),  то  сила  А  С7  будетъ  перпендивулярна 
въ  той  лиши  уровня,  на  воторой  находится  матерьяльная  точва;  сила 
эта  направлена  въ  сторону  поверхностей  уровня,  имФющихъ  пара- 
метры б6льш1е^  ч'Ьмъ  параметръ  С  той  лин1И  уровня,  на  воторой 
находится  матерьяльная  точва.  Проэвщя  этой  силы  на  васатель- 
ную  плосвость  въ  поверхности  будетъ,  поэтому,  перпендивулярна 
въ  лиши  уровня  С  и  будетъ  направлена  въ  ту  сторону,  гд^Ь  на- 
ходятся на  поверхности  лиши  уровня  съ  параметрами,  большими  С 

Если  въ  точк'Ь  Ж«  значен1я  потенц]альной  фунвщи  Л  на 
поверхности  им'Ьютъ  наибольшую  величину  С7«,  то  во  вскхъ  точ- 
вахъ поверхности,  безвонечно-близвихъ  въ  Ж,  фунвц1Я  Т7  имЪетъ 
чиаенныя  значешя,  меньш1я  27«>  тавъ  вавъ  въ  точв'Ь  М^  ведя- 
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Ч1на  Ы1  (убращаетея  въ  нуль,  то  чнеленное  атчеше  фунвщЕ  П 
въ  точкФ  М  будеп: 

г7,+8'г7+ , 

а  тавъ  вакъ  11^  есть  каксииумъ,  то  ЫТ  должна  быть  отрица- 
тельною для  всякихъ  безконечно-налнхъ  перем'ЬщенЛ  М^М  по 
поверхности. 

Изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  еели  27«  есть  наксямуиъ,  то  лиши 
уровня,  блигайш1я  бъ  точв'Ь  М^^  окружаютъ  8ту  точау  со  зеФхъ 
еторонъ  и  ии'Ьютъ  параиетрн  иеньш1б  17^,. 

Подтоиу  60  всЪхъ  точкахъ  поверхности^  сосФднихъ  съ  точкою 
М,у  проэкщя  силы  на  касательную  плоскость  стремится  приблизить 
иатерьяльную  точку  къ  точк'Ь  М^'^  наприн'Ьръ,  на  чертеж!  27-мъ, 
на  Боторонъ  изображены  лиши  уровня  потенц1альной  функцш: ' 

на  поверхности  эллипсоида  (прим'Ьръ  43-11),  точка  С,  находя- 
щаяся на  концЪ  малой  оси  эллипсоида,  есть  м'Ьсто  яаибольшато 
значев1я  функц1и  V;  эта  точка  окружена  лин1ями  уровня,  пара* 
иетрн  которыхъ  мен'Ье  величины 

притоиъ^  ч'Ьмъ  дал^е  лин1я  уровня  отъ  точки  (7,  т:&мъ  менФе  ея 
наранетръ.  Если  пон'Ьстить  матерьяльную  точку  въ  одну  изъ  точекъ 
ЛГ',  Л1",  ^М"'", ....  по  сос4дству  съ  точкою  (7,  то  проэкщя  силы 
ва  матерьяльную  плоскость  будетъ  направлена  внутрь  площади, 
ограничиваемой  дишею  уровня  и  будетъ,  сдфдовател^но^  стремиться 
приблизить  матерьяльную  точку  къ  точкЪ  О. 

Положимъ,  что  27«  есть  максиму мъ  значешй  функщи  27  на 
данной  поверхности;  если  матерьяльная  точка,  находившаяся  въ 
покоЪ  въ  точк%  М,^  будетъ  отклонена  въ  точку  ЛГо  поверхности, 
весыа  близкую  къ  М^,  и  эдФсь  ей  будетъ  сообщена  весьма  малая 
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начальная  скорость  Vо,  то  она  станетъ  совершать  на  новерхносп 
движеше^  удовлетворяющее  закону  живой  снлн: 


"о о ^  —  ^^0» 


Такъ  какъ  ?7  и  ?7о  мен4е  С/,,  то: 
поэтону: 

^=^+Ло''-** (432) 

Изъ  этой  формулы  видно,  что  натерьяльная  точка  не  ножетъ 
вступить  въ  т'Ь  и'Ьста  поверхности,  въ  которнхъ 

следовательно,  точка  будетъ  совершать  свое  движете  вблизи  точки 
ЛС,  не  выходя  за  нред'Ьлы  площади,  ограниченной  тою  лкн1ею 
уровня,  параиетръ  которой  равенъ: 


^1=-^-{^+ко'). 


Изъ  зтого  сл'Ьдуетъ,  что  тЪ  точки  поверхности,  въ  которыхъ 
потенц1альная  функц1Я  ии'Ьетъ  иакеииуиъ  значеихй  ея,^на  поверх- 
ности, суть  палаженгя  у стайчиваго  равновпш  шлщьяльжоЛ  точки. 

Напротивъ,  тЪ  точки  поверхности,  въ  которыхъ  потенщаль- 
ная  функц1Я  шгЬетъ  нинииунъ  значетй  ея  на  поверхности,  суть 
палошеетя  неустойчивого  равновпс^я  матерьяльной  точки.  Въ 
каждой  такой  точк'Ь: 

8?7=0,  8^СГ>0, 

для   всякихъ   безконечно-малыхъ    перенАщешй   по   поверхности; 
поетоиу,    въ   блнжайшенъ    сосФдств1к   съ    такою  точкою,    линш 
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уровня  шйЛтъ  ТЩ9ЛЩШ  Шъшге  этого  нинпума  и  притомъ 
каждая  лншя  уровня  овругаетъ  точву  нинииума  со  в'^А^ъ  сто*- 
ровъ  (с1.  на  чертеж!  27-нъ,  шн1и  уровня,  овружающ1я  точву  А^ 
ваходяп](уюея  на  вон1гЬ  большой  полуоси  аллнпсоида). 

Въ  еосЪдетв'Ь  съ  тавою  точвою  неустойчиваго  равнов'Ье1я,  сила, 
имеющая  потевц1алъ  17^  етренится  удалить  матерьяльную  точву 
отъ  положетя  равновЪая  (ем.  черт.  27-й). 

Въ  тФхъ  точвахъ  поверхности,  въвоторнхъ  8  Г7=  О,  но  вели- 
чнва  Ь^и  иж^Ьетъ  знавъ  положительный  или  отрицательный,  сиотря 
по  направденш  переи'Ьщенгя,  въ  тавихъ  точвахъ  положеше  равнонЪ- 
С1Д  устойчиво  для  однихъ  переиЪщешй  и  неустойчиво — для  другихъ. 

ПринФроиъ  тавихъ  положен]й  равнов'6с1я  иожетъ  служить,  въ 
прпФр'Ь  43-иъ,  точна  В  (чертежъ  27-й),  находящаяся  на  вовц'Ь 
средней  оси  эллипсоида.  Въ  соседств!  съ  этою  точкою  лин1и 
уровня  ин'Ьютъ  следующее  раеположеше. 

Черезъ  еаную  точву  В  проходятъ  два  вруговвя  с'Ьчен1я  кВк! 
I  кхВУ^  эллипсоида,  это  суть  лиши  уроввя  еъ  параиетромъ: 

внутри  утловъ  кгВк  и  УВк'г  находят<м1  ЛИН1И  уроввя  съ  пара- 
■етраии  большими  27»,  внутри  же  угловъ  УВкг  и  ^^БА;  —  линш 
уровня  съ  параметрами  меньшими  Пь. 

Если  матерьяльная  точка  будетъ  отвлонева  изъ  точви  В  въ 
точву  д  (см.  черт.  27),  то  сила,  приложенная  въ  ней,  будетъ 
стремиться  удалить  ее  отъ  В;  напротивъ,  при  отвлонен1и  ма- 
терьяльной  точви  въ  точву  к,  сила  будетъ  стремиться  приблизить 
ее  въ  В. 

Подобный  точви  причисляются  въ  положен1ямъ  неустойчиваго 
равнов^Ьс1я. 

И  тавъ,  можемъ  сказать,  что  если  матерьяльная  тсчка^ 
подеерокенная  силамь  имтьющимъ  потенгтлг  СГ,  нааодится 
м  нерюдвттной  гладкой  удержг1вающей  поверхности^  то  поло- 
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окетя  устойчивой)  равновпш  суть  тл  пючки  поверхности, 
вь  которыхь 

ьи-0,  ь'и<(^ (433) 

Въ  калсдонъ  изъ  положешй  равнов'Ьсзя  реакцтя  поверхности 
равна  н  противоположна  равнод'Ьйствующей  задаваекыхъ  силъ, 
когда  матерьяльнад  точка  находится  въ  поко'Ь. 

2)  Матеръяльная  точка  находится  на  гладкой  неподвиж- 
ной неудерживающей  поверхности. 

Реакц1я  такой  поверхности  не  иожетъ  быть  отрицательною, 
а  потону  матеръяльная  точка  можетъ  оставаться  въ  поко'Ь  только 
въ  т'Ьхъ  точкахъ  неудерживающей  поверхности,  въ  которнхъ  равно- 
действующая задаваемпхъ  силъ  нормальна  къ  поверхности  и  на- 
правлена по  отрицательной  нормали^  или  равна  нулю. 

Наприн'бръ,  тяжелая  матеръяльная  точка,  прикр'Ьнленная  къ 
одному  концу  гибкой  нерастяжимой  нити,  другой  конецъ  которой 
неподвиженъ,  им'Ьетъ  только  одно  положеше  равнов4с1я;  въ  самой 
нижней  точке  сферы  радтуса,  равнаго  длцне  нити. 

Обратно,  тяжелая  матеръяльная  точка,  находящаяся  на  на- 
ружной поверхности  неподвижнаго  непроницаеияго  шара,  им'Ьетъ 
толъко  9ДН0  положен1е  равнов'Ьс1я  въ  самой  верхней  точке  шара. 

Если  задаваемыя  силы  имеютъ  потенщалъ  27,  то  положешя 
равновМя  иа  неудерживающей  поверхности  находятся  въ  такихъ 
точкахъ  ея,  въ  которнхъ: 

8?7=0 

для  безконечно-малыхъ  перем*щен1й  матерьяльной  точки  вдоль  по 
поверхности  и  притомъ 

АЛЯ  безконечно-малыхъ  переиещешй  матерьяльной  точки  въ  сво- 
бодную сторону  пространства. 

П|)ложен1Я  уетойчиваго  равновес1л  суть  те  точки  поверхности, 
въ  которнхъ 

8?7=0,  в^17<0 <Ш) 
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ДЛЯ  переуЬщбшй  вдоль  по  поверхности,  и  притомъ 

8С7<0,  пли  8^7=0,  Ь^и<0 (435) 

для  переи1щеп1й  въ  свободную  сторону  пространства. 

Наприи'Ьръ,  положеше  равнов'Ьс1я  тяжелой  матерьяльной  точки, 
находящейся  на  сферф,  не  удерживающей  внутрь  своей  полости,  есть 
ооложеше  устойчивое,  потому  что  въ  этой  точв^к,  для  перб]1'Ьщен18 
по  поверхности  сферы: 

для  всяБпхъ  же  перен'Ьщешй  въ  свободную  сторону  у  уменьшается, 
а  сл:ЬдовательнОу  для  тавихъ  перем'ЬщбН1Й: 

Ь11=тдЬу<0. 

Положеше  же  равнов'Ьс1Я  на  верхней  точб'Ь  непроницаемаго 
шара  есть  положепе  неустойчивое,  потому  что  въ  этой  точвЪ: 

д;=0,  ^=0,  у=—1 
для  перем^Ьщетй  матерьяльной  точки  вдоль  по  поверхности. 

Приводииъ  н'^колько  дрим'^ровъ  опред:Ьлен1я  положев1б  равнов^с]я 
матерьяльной  точки  на  удерживающихъ  и  неудерживающихъ  поверхно- 
стяхъ. 

ПрямФръ  44-й.  Тяжелая  матерьяльная  точка  прикр'Ьплена  къ  одному 
концу  гибкой  верастяжимой  нити;  »та  нить  перекинута  черезъ  безконечно- 


уЬ^у:=-^(ЬуУ^(ЬхУ-{Ь0у 
Въ  точв^:  ж=0,  0=0,  у=/: 


\1г 
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малый  блокъ  съ  неподвижною  осью  н  вжкеть  на  другомъ  Ехтк^  гирю, 
масса  которой  равна  ^у  между  т^Ьмъ,  вакъ  масса  матерьяльной  точки  равна 
т.  Опред'Ьлить  положенья  равновФс1Я  матерьяльной  точки  на  наклонной 
плоскости,  составляющей  уголъ  ^  съ  горизонтомъ  и  проходящей  черезъ 
точку  К  (черт.  28)  вертикальной  лин1и,  проведенной  внщгь  черезъ  цевтръ 
О  блока;  разстояше  ОК  равно  с. 

Натяжеше  нити  или  реакц1ю  ея,  приложенную  къ  матерьяльной  точк^ 
М,  можно  равсматривать,  какъ  силу  постоянной  величины  д^^  направлен- 
ную къ  точкЬ  о. 

Въ  этомъ  случа']Ь  вооросъ  можетъ  быть  р'Ьпюнъ  сх]^дующимъ  обра- 
зомъ: 

Точка  М  можетъ  находиться  въ  равнов^схи  только  въ  вертикальной 
плоскости,  проходящей  черезъ  точку  О  и  перпендикулярной  къ  наклон- 
нов  плоскости;  въ  этой  плоскости  она  будеть  находиться  въ  поко']^  въ 
такомъ  положен1и,  при  которомъ  продкц1я  силы  тяжести  точки  М  на  на- 
правлен1е  М^  (черт.  28)  равна  проэкщи  реакц1и  нити  на  направлеше  МК; 
означая  уголъ  ОМК  чрезъ  ср,  будемъ  им'Ьть  сл'Ьдующее  равенство: 

д^  С08  <р  =  Л1^  81П  ^у 

которое  должно  быть  удовлетворено  въ  иоложен1яхъ  равнов^с1я  матерьяль- 
ной точки. 

Изъ  этого  уравнен1я  опред^ится  величина  косинуса  угла  ф: 

т  . 


С08ср=о^8Ше/; 


чтобы  р^шен1е  было  возможно,  необходимо,  чтобы  ^  было  бож^е  т  бш  ^^ 
Если  наклонная  плоскость  не  удержнваетъ  матерьяльную  точку  оть 
перем'кценгй  вверхъ,  то,  для  равнов']^с1я  точки  на  плоскости,  необходимо, 
чтобы  было 

шд  С08  ^^д^в^п  <р« 

Это  услов1е  будетъ  удовлетворено  во  всякомъ  случае  если  ^  отрица- 
тельное, то  есть,  если  точка  О  ниже  точки  К;  если  же  О  выше  точки  ^Г, 
то  оно  будетъ  удовлетворено  въ  томъ  случае,  когда 


то  есть,  когда: 


^С08/>8Ш  9| 
^С08  </>1 7>а81П   е/,      р^1. 


1 


'<; 
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Такимъ  образомъ  мы  виднмъ,  что  на  неудергивающеб  плоскости  равно- 
вМе  возможно  при  услов1и,  что  ^  не  бол*^  т  и  не  мен']Ье  9П8ш/. 

Ёсзи  раввов']^С1е  возможно,  то  оно  будетъ  нав'Ьрно  устойчивое.  Въ  са- 
иоиъ  к^%  при  перем']^щен1и  точки  М  по  МК  уголь  9  увеличивается,  а, 
(ц^довательно,  проэкщя  силы  д^  на  »то  направлеше  уменьшается,  между 
т^мъ,  вакъ  проэкщя  силы  тд  ыа  направленхе  М^  остается  постоянною; 
поэтому  д'Ь8ств1е  последней  сгтлы  становится  преобладающимъ  и  матерьяль- 
ная  точка  побуждается  къ  воавращешю  на^^адъ.  Напротнвъ,  при  перем']Ь- 
|цеи1и  точки  по  ЖЬ  уголъ  9  уменьшается,  а,  следовательно,  дМств1е  силы 
д^  становится  преобладающимъ  вадъ  д']^йств1емъ  силы  тд]  поэтому  и  при 
такомь  перем']^щети,  силы  побуждаютъ  матерьяльную  точку  возвратиться 
въ  доложеи1е  равнов'Ьс1я. 

При]1'1^ръ  45-й .  Положен!я  равнов']^с1я  тяжелой  матерьяльной  точки  на 
поверхности  эллипсоида: 


еок  жъ  матерьяльной  точк-Ь,  кроМ'Ь  силы  тяжести,  приложена  сила  по- 
столнной  величины  д^^  направленная  къ  центру  эллипсоида;  ось  ^о"»  пред- 
оага1'ается  направленною  вертикально  внизь. 

Въ  этонъ  случае  силы  им^ютъ  сл-Ьдующгй  потенщалъ: 
а  возгону: 


гд1 


с*  <? 

гЬг=  —-,хЬх— ^-.  уЬу; 


гЬ'г + (М' %  {Ьх?  —  |!  {Ьу)\ 

г  г 


18 
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ИсБЛючнвъ  Ья  изъ  Ы7,  пояучяхъ: 

,С7__4("с'+|(а'-Л)$+(=с'+2№'-С))§^], 

<%  Г  означяетъ  пшохительную  величину  ряяепявги  точки  огь  центра 
липсоида. 

Мы  наЙдемъ  сл^дующ1я  положения  равнов^с!я: 

I  Точки  а!=0,  у=0  а=:±с;  въ  нигь: 

V' |[((а'-с-)«-с'«)(^)'+((Ь--с')е±с'»)('|)'], 

,^  зноЕЦ  +  соотв^Ич;твують  важней,  а  знаки  (— )—  верхней  точи'Ё;  сл'^ 
•ватехьво,  нижняя  точка  есть  всег№  па10Э1ен1е  устойчнваго  равнов^с)!, 
!рхвяя  же  — только  тогда,  вогда 

2)  точки  х=0. 


1*сь: 


№=  -,[(«■-»■)  22?'  -  (»•  -  С)  ^  '-^] 


оэтону  въ  етихъ  точкагь  па10жен1е  равнов'Ьс1а  не  ирехставиетъ  полноО 
лойчивостн. 
3)  Точки: 


1'а'-«ч';„.с" +  «■(«.' 


Ъ  когорнхъ 

а10ХСП1Я  раввов11С1я  ~  неусгойчивыя. 
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3)  Матерьяльная  точка  находится  на  неподвижной  не- 
иадкой  поверхности. 

Длд  того,  чтобы  матерьяльная  точка  могла  оставаться  въ  поко-Ь 
на  негладкой  неподвижной  поверхностно  нужно,  чтобн  сила  трен1я» 
приложенная  къ  матерьяльной  точкФ,  уравнов'Ьшивалась  съ  проэк- 
щею  равнодМствующей  задаваемыхъ  силъ  на  касательную  плоскость. 

Величина  силы  трешя  равна  xV^9^^  гд'Ь  У^'  есть  положительно 
взятая  величина  нормальной  реакщи  поверхности^  а  х  есть  чис- 
ленный коэфищентъ,  заключающШся  между  нулемъ  и  наибольшимъ 
коэфицтентомъ  кг  трешя  покоющейся  матерьяльной  точки  о  непод- 
вижную данную  поверхность.  Реакц1я  Ш  по  направлен1ю  положи- 
тельной нормали  равна  проакщи  равнодМствующей  Р  задаваемыхъ 
енлъ  на  направлеше  отрицательной  нормали. 

На  удерживающей  поверхности  реакщя  92  можетъ  быть  поло- 
мительною  или  отрицательною;  при  равновЪс1И  матерьяльной  точки 
на  такой  поверхности: 

гд'Ь  X  не  менЪе  нудя  и  не  бол'Ье  кг. 
Отсюда  сл4дуетъ,  что: 

*8(2^,^Ю=^х,  х^А,, (436) 

гд4  знакъ  +  соотв4тствуетъ  т-Ьмъ  случаямъ,  въ  которыхъ  сила  Р 
составляетъ  острый  уголъ  съ  положительною  нормалью,  знакъ  ( — ) 
тЪмъ  случаямъ,  въ  которыхъ  сила  Р  составляетъ  острый  уголъ  съ 
отрицательною  нормалью. 

Число  или  дробь  кг  можно  разсматривать,  какъ  тангенсъ  нЪ- 
котораго  угла  &!,  называемаго  угломъ  тренья  между  данною  поверх- 
ностью и  данною  матерьяльною  точкою  при  взаимномъ  ихъ  покоЪ. 

Изъ  предыдущаго  видно,  что,  для  равновМя  матерьяльной  точки 
на  неподвижной  негладкой  удерживающей  поверхности,  необходимо, 
чтобн  острый  уголъ,  составляемый  направлешемъ  силы  1^съ  поло- 
жительною или  отрицательною  нормалью,  быль  не  бол'Ье  в1,  гдЪ 

кг=1Е^1 (437) 

18* 
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РеаБЦ1я  неудерхивающей  поверхности  не  ножетъ  быть  от- 
рицательною; поатоиу,  на  негладкой  неудерживающей  поверхности 
натерьдльная  точка  ножетъ  оставаться  въ  поко^  въ  т'Ьхъ  м'Ьстахъ 
поверхности,  въ  которыхъ  направлеше  сил»  ^Р  составляетъ  съ  от- 
рицательною нормалью  уголъ,  не  больш1Й  81. 

Представимъ  себ'Ь  коническую  поверхность,  вершина  которой  на- 
ходится въ  какой  либо  точк'Ь  М  данной  неудерживающей  поверх- 
ности, и  производящ1я  которой  составляютъ  острый  уголъ  81  съ  отри- 
цательною  нормалью  къ  поверхности.  Точка  Жбудетъ  положешемъ 
равнов'Ьс1Я  матерьяльной  точки,  если  сила  Р^  приложенная  къ  пос- 
л'Ьдней,  будетъ  им'Ьть  направленхе,  не  выходящее  за  пределы  выше- 
означеннаго  конуса;  такой  конусъ  называется  конусомъ  трешя. 

Всл'Ьдств1е  такого  простора  условШ  равнов'Ьс1я,  м'Ьста  поло- 
жешй  равнов'Ьс1д  матерьяльной  точки  на  негладкой  поверхностн 
занимаютъ  на  ней  ц'Ьлые  пояса  или  площади,  во  всФхъ  точкахъ 
которыхъ  матерьяльная  точка  можетъ  оставаться  въ  поко^Ь. 

Наприм'Ьръ,  тяжелая  матерьяльная  точка,  находящаяся  на 
наружной  поверхности  твердаго  негладкаго  неподвижнаго  шара, 
можетъ  оставаться  въ  поко'6  во  всЪхъ  тФхъ  точкахъ  поверхности, 
въ  которыхъ  направлеше  нормали,  проведенной  къ  центру  шара, 
составляетъ  съ  направлен1емъ  силы  тяжести  уголъ  не  больш1й  ех; 
всЪ  так1Я  точки  находятся  на  томъ  сегменте  сферической  по- 
верхности, который  выше  уровня: 

У= — Д  008  81, 

(ось  У^'^  направлена  вертикально  внизъ);  матерьяльная  точка  мо- 
жетъ оставаться  въ  поко'Ь  во  всЬхъ  точкахъ  этой  части  поверх- 
ности сферы. 

Тяжелая  матерьяльная  точка  можетъ  оставаться  въ  покоЪ  во 
всЬхъ  точкахъ  наклонной  плоскости,  составляющей  съ  горизон- 
томъ  уголъ  ^,  если  только  уголъ  ^  не  бол*в  угла  81  трен!я 
между  покоящеюся  матерьяльною  точкою  и  наклонною  плоскостью. 

Примерь.  Оиред'кппть  ту  часть  поверхности  элхипсоида: 
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в(гЬ  точки  которой  суть  ио10жев1а  раввов^с1я  тяжелой  натерьяльной  точки, 
находящейся  на  наружной  поверхности  эллипсоида;  положительная  ось 
2<>^1  параллельна  направлен1ю  силы  тяжести;  коэфиц1ентъ  трен1я  покоя 
й;,=0,16. 

Эта  часть  поверхности  заключаетъ  въ  себ'Ь  самую  высшую  точку  эл- 
липсоида и  ограничена  лишею  пересбчени  поверхности  его  съ  коническою 
поверхностью: 


§+|!=?  0^0256. 


Прим'Ьръ  46-й.  Тяжелая  матерьяльная  точка  находится  на  наклонной 
олоскости  и  притягивается  къ  точк'Ь  О  (черт.  28)  силою,  прямопропорщо- 
нальною  разстоян1Ю  отъ  этой  точки;  если  матерьяльная  точка  находится 
въ  точк-Ь  К^  то  величина  этой  силы  равна  д^^  гд:Ь  ^  меньше  т  (массы 
натерьяльной  точки).  Определить  положен1я  равнов^сгя  матерьяльной  точки 
на  наклонной  плоскости,  принимая  въ  разсчетъ  тренхе. 

Примемъ  точку  К  за  начало  координатныхъ  осей,  направленныхъ 
такъ:  положительная  ось  У»'^  внизъ  по  лиши  наибольшаго  ската  по  на- 
тонной  плоскости,  ось  Х<м»  горизонтально,  ось  2<»«  по  нормали  къ  плос- 
косм,  вверхъ;  тогда  координаты  точки  О  будутъ:  а?=г:0,  у=— С8^п^, 
е=с  008  ^. 

Проэкщи  на  оси   коордиватъ  равнодействующей  задаваемыхъ  силъ 

суть: 

^=  —  тд  С08  ^+  ^д  соз  ^. 

Равновес1е  матерьяльной  точки  на  плоскости  возможно  въ  т^хъ  поло- 
жен1яхъ  ея,  въ  которыхъ: 


нлн: 


Все  положешя  равновес1я  заключаются  внутри  круга: 


1Т1)'ь  когораго  11рсдс1ав1яетъ  положев!е  равяов*с1я  на  гладкий  вакювной 
ювостн,  а  ралусъ  равенъ: 

{*^— 1\с  СОЯ  Лёч- 

Каждой  велБчнБ^  <  соотв^^тствуегь  своя  окрухвость  раддуса 


"(В  —  1)сС0817'. 


Прии^ръ  47-й.  Оарел'клнть   1|1сто  в№1ожен1&  равнов^1Я  въ  арин'Ьр'& 
яъ,  лредполагаа  существован1е  си1ы  трея1л  между  наионною  шюскостып 
■атерьяпною  точкою  т. 
Располохввъ  оси   коордвнать  такъ,   какъ  въ  предидущень  лрвм'Ьр^ 
найдемъ,  что  проэкшн  равнод'ЁВствуюв1ей  задаваеныхъ  силъ  суть: 

X=  —  ^д^,  У=п^д{р8^п^ -  ^^~^,  2=—тдрст^, 


Век  во1о»ен1я  раввов'Ьс!»  зактючаются  ввутрн  крпвоВ  1вв1и: 
Ж*  +  (У— С31Б /(^  — 1))'=:(^  —  1  )'с'С05'/1«' 51. 

4)  Матеръяятая  точка  находится  на  неподвиокной  кри- 
а  дити. 

Матерьяльная  точка,  находящаяся  на  гладкой  ноподвнхнов 
ивой  ЛИН1Я,  ножетъ  оставаться  въ  аоко'Ь  въ  т^ьхъ  точкахъ 
ивой,  въ  которнхъ  проэЕЦ1я  задаваемой  сялн  на  васательи^ю 
■  кривой  равна  нулю,  то  есть  таиъ,  гдФ: 

^я+Ух+гя=о («8) 

Беде,  при  отк1овев1и  натерьяльной  точки  изъ  ея  полохен1я  рав- 
вФе1я  на  удерживающей  кривой,  сила^^побуxдаетъее  возвратиться 
.  »то  положеЕ1е,  то  такое  положен1е  равновФе1я  —  устойчивое. 
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Когда   сила   Р  им'Ьетъ  потенщалъ   ТЛ^х^у^а)^  то  про9кц1л 
ея  на  направлен1е  касательной  къ  кривой  воразится  такъ: 

такъ  что,  если  координаты  х^  у^  г  точекъ  кривой  линш  будутъ 
внраженн  функц1яии  отъ  $,  то  будетъ: 

:±^'со8(^^,г;)=^, (Ш) 

гд'Ь  верхн1й  знакъ  относится  къ  т'Ьмъ  случаянъ,  въ  которыхъ 
скорость  направлена  въ  сторону  возрастающихъ  $• 

Положен1я  равновЪс1я  суть  тЪ  точки  кривой  лин1И,  въ  которыхъ 

ж=о; т) 

дритомъ  пологен1я  устойчиваго  равнов'Ьс1я  суть  так1я  точки  кри- 
вой, въ  которыхъ: 

^<0, (441) 

т.-е.  гЬ,  въ  которыхъ  значен1я,  прининаеиыя  функщею  17($)  на 
кривой  ЛИН1И,  им'Ьютъ  иаксйиуиъ. 

Прим'Ьръ  48-й.  Тяжелая  матерьяльная  точка  находится  на  винтовой 
лиши: 

ОСЬ  которой  вертикальна  (ось  ^>»  направлена  снизу  вверхъ);  натерьяль- 
ная  точка  отталкивается  отъ  начала  координатъ  силою,  обратно  пропорц1о- 
нальною  квадрату  разстоян1я;  определить  ноложен1я  равнов'к:1я. 

Зд'Ьсы 


й8 


/  -  М-*  в  81П  а\ 

=  — т^8Ша(1— --^Г-; 


йт  3       2    (ЗЛ'-гг»)       2       т>г,л  -а 


[ервая  провзводвая  оть  V  обращается  въ  нуль  В1.  Нхъ  точЕвхъ  кри- 
1В1И,  въ  1Еоторыхъ: 

1»'3111<1' 

кавъ  г  есть  величина  аолохвтедьнаа,  то  и  я  бож^в  нуля,  сл^дова- 
),  положения  равновЪсш  находятся  только  на  той  части  кривов  лн- 
оторая  выше  плоскости  ХУ. 
[осл'Ёднее  ураввен1е  можно  представить  въ  сл^дующемъ  вид'Ь: 

{»-Т-|^'-Ч^Д'=0 (Ш) 

*  полокительвые  Еорвн  этого  ураваев1я  третьей  степеня,  которые 

1'Ье  В',  опред'^Ёляютъ  положев1а  равнов4с1л;  такихъ  корней  ношетъ 

только  два,  такъ   какъ   при  г':=-|-со  и  при  г'=Л'  первая  часть 

зн1а  (443)  ин^етъ  ввакъ  положительный- 

ти  два  корня  будутъ  д'ЬЙствнтельные,  если   будеть  удовлетворено 

ег 

елнчива  г,,'  есть  корень  производиоВ  первой  части  урйввен1я  (443) 
то  есть: 

|у  иаъ  двухъ  корней  ;равнев1Я  (443),  ббльшихъ  Л*,  одвнъ  долженъ 
иея'Ье,  а  другой  —  бол'Ье  г^;  оэначииъ  первый  черевъ  »■,',  второй  — 


)тъ   корень  г,'  опред4ляетъ  наверно  положеше  устойчиваго  равно- 

Ееличина  а  направлен1е  сжлн  Р,  прилохедяой  къ  |атерьлль- 
'очкЪ,  находящейся  въ  поко'Ь  въ  одномъ  евъ  положен!!  равно  - 
на  кривой,  представляетъ  велиияу  и  нанр&влен1е  давлетя, 
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производЕпаго  точкою  на  кривую  (§  52);  поэтой;  реакщя  кривой 
1ИНШ  равна  и  прдмопротивополохна  сил'Ь  Р. 

Если  кривая  лин1я  есть  линк  пересЪчевк  двухъ  неподвижныхъ 
гладкихъ  поверхностей: 

то  реакц1и  этихъ  поверхностей  опред^Ьлятся,  какъ  составляющая, 
по  нормаляиъ  ^1  и  ^з,  реакц1и  кривой  лин1и,  то  есть,  величины 
9^1  и  $2  определятся  изъ  равенствъ  (379,  а)  и  (379,  Ь),  если 
въ  нихъ  сделать  Щ^  и  Щ^  равными  нулю. 

5)  Матерьяльная  точка  находится  на  переспменги  трехъ 
неподвижныхъ  поверхностей^  перестькающихся  въ  одной  точкть. 

Если  всЬ  три  поверхности  удерживающ1Я,  то  положенге  точки 
вполне  определено.  Реакщи  поверхностей: 

А(^,  У,  ^)=0,  Мх,  у,  е)=0,  (г{х,  у,  г)=0 
определятся  изъ  равенствъ: 


. . .  (Ш) 


1ГЛ.\    ^/*_1-1    ^^»-и1    ^^—С\ 
^+^^^  +  ^^§+-^3^  =  0 

Давлеше  натерьяльной  точки  на  точку  пербсечен1я  атихъ  трехъ 
поверхностей  инеетъ  величину  и  направлен1б  силы  Ж\  уравнен1я 
(444)  выражаютъ,  что  реакцш  ^ху  Э^а»  ^з  суть  составляющ1я  по 
нормаляиъ  ^1,  ^^Г2,  ^3  силы,  равной  и  прямопротивоположной  силе  Р. 

Бсли^  матерьяльная  точка  помещена  въ  точке  пересечен1я 
четырехъ  или  большаго  числа  неподвижныхъ  поверхностей,  то 
величины  реакшй  этихъ  поверхностей  окажутся  неопределенными; 
напринеръ,  въ  случае  четырехъ  поверхностей,  можемъ  приписать 
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:вольвую  величжну  реанцш  ^,,  тогда,  величвин  реакц)!  %, 
и  определятся  ткшъ,  что  геометричесЕал  супа  всЬхъ  четырехъ 
1Й  I  СЕ1Н  Ж  должва  быть  равиа  нулю: 


%+%+%+%  + 1^=0*). 

56.  Иипульсъ  емлы. 

■ъ  и&ч&д'Ь  параграфа  33  было  сказаао,  чтб  повнаютъ  водъ 
1Ъ  Еоличества  Авижея1я  иатерьяльной  точен,  кавонн  едя- 
н  оно  изгЬряетея,  кавь  оно  изображается  длиною  и  чтб 
а»гь  подъ  ииенежъ  ороа&ц1в  количества  движев1я. 


Для  выхода  изъ  этоВ  неопредЪлеиности,  приходится  прининать  въ 
гь  упругость  11иъ,  образупщяхъ  преграды.  Для  иояснешя,  ариво- 
я^дтющ18  простой  прии'Ьръ. 

атерыиьная  точЕа,  в^ъ  которой  тд,  ввситъ  въ  поео!  на  двухъ 
.  неравноВ  длвны;  иерваа  нить  длины  I,  ирпБр^олена  верхнинъ  еон- 
ъ  начале  Еоордивать  (х:=0,  у^=0,  '^0),  вторая,  длины  С+с).  при- 
тв,  верхиииъ  ковцомъ  въ  точк*  (х^О,  у=0,  «;=— с).  Если  пред- 
[Ь  аити  верастлшииьши,  то  иатерьяльвая  гочЕа  будеть  находиться 
»4  въ  па1ожен1ц  (1=0,  у=0,  й=1),  приченъ  сунна  велнчинъ  реав- 
,  К,  нитей  будетъ  равна  тд;  величины  же  кахдоЙ  изъ  атихъ  реаЕЦ1Й 

иеопред'Ьлеввы- 
ин  же  принеиъ  въ  разсчетъ  упругость  нитеВ,  то  ата  неопред'ЬлеЕность 

устранена.  Пусть  ш,  я  ш,  суть  илощадн  ноперечныхъ  сЁчев!!!  нитей, 
5,—  ихъ  модули  упругости,  Е  —  удлннен1я  нптеб,  такъ  что  ддина  пер- 
ти  въ  натяженпоиъ  состоянш  ровна  0  +  е),  а  длина  второй  нити  въ 
сесостояаш  равна  {(  +  С+Е);  всл*дств1е  растлхешя  витей,  положен1е 
'Ьс1я  матерьяльноВ  точки  будегь  въ  точк'Ъ  «=2-{-е. 
а  основан1и  йзв11стныхъ  завоновъ  растлхен1я  упругихъ  стержней  в 

1хъ  равенствъ  я  изъ  равенства 

линь:  величину  *  и  отвоп1ен1е  иежду  величинами  реакций: 


.  I 


г 


> 
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Согласно  съ  9тимъ  буденъ  им'Ьть  ввиду,  что  колечеству  двяженш 
матерьяльной  точки  ин  приписнваенъ  направлен1е.  совпадающее  съ 
направлен1еиъ  скорости  точки;  мы  буденъ  представлять  себ'Ь,  что  ко- 
личество двихен1я  изображено  длиною,  ин'Ьющею  направлен1е  скоро* 
сти  и  во  столько  разъ  большею  единицы  длины,  во  сколько  разъ  изо- 
бражаемое количество  движен1я  бол'Ье  единицы  количествъ  движен1я. 

Пусть  Ь  и  I  суть  два  как1е  либо  момента  времени;  коорди- 
наты точки,  величины  количества  движени  и  пр08кц1И  количества 
движен1я  на  оси  координатъ  въ  эти  моменты  обозначимъ  сл'Ьдую- 
щими  знаками: 

въ  моментъ  < :  ж,  у,  ^,  тг;,  тх\  ту\  тУ 
въ  моментъ  1; :  X,  у,  2,  ту,  шх',  ту',  тъ^  *). 

Измтьненгемг  количества  двиисенгя  матерьяльной  точки  въ 
теченги  промеоюутка  времени  отг  I  до  I  ши  будемъ  называть  то 
количество  движен1я,  которое  изобразится  геометрическою  разностью 
между  длинами,  изображающими  количества  движешя  тУ  и  тV. 

Проэкщи  на  оси  координатъ  этого  изм'Ьиен1Я  количества  дви- 
жешя выразятся  разностями: 

тх' — тх\  тУ —ту^,  тт! — ш^\ 

(На  черт.  29  количества  движен1я  тУ  и  тю  изображены  дли- 
нами. ^Жа  и  АКхч  проведенными  изъ  какой  либо  точки  А\  изм'Ь- 
нен1е  количества  движешя  изобразится  длиною  АК^  равною  и  па 

раллельною  длинФ  К1К2). 

Положимъ,  что  свободная  матерьяльная  точка  движется  иодъ 
вл1яшемъ  д'Ьйств1я  приложенной  къ  ней  силы  ^Р,  которой  про8КЦ1и 

X,  у,  2 

суть  н'Ькоторыя  функщи  времени,  координатъ  точки  и  скорости  ея. 


*)  Рад1нч1е  въ  обозначен1яхъ  состоитъ  въ  тоиъ,  что  величины,  относя- 
пцяса  въ  бол'Ье  иозднену  моменту  Ь,  обозначены  прямыми  буБвами,  между 
т^мъ  какъ  величины,  относящаяся  къ  раннему  моменту  ^,  обозначены  кур- 
сивными буквами. 


При  опрел^енд|>1|ъ  двнжна1в  8то1  11а.терья1ЬН0Й  точке,  ко- 
ординаты ел  суть  опред'&ленннл  фуякц11  времен!: 

т\  ш,  ш)- 

[1о1нохнжъ  на  Ш  днфферевцшьныя  уравнени  двяхетя  жа- 
альноб  точки,  оолучнжъ: 

д,{ж!^)=Хд,Ь,  с1{ту')^  Уаь,  (1{пи!')—гА1\ (446) 

■ъ  представвжъ  себ'Ь,  что  коордиватн  точке,  входящ1а  въ  X, 
?,  закфневы  фувБЦ1яжи  /",,  Д,  Д,  к  что  аронзводныя  воордянатъ 
режеви,  заБлючающ1нся  въ  X,  У,  2,  замФвенн  производвнЕЕ 
'Д1Й  А,  и,  /з;  тогда  X,  У,  2  варазятся  функщяжв  вреневн. 
Ввавъ  интегралы  въ  иред^пахъ  отъ  ^  до  1  отъ  об'Ьихъ  частей 
,аго  В8Ъ  равенствъ  (445),  получжнъ: 

1ях' —  тз;'  =  йд.,  ту' — ту'=И^.,  мъ' — тг'  =  Я^, ..  (446) 
1*1  I 

И^=  I  хм,  Иу=  /  Уаь,  И,=  I  2А1..  (447) 

Лзъ  равенствъ  (446)  вядно,  что  изжФиеше  количества  двихснгя 
I  въ  течев1Х  прохехутва  вреиеви  отъ  <  до  1  равняется  величин-Ь: 


й=|/й,'+й;+Я/ (448) 

Фетъ  такое  наоравлен1е,  восвяуш  угловъ  китораго  съ  осяжи 
11инатъ  равны  отвошен1яиъ; 

^    Щ    ^ 
й'    Я'    й" 

величина   И   называется   импульсомъ   силы  Р  вг  теченЫ 
еокутка  времени  отъ  Ь  до  1;  жы  врввисываеЕЪ  иинульсу 
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не  только  величину,   но  и  направдеше,  составляющее  съ  осями 
координатъ  углы,  косинусы  которыхъ  суть: 

Ясо8(Я.Х)=й^,  Исо^{И,У)=И^,  Иш{И,2:)=И^. 

Равенства  (446)  выраясають  тогда,  что  измтьиенге  количества 
движеигя  матерьяльной  точки  въ  теченги  промежутка  вре- 
мени отъ  I  до  К  равняется  импульсу  силы  Р  въ  теченги  тто 
же  промежутка  времени. 

Величины  Лд.,  Иу,  И^  суть  про9К[;1И  импульса  на  оси  ко- 
ординатъ. 

Величины  вторыхъ  частей  равевствъ  (445)  суть  проэкц'ш  на 
оси  координатъ  импульса  силы  Р  въ  течеши  элемента  времени  с11; 
этотъ  элементарный  импульсъ  ии^етъ  безконсчно-иалую  величину, 
если  сила  Р  инФетъ  величину  конечную. 

Разность  между  величинами  живой  силы  матерьяльной  точен 
въ  моменты  1;  и  <  можетъ  быть  выражена  производеюемъ  изъ 
импульса  на  полусумму  проэкц1й  скоростей  V  и  ^  на  направление 
импульса;  въ  самомъ  д']^л'Ь,  помноживъ  равенства  (446)  на  \\  у',  г' 
и  сложивъ,  нолучимъ: 

тУ^ — т\V  С08  (У,|;) = Иу  со5  (V,  И)\ 

помноживъ  т'Ь  же  равенства  на  х\  У,  ^'  и  сложивъ  ихъ,  нолучимъ: 

тУV  С08  (Т,г;) — шг;^=  йг;  сое  (г;,й); 
отсюда  же  найдемъ: 

!?^!-^=|(усо8(у,Я)  +  г;со8(г;,Я))  ....  (449) 

§  57.  Мгноминыя  С1ЛЫ. 

Н'Ькоторыя  явлешя  совершаются  подъ  вл1ян1емъ  силъ,  дМ- 
ствующихъ  въ  течеши  весьма  малаго  промежутка  времени,  но 
достигающихъ  огромной  величины  во  время  своего  д'Ьйств1Я;  таковы, 
напримфръ,  силы,  развивающ1яся  при  ударахъ  т^Ьлъ,  при  разло- 
жен! и  взрывчатыхъ  веществъ,  и  друпя. 
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Подобных  силн,  неснотра  на  краткую  продилхитетоеть  своего 
д'6йетв1я,  проязводлгь  весьжа  заиФтвна  изж'Ъаен1л  въ  сЕоростяхъ 
т'Ьхъ  тФлъ,  къ  воторынъ  он{1  приложены,  иехду  т'Ьнъ,  кавъ  аере- 
н^Ьщеша,  совершевныя  9та1и  т'Ьлами  во  время  дМствга  такихъ 
свлъ,  сравнительно  малы,  а  часто  дал№  ничтожны. 

Полохниъ,  что  къ  свободной  катерьальноВ  точк^  прнлохена 
такая  сила  ^,  которая  дЪбствует'ь  на  нее  въ  течев1и  весьма  короткаго 
промежутка  времени  &,  но  сообщаетъ  ей  за  время  своего  л'ЬЙств1я 
импульсъ  яам'Ьтной  величин'^ .  Пусть  1^  есть  монентъ  начала  д11Йств1я 
этой  силы,  I —(((,+ 6)  — иомеятъ  окончат»  ея  дМств1я;  Хо,  Уо,  Н^ 
—  координаты  точки  т  въ  моментъ  (о!  Хо,  Уо,  Ио — провкщи 
на  оси  координатъ  скорости  Vа  точки  т  въ  моментъ  *о- 

Ером'Ь  того,  означвмъ:  буквами  Х,Ш,3— арсвкцш  этой  быстро- 
действующей силы  0^  на  оси  координатъ,  буквою  3  величину  и 
иаправлеше  импульса  этой  силы  за  все  время  ея  д'ЪЙствш;  0ро8К[1Ш 
этого  импульса  на  оси  координатъ  будемъ  обозначать  такъ:  Зд.)  3«.3 ,- 

Если  къ  матерьяльной  точкФ  не  приложено  бол^е  никакяхъ 
силъ,  кроме  силн  9,  то  результатъ  окончательнаго  д11Йств1л  этой 
силн  на  точку  т  будетъ  заключаться: 

въ  изиенен1Й  количества  движен1я  матерьяльной  точки  за  время 
действ1я  СИЛЫ  $: 

па'~тхо'=%,  »»у'— туо'==Зу;  тг'-~тгц'=%. .  .(450) 
и  въ  измЪнеши  пологев1Я  матерьяльной  точки  въ  течен1И  того  хе 
промежутка  времени. 

Разности  между  координатами  точки  т  въ  вонц^  и  въ  на- 
чале  промежутка  времени   &  выразятся  следующими  формулами: 
(        ( 
%-Хо=Хо'Ъ-{~~  I  еИ  I  ЖсИ (451, а) 

^-у,^у<!^+~^^^Шл^ (451,  Ь) 
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2-^0=^0»+^  /  ^<  /  Зсг*; (451, с) 


эти  разности  мы  условимся  называть  про9кц1яхи  на  оси  коорди- 
натъ  1гереи'Ьщея1я  точки  въ  тбчен1И  пронежутвд  времени  д. 

Если  импульсъ  3?  сообщаемый  силою  е^  натерьяльно!  точк'Ь, 
им'Ьбтъ  заметную  (но  не  безвонечио-большую)  величину,  продолжи- 
тельность же  &  диств1я  силн  настолько  ничтожна,  что  можно  пре- 
небречь всякими  перемфщешями,  вовершенныии  за  время  О,  то  та- 
кая сила  е^  называется  мгиовенною  силою. 

Степень  малости  промежутка  времени  д  должна  быть  такова, 
чтобы  можно  было  пренебречь  длиною: 

сравнительно  съ  конечными  длинами,  входящими  въ  наши  разсчеты; 
зд^Ьсь   V  означаетъ  какую  либо  скорость  конечно!  величины. 

При  такой  степени  малости  промежутка  времени  О  моакно  прене- 
бречь перемфщен1ями,  совершенными  за  это  время  какими  бы  то  ни 
было  точками,  движущимися  одновременно  съ  матерьяльною  точкою 
Шу  если  только  скорости  этихъ  точекъ  имЪютъ  конечныя  величины. 

То  же  самое  можно  сказать  относительно  величины  перем^Ьщен1я 
матерьяльной  точки  т  за  время  д,  если  только  импульсы  силы  $ 
за  время  отъ  момента  ^о  до  какого  либо  момента  ^<^о+&  имЪютъ 
величины  конечныя;  въ  самомъ  дЪд'Ь^  если  импульсъ 

[(/")'+ с^'®*)'+ и'^1] 

не  превышаетъ,  ни  при  какомъ  1^  конечной  величины  «7,  то  аб- 
солютный величины  интеграловъ  вторыхъ  частей  равенствъ  (451) 
мен^^е  величины 

^»- 


гдф  частное  (</:т)  вырахаетъ  в11БОторую  Бонечвую  скороеть;  по 
ц[оет7  хе  промежутка  вреиевж  Ь,  мы  мохемъ  пренебречь  длвванв: 

ссо'а,  Уо\  го'Ь,  ^Ь, 

ел1|довательно,  и  11еремФщев1ехъ  матерьядьноВ  точее  за  время  8. 

Прмнямая  во  вни11ан1е  все  сЕазанное  въ  ваетоящемъ  п&ра- 
1аф'1|,  юхемъ  вг  сл11дующихъ  внражешлхъ  выекавать  опред1иеше 
>1ят!я  о  ■гвовевной  сил1|,  врилохенной  еъ  матерьяльвой  точб1Ь. 

Мгновенная  сила  дтьйсте^/етъ  впродолженги  такою  малаго 
аомежутка  времени,  въ  теченш  котораго  лкпутъ  совершиться 
олъко  самыя  незначителъныя,  пренебрегаемыя  нами,  перемп» 
енгя  точекъ,  движущихся  съ  конечными  скоростями. 

Зе  смотря  на  кратковременность  своего  дпйствгя,  мгно- 
нная  сила  сообщаетъ  той  матерьяльной  точк/ь,  кг  которой 
ш  приложена,  импульсь  конечной  не  малой  величины;  пере- 
ъщенге  же  матерьяльной  точки  за  время  дпйствгя  мгновен- 
)й  силы— ничтожно. 

Еъ  этому  сЛ'Ьдуетъ  еще  првбавить,  что  иввульсъ,  сообщаемый 
1терьяльвоЯ  точв'Ь  за  время  &  всякою  немгвовеннбю  ежлою,  при- 
1хеввою  ЕЪ  зтой  точк'Ь,  вичтохенъ  сравантельво  съ  вмвульеомъ 
ла  мгвовенвоб;  поэтому  формулы  (460)  справедлввы  н  въ  тФкъ 
учаяхъ,  въ  Боторнхъ  къ  матерьяльвой  точеЪ  првлохева,  кром^ 
-новеввой  евлы  ^,  какая  лвбо  вемгновеввая  сила  Р;  ппульсожъ 
|сл4д1ей  за  время  отъ  1о  до  (<о+&)  мн  превебрегаежъ. 

§  58.  Ударъ  матерьяльной  точки  о  преграждающую 
)верхность. 

ПолохЕмъ,  что  свободвая  натерьяльная  точЕа  т,  подверхен- 
л  дФйетвш  В'Ькотороб  немгвовеввой  евлн  Р,  совершаетъ  двихев1е: 

^=т),  у=т\  ^=ш, (Ш) 

,1)  X,  у,  г  суть  коордвваты  двихущейел  матерьяльной  точкв. 


;;УД:  .^•■;'. 

■г  '-Г.^  •■  »; 
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Пусть,  крон^Ь  того,  поется  неудергивающая  преграда,  обра- 
зуемая поверхностью: 

/(^,У,^,<)-0, (453) 

прнчекь  оредоодагается,  что  уравнен1е  9то1  неудержявающей  но^- 
верхнобтя  написано  такъ,  ва&ъ  сд'Ьдуетъ  до  усяов1Ю,  од-Ьдашону 
въ  нача;А  параграфа  34-го. 

Иатерьяльяая  точка  движется  свободно,  нона  не  встретить 
этой  поверхности. 

При  встр'бч'Ь  иатерьяльной  точки  оъ  преграждающею  поверх- 
ностью  координаты  иатерьяльной  точки  должны  будутъ  удовле- 
творять уравнен1Ю  поверхности;  а  потопу  номентъ  ^о  встречи  долженъ 
быть  дфйствительныиг  корнемъ  уравнешя: 

Координаты  иатерьяльной  точки  и  проекши  на  оси  коорди- 
натъ  скорости  ея  въ  етотъ  моментъ  будутъ  сл'Ьдующ1я: 

«о=Л(<о).  Уо==Л(«о),  ^о=/;(«о) 

«0'=/'1(<0),    У'о=Л(«о),    ^=Д'(<о). 

Оаначииъ  черезъ  ^о  величину  и  направлен1е  скорости  абсолют-^ 
наго  движен1я  иатерьяльной  точки  въ  можентъ  ^  и  череаъ  1^ 
—  величину  и  направлеше  скорости  относительнаго  движетя  ея  по 
отношешю  къ  той  сред'Ь,  которой  принедлеяштъ  преграждающая 
поверхность  (си.  §  33,  стр-  175—176,  §  34,  стр.  180). 

ДальиМшее  состоите  движенхя  иатерьяльной  точки  зависитъ 
отъ  того,  составляетъ  ли  относительная  скорость  щ  острый  или 
тупой  уголь  съ  положительною  нориалью  къ  поверхности  (463). 

Если 


ТО  есть 


1     /)/ 

V^еоа^Vо,N)>  —  ^^, 


19 


ИоСОв(|(о,Л)>0, 

§  31,  фор1у.[а  (277)),  то  мтерьяльваа  точка  ародохжаетъ 
1ен1е,  вврахаежое  форЁул&и  (452),  бввъ  виваго  1(рв1итоп1я 
кроны  преграждающей  поверхвоетв. 
Бен  же 

|^.+^!-'.+|Л+|<0 (Ш) 

ють: 

^^•р^>ш{'Оо^Н%<(^, (455) 

и„со8(«о,Л^)<0, (45«) 

по  неравенство,  оротпорФчащее  умовш  (274)  *),  тре<{;емон]г 

'радою,   покашвжвтъ,   что  штерьяльвая  точе»,   по  прпин^ 

I  ннерщж,  стрйЕнтс!  яреододЪть  вту  преграду. 

Такому  етрендешв  натерьяльной  точки  преграда  пропводи- 

гетъ,  оказывая  на  точку  реакщю,  направленную  по  поюжи- 

|Н0Й  нор1а1К. 

Эта  реакц12  должна  соо<1щеть  жатерьяльвой  точв4  такой  о- 

МГЬ,    который   НЗКЪННЛЪ   бы   скорость  Vе  ШтерЬЯЛЬЯОЙ  Т0ЧК1   въ 

)ость  у,  удоллетворяющяо  уеловш: 

V•VС08(V,^^)+|'эвО; (275) 

«гЬ  еъ  тЪиъ  втотъ  впульсь  должевъ  быть  сообн^ввъ  пло- 
10  для  того,  чтобы  катерьялаая  точка  ве  уснула  войтм  ввутрь 
ронвцаемаго  т1|а,  ограгаченнаго  воверхвоетью  (453). 
Поатону  |ы  предположимъ,  что  реакщя,  измпняюгцая  ско- 
ж»  V^,  (удовлетворяющую  неравенству  (455))  въ  скорость  V 
)влетворяющую  услов1Ю  (275)),  есть  мгновенная  сила,  длй- 


*)  На  стравнц'Ь  179;  ато  же  ус10В1е  ворахввтея  фор1Г;1а1и  (275)  ж  (277). 
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ствуюгцая  вь  теченги  столь  ничтотнагб  промежутка  &р&- 
мени  Ьу  €ъ  теченги  котораю  перемп^гценгя  матерьяЛьтЛ  т(^тт 
и  поверхности  (453)  ничтоокнц;  эта  мг$ФО$енная  сила  на- 
правлена по  положительной  нормали  N. 

Такой  процессъ  мгяовеннаго  изнФненхя  скорости  матерьядьной 
точки  при  встр'Ьч'Ь  бя  съ  преграждающею  воверхдостью  назы- 
вается ударомъ  мат^9ьяльной  точки  о  поверхность;  ионентъ  1о 
называется  моментом^^  паден^я  точки  иа  поверхность^  ионентъ 
^=(^0+^)  моментомв  отраоюенгя. 

При  опред<ЬдбН1и  результата  удара  иатерьяиьной  точки  надо 
принять  во  внииан1е  С1^кдующ1я  обстоятельства: 

1)  Всд1»дств1е  ничтожной  махости  нроиежутка  вреиени  &  ко- 
ординаты иатерьяльной  точки  предполагаются  постоянными  (а;о|Уо9^о) 
во  все  вреня  удара  (отъ  иоиента  ^о  ДО  момента  1={о-^ь). 

2)  Положеше  поверхности  и  скорости  вс^Ьхъ  точекъ  ея  прини- 
маются также  невзмФнными  во  все  время  удара. 

3)  Импульсами  немгновенныхъ  силъ  за  время  удара  мы  прене- 
брегаехъ,  по  ихъ  ничтожной  малости. 

Мгновенная  сила  реакц1и  преграды  направлена  по  положитель- 
ной нормали  N^  проведенной  изъ  точки  (х^^  уо,  в^  поверхности  (453). 

По  зтимъ  причинамъ  про8КЦ1И  на  оси  координатъ  мгновенной 
С1ЛН  реакц1И  въ  какой  либо  моментъ  удара  выразятся  величинами: 

^1        ^>        ^1 

гд*!  производный  ОТЪ  /*  имФютъ  постоянным  величины  во  время 
вееге  удара,  а  именно  т*!  величины,  который  отЛ  им^Ьютъ  въ 
моментъ  и  въ  точк'Ь  {х^,  уо^  0оУ}  ^  есть  некоторая  функц1я  отъ  <, 
быстро  ивм'кнлющая  свою  величину  во  время  удара. 

Прозкщи  на  оси  координатъ  импульса  мгновенной  силы  за  время 
отъ  момента  падешя  до  какого  либо  момента  ^  удара  выразя'^ся  Факъ: 

Ь  I  I 

|/^^.  |/^*.  ^/^; 

1в* 
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9Т0П  жкпудкъ  дро18Вбдетъ  следующее  ■З111вен1б  свороаж  на- 
терыдыюй  точки: 


ни; 


со8(7^Г,Х)'"со8Щ"50~са8(^,^)~т"' 


9Т0  означаетЪу  что  нзм'Ьнбюе  скорости  отъ  моиента  падец1а  до 
какого  либо  момента  Ь  удара  направлено  параллельно  положи- 
тельной нормали  К;  следовательно,  конецъ  лин!и,  изображающей 
длину  и  направлеше  скорости  V^  чертитъ  во  время  удара  прямую 
лишю,  параллельную  етой  нормали  (черт.  30). 

Такъ  какъ  скорость  Vо  паден1я  точки  на  поверхность  удовле- 
творяетъ  неравенству  (455),  а  скорость  отражешя  удовлетворяетъ 
услов1Ю  (275),  и  притомъ  скорость  изменяется  во  все  время  удара 
по  вышеприведенному  закону,  то,  въ  некоторый  моментъ  т  удара, 
она  должна  будетъ  получить  величину  и  направленхе,  удовлетво- 
ряющ1я  равенству: 

Д/.Ьсо8(Ь,^^)+|'=0, (457) 

или 

1«+|?+|т+|=0 (458) 

где  Ь  означаетъ  величину  и  направлеихе  скорости  матерьяльной  точки 
въ  моментъ  т;  а,  р,  ^9  ^рь  прозкцш  этой  скорости  на  оси  коордияатъ. 
Если  поверхность  неподвияша,  то  равенство  (457)  волучмтъ 
видъ: 

Ьсов(Ь,^)=0, 
это  означаетъ,  что  скорость  Ь  касательна  къ  поверхности. 
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Беи  же  поверхность  движетея  нш  дефорнЕруетея,  то  равенство 
(457)  можетъ  быть  нредстанено  тап: 

исов(и,^')=0, (458  Ыв) 

гд*!  и  есть  скорость  въ  монентъ  х  относительнаго  движея]я  на- 
терьяльной  точБи  по  отношешю  нъ  той  средф,  которой  принадяе* 
жить  поверхность. 

Равенство  (458,  Ыв)  внражаетъ,  что  относительная  скорость 
и  касательна  къ  новерхностн. 

Этннъ  нонентонъ  т  весь  пронежутокъ  врененн  &  разделяется 
на  дв*!  части,  а  саинй  нроцессъ  удара  —  на  два  акта. 

За  время  перваго  акта  удара  изн^неше  скорости  иатерьяль- 
ной  точки  ннЪетъ  величину: 

ЬсО^{Ь,N)—VоСив{Vо^N) (459) 

Если  поверхность  неподвижна,  то  скорость  ^  въ  моиентъ  х 
перпендикулярна  къ  норнали,  а  потому  тогда  нзи'Ьнеше  скорости 
за  время  перваго  акта  равно: 

ТО  есть  величине  проэкцш  скорости  падешя  на  отрицательную 
нормаль. 

На  чертеж'б  30-мъ  это  изм'Ьнеше  скорости  при  неподвижной 

поверхности  изображается  длиною  ^о^- 

Можно  сказать,  что,  если  поверхность  неподвижна,  то  за  все 
время  перваго  акта  удара  матерьяльная  точка  теряетъ  составляю- 
щую скорости  падешя  Ьо  по  отрицательной  нормали. 

Если  поверхность  движется  или  деформируется,  то  разность 
(459),  на  основати  равенства  (457),  выразится  такъ: 

~^§  ~^о^^^(^о^» (^*®) 
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ПО  ееть  величина  оро8и[1и  на  отрсцатеп^;ю  во|наиь  отюеж- 
;ьвой  СЕороети  падешя  ■«тврьшю!  топи. 
Означииъ  черезъ  «>  велнчиву  ж  н&11равлбн]е  сЕоростя  тоВ  точен 
(^1  Уоу  ^о)  поверхности,  въ  которой  происходить  удяр'ь;  какъ 
е  изв11стно: 

«7Сов(«^)=-  У/^, (261) 

.  стр.  176  н  180);  Ерои11  того,  нн  зняенъ,  что  скорость  №„ 
ь  геометрическая  еуииа  скоростей  Ыо  и  и. 

Такъ  какъ  екорости  точекъ  иоверхвоети  предводагштса  по- 
дннао  во  все  вреяя  удара,  то  и  во  ввяЕ1Я  ноиентъ  удара  ско- 
ль V  есть  геонетричеекая  сумма  скоростей  «  ж  «?;  жа11рн11>р'ъ, 
юлютвая  скорость  Ь  есть  геометрмчеесая  сумма  скороетей  и  и  ю, 
юлотвая  скорость  т  есть  геометрическая  сумма  скоростей  и  и  ю; 
№  я  ивоброжено  ва  чертехФ  81. 

Изъ  этого  сл^дуеть,  что  во  все  время  удара  вояецъ  относи- 
[ьвой  скорости  (натерьяльвой  точки  во  откошен!»  къ  той  ередф, 
горой  приаадлехитъ  поверхвость)  опиеываетъ  прямую  дивш, 
раллельяую  той  прямой  лин1и,  которую  въ  то  хе  время  чер- 
гь  конецъ  абсолютной  своростя  (черт.  31). 

Такъ  какъ  въ  можеатъ  х  отвоситеяьная  скорость  и  пероев- 
кулярна  къ  N  (см.  (458  Ыз)),  то  можно  сказать,  что  ва  все 
9ма  нерваго  акта  удара  натерьяльвая  точка  теряеть  составляю- 
ю  относительной  скоростж  иаден1я  »о  по  отрицательной  нормали. 

По  этимъ  причинамъ  вервнй  актъ  удара  можегь  бнть  ваававъ 
тот  потер»  тфмамноб  часты  скороспт  паденгя. 

Второй  акгь  удара  вачннается  въ  мояенть  т  и  оканчивается 

монеатъ  1=(*о-|-6). 

За  все  время  втого  втораго  акта  И8м{|нен1е  скорости  имФеть 
янчину: 

УС08(У,^^)  — 1)С0б(Ь,Л^) (Ш) 

Бслн  поверхность  неподвижна,  то  величина  атого  изм1нен1й  рав- 
ется  проекщи  скорости  отражен!!  V  на  положительную  нормаль] 
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Беи  же  новерхность  дмхется  жжл  дефоршруетоя,  то  велж- 
чпа  разностЕ  (461)  можетъ  бнть  выражена  тавъ: 

Усо8(у,^)+^|=исов(и,Л), (462) 

гдф  и  есть  относительная  скорость  отражешя  иатерьяльной  точки; 
сд'Ьдоватедьно,  въ  этихъ  случаяхъ  идиФнен1е  скорости  равняется  про- 
9ВЩИ  относительно!  скорости  отракешя  на  положительную  нориаль. 

Второй  актъ  удара  называется  актот  воастановленгя  нор- 
матнай  части  снорости  отрао/сенгя. 

Величины  а,  р,  7  проэкщй  скорости  Ь  на  оси  координатъ 
югутъ  быть  определены  ияъ  равенствъ: 


(463) 


дх 

Т 

^^  у  хл (464) 

Величина  «/опред&штся  изъ  равенства,  выражающаго,  что  изи^Ь- 
нете  скорости  иатерьяльной  точки  во  вреия  акта  потери  равно 
ведичинЬ  иипульса  реакцш  за  зто  врежя,  Д'Ьленной  на  иассу  точки; 
такъ  какъ  измФяеше  скорости  за  вреия  перваго  акта  выражается 
фориулою  (460),  а  иипульсъ  реакцхи  за  вреия  этого  акта  выра- 
жается произведешенъ  /.А/*^  то  зто  равенство  будегь  а^дующее: 

изъ  него  слФдуетъ: 

^.^  _^1^__.^^__^? —  _^' , (4в5) 

1м: 


^^_^*.,т^ (466) 
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В«лтш  ппупса  реакпш  п  врем  акта  во9становлеп1я 


I .  Д/;  /=  /  Ш, 


личвна  хе  Езм^нен^^  скорости  матерьяхыой  точке  за  это  время 
[ражается  фориулою  (462),  поэтову: 

^^^исо^ (487) 

Изъ  внрахев!!  (466)  и  (467)  ся11дуетъ: 

1_    псоа(и..У)    .  /^ао^ 

[н  подъ  ияеневъ  потерянной  ск<^ости  оодравув'Ьвать  проэкщю 
)роств  паден1л  на  отрвцательную  нормаль,  а  аодънхенекь^озста' 
уленной  скорости  —  нровЕшю  скорости  отрахени  на  полохн- 
[ьную  ворваль,  то  равенство  (468)  вохно  ввсвазать  въ  слФд}1>- 
1хъ  внрахен1ахъ:  импрльсъ  второю  акта  такъ  относится  къ 
(яульср  первого  акта,  какь  возстановленная  относительная 
уюсть  относится  къ  потерянмй  относительной  скорости. 

Ёслв  поверхность  неоодвихна,  то  величина  отношени  вехду 
|1И  икоульсавн  выразится  величиною  отношени  абсолютной  воз- 
ловленвой  скорости  къ  абсолютной  потерянной  скорости. 

Озвачивъ  буквою  1  уголъ  надетя,  то  есть  уголъ,  составляеннй 
1равлен1еиъ  скорости  падев1я  Vо  съ  отрицательною  аориалью 
рт.  32);  буквою  г  оаиачинъ  уголъ  отрахев1л,  то  есть  уголъ, 
тавлленнй  нанравлев1е11ъ  скорости  отрахеи1я  т  еъ  волохитель- 
0  нориалью;  по  чертеху  32  {егко  вид'Ьтк,  что: 

^=Уео8(у,»)=Всо1в»- 
Щ=^~VоСоа(V,,N)=Ьсп^§ц 
ютону,  при  неподвжхностн  аоверхиостн: 
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Велитива  отношеш  между  возетавовленною  скоростью  и  потеряв- 
вою  скоростью  вависитъ  главвниъ  образомъ  отъ  упругихъ  овойствъ 
соударяющихся  т&яъ.  По  изсл^кдовавхямъ  Ньютова  величава  этого 
от80шев1я  не  зависитъ  отъ  величины  и  навравленхя  скорости  падев1я, 
во  только  отъ  природы  т^хъ  тФлЪу  между  которыми  происходить 

15 

ударъ;  такъ^  ври  соударевш  стекла  о  стекло  это  отвошбВ1е  равво  ^^ 

при  соударевш  жел'Ьза  о  жел'Ьзо:  ^,  при  соударенш  тФлъ,  состоя- 

щихъ  изъ  прессованной  шерсти^  —  тоже  -^^  вообще,  отношевхе  это 
есть  дробь,  ве  большая  единицы,  то  есть  величина  возстановлеввой 
скорости  не  превосходить  величины  скорости  потерянной  и  уголъ 
отражен1я  ве  мев^Ье  угла  паден1я  (при  неподвижности  поверхвости). 

Это  отношен1е  называется  коэфицгентомъ  возстановленгя;  это 
есть  дробь,  не  меньшая  нуля  и  не  ббльшая  единицы,  не  зависящая 
отъ  величины  и  ваправлен1я  скорости  падев1я  *). 

Бели  величина  коэфищента  возстановлев1я  известна  (озвачимъ 
его  буквою  е)^  то  тогда  мы  можемъ  опред'клить  проэкц1И  на  оси 
координатъ  скорости  отражев1Я  У  по  сл'Ьдующимъ  фориуламъ: 


ту'=тУо+е7|(1+е) 


(470) 


дг 

Въ  н^которыхъ  случаяхъ  ве  будетъ  надобности  пользоваться  этими 
формулами,  такъ  какъ  величину  и  направленхе  скорости  отражен1я 
можемъ  определить  при  помощи  сдфдующихъ  простыхъ  соображен1й. 

Проэвщя  относительной  скорости  на  касательную  плоскость  (то 
есть  скорость  и)  не  изм-Ьняется  при  удар^;  проэкщя  же  на  отрицатель- 
ную вормаль  отвосительной  скорости  падев1я  (т.-е.  —  щсо^{иоуЩ) 
заменяется,  вслФдствхе  удара,  возетавовленною  скоростью 

и  С08  (и,^ = 8( —  Но  С08  (ЩуК)), 

направлеввою  по  положительной  нормали. 

*)  ПозднМпае  опыты  показали,  что  Ньютоново  положеше  о  аезависи  ■ 
мости  величины  коэфиц1ента  возстановлетя  отъ  скорости  паден1я  весьма 
бливво  къ  истия'к 
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Беи  е=0,  то  В08етановлвнво8  СБороети  вФхъ  к  аатерьяль- 
[  точка  остается  на  повврхноетя,  щг&а  относвтельнуп  еюрость  п. 

Еыш  е— 1  и  поверхвость  неподвкхиа,  то  угон  отрахени  р|- 
1ъ  углу  паден1я;  при  е<1  уго1Ъ  отрахешя  болФе  уела  дадевзл. 

И8ж1|неи1е  хнвоК  силы  жатррьяльной  точви  врш  ударф  о  по- 
1хн0сть  определятся  по  формуле)  (449),  есля  важйнхжъ  въ  яеВ 
[равлев1е  И — направлев1е11ъ  N,  а  величину  Я — сл^дующииъ 
[)ахен1енъ  иипульса  реаБЦ1И  »а  все  врежя  удара: 

./(И-ОД/"; 
такъ  кавъ: 

Vсоз(»,»)=^^-^| 
^0  С08  («о,ло = —^  ^  —  ^^, 

получвмъ  следующее  вырахен1е  величины  живой  силы  при  удар'Ь: 

=?-Т^=-^'(1— ■)-Я1+')|-  ■  ■  (471) 
Ее»  ооверхяость  неоодввхва,  то: 

"2 Г= ^^^—^1Ш^(Vо,N) (Ш) 

есть^  яшвая  сила  мат^плльной  точки  тперяется  при  ударл 
о  неподвижную  поверхность,  если  коэфиигентъ  возстановлв' 

не  равенб  единицл  и  если  скорость  падетя  ив  перпен- 
гулярна  яг  нормали;  потеря  живой  силы  тгьмъ  болгье,  чтьмг 
«пе  коэфищентъ  возстановА&*{я  и  чгьла  болт  провкиля  ска- 
ти паденгя  на  отрицательную  нормаль. 

Эта  потеря  хввой  силы  юхетъ  <$ыть  съ  избыткожь  возва- 
«дена  хявою  силою,  сообщаеною  иатерьяльноВ  точкф  двиху- 
юся  поверхностью,  если  скорость  го  точки  Ш  составляетъ  острый 
ль  еъ  нормалью  Ж 

ирш'Ьръ  49-й.  Тлхелал  иатерьнаьвая  точка,  брошенная  ять  начаха 
рднвать  со  скоростью  V  въ  вертвкальвоб  олоскостн  ХУ  (черт.  33) 
ь  углохъ  ['^+-о~'')  въ  оси  X  I  подъ  угюмъ  ^^+к—^)  къ  оси  у, 
фшаетъ  рядъ  рнкошетовъ  о  нашонвую  шоскость: 
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опред']к1ить  весь  рлдъ  посл'1^довате1ьныхъ  ударовъ  матерьяльной  точен  объ 
эту  плоскость,  предполагая,  что  движенхе  совершается  въ  пустогЬ  и  что 
извЪстенъ  коэфищентъ  возстановлешя  е. 

Положительная  нормаль  N  къ  плоскости  сосгавляеп>  съ  осью  Х^** 

угод*  (|^+«^)1  съ  осью  У»»  — уголь  («+^). 

Скорость  V  составляетъ  съ  положительною  нормалью  въ  точк'  О 
уголь  г. 

Движев1е  матерьяльной  точки  до  перваго  удара  выражается  уравве- 
В1ями: 

х=У1^т{г — 7),  у=^ 7Ксо8(г — ^). 

Моментъ  ^1  перваго  рикошета  опред^ится  иаъ  равенства 

§— гсо8(г— ^)+  Г8ш(г— ^)ц^^=о, 

откуда: 

Зная  ^1  опред:&шмь:  координаты  х^,  у^  то8  точки  плоскости,  въ  которой 
происходить  первый  ударь,  ра8стоян!е  01=61  этой  точки  отъ  начала  ко- 
ординатъ,  величину  V^  скорости  падешя,  проэкши  ея  (о/^  у ^  на  оси  коор- 
динатъ  и  величину  г^  угла  падешя. 

а?1  2  7*  8ш  (г  —  /)  С08  г 

^^        С08е/  д  С08*/ 

^-^й^е»'-»»-^ (*«) 

»',=  Г8т(г-Л  »',-г{2^-см(г-/))..  (4Т5) 

Проэкц1я  скорости  V^  на  направленхе  оси  5  (см.  черт.  33): 

171 С08  (^13)= ^1  8Ш  Ч=а;\  С08  ^Г —  у^!  81П  ^, 

!;18шг1=  Г(8шг — 2  созг  1;^  7) (476) 

Проэкщя  скорости  падешя  V^  на  отрицательную  нормаль: 

^;^С08^1=ж'18^п«7+У1  С08«7=  КС08Г (477) 

Озвачимь    черезь   у^   величину    скорости   отраженГя  въ  точк!;  1   и 
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г,    уголъ   отраженй.   По   теорш    удара  о   веподвнжвую  поверх- 

У18тг1=г'18т»„  \,со8Г1=е»,соз*,; 

Т1БтГ1=:Г(зШГ  — 2с08^Ц^^} (478) 

V  С08  г,=в  Гсоа  г (479) 

81вг,=Цг-218  ^. (480) 

суждая  такшъ  же  обравонъ,  опред'Ь1И11ъ: 

Г  промежутка  вреиевн  между  (м— 1)— нмъ  н  п— ымъ  ударами: 

(„-(._,=5!='5?1^ («З.п-1) 

№  между  точваив,  въ  которнхъ  эти  удары  совершаются: 

Е.-!„-,=?^^(1вг^,-1в^),- .  («4,0-1) 
мость  между  мсоростлмп  н  упами  отра«ев1а  въ  этихъ  тоиахъ: 

,8шг„=У„_1(мпг,^1 — 2авг„_118<^).-  ■  (478, п—1) 

\„С08Г„=еУ^1С08Г,_1, (479,0-1) 

^Ч^^='^^^^-^^Ч^ ....(480,П-1) 

ряха  рввенствъ: 

.1ег„=1вг„_1-2(в7 
иъ  г„  г^,...г^_^,  подучвкъ: 

г^'Щ^„^Щ^-2^-=^^\^^ ..(481) 

ряда  равевствъ  В1ца  (479,  п—1)  иодучинъ: 

У,(М8Г„=е"Р'с08Г (482) 
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Поотону  раастояше  между  двумя  оосл'Ьдоватедьнами  точками  удара 
вЕЦмюится  такъ: 

Если  эта  раввость  окажется  отрицательною,  то  это  будетъ  означать, 
что  матерьяльная  точка  посл'Ь  (п— 1)— ато  удара  совершаетъ  скачекъ  вннзг, 
а  не  вверхъ:  для  этого  надо,  чтобы  выраженхе: 

^п^и^^-:^^Ь|^^+Щг*^-^^«^ (Ш) 

им1^о  величину  отрицательную. 

Сложивъ  рядъ  равенствъ  вида  (483),  получимъ  виражеше  раэстояни 
той  точки  отъ  начала  координатъ,  въ  которой  происходить  п— ый  ударь: 


«п=у  ^5^Г=-е[1-  г=1^] (485) 

Сложивъ  рядъ  равенствъ  вида  (473,  п— 1),  получимъ  выраженхе  момента 
п^ваго  удара: 

.  2  К С08  г  1— е*  ,  -  дл\ 

*п=7^5?Т  1^-'-  • ^*^^^ 

Величина  и  направлете  скорости  отражены  носл^Ь  п^аго  удара  опре- 
дЬлятся  шгь  формулъ  (482)  и  сл-Ьдующей: 

у^8тг^=  ^вт^—2^ст^}^^е^ (487) 

Матерьяльная  точка  совершить  безконечное  число  скачковь,  которые 
становятся  все  мельче  и  короче,  кавь  видно  изь  формулъ  (482)  и  (483), 
а  удары  становятся  все  чаще  и  чаще  (см.  (473,  п— 1)).  По  истечев1и  конеч- 
наго  времени 

гр 2Гсо8г     1  г>|есч 

^=1ШТТ=г- (488) 

скачки  прекращаются  и  въ  этотъ  моментъ  матерьяльная  точка  будетъ  нахо- 
диться на  сл^дующемъ  разетоян1и  отъ  начала  координать: 

а  скорость  ея  будетъ  направлена  вдоль  по  полояштельному  или  отрицатель- 
ному направлешю  оси  2  и  будетъ  равна: 

с=в.Гшг]  в=^ё^  —  ^^^«^ (490) 
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накъ  вешчииы  В  опрек^ляегъ  вовиохность  нжн  нввовнажность  ив- 
ы  направлен1я  скачковъ;  ес1в  В  бтЪе  ву18,  то  матерьиьнш  точка 
.  восходвть  по  оси  3  и  даже  посгЬ  прекращенй  скачковгь  будетъ 
скорость  С,  ваправлевную  по  поюхнтедьно!  осн  &;  ес1Е  В=0,  то 
;ть  С  будегь  нудь;  если  хе  В  нен'Ье  вуш,  то,  иачжн&а  съ  и^воюраго 
чБи  будуть  совершаться  ввввъ  по  шоскости. 
[рии1кръ  50-В.  Определить  реаультагь  перваго  удара  натерьяль- 
Ч)ЧБ1  объ  икр;жвость  въ  прп^^р'Ь  34-11Ъ  (стр.  241 — 245). 
1режде  всего  слФдуетъ  найти  точку  В  первой  8стр1к<)1  матерь- 
Й  ТОЧЕН  съ  окружностью.  Озвачинъ  координаты  втой  точкк 
ни  Ха,  Уж1  юнентъ  встречи  —  анаконъ  ^,  нроэЕц1н  скорости 
ш  —  внанаин  х',,  у',,  проэкатн  скоростн  отрахени  —  нва- 

1рнн11няя  Еъ  атому  случаю  пр1енн,  нможвннне  въ  понъ 
рафф,  мы  найденъ: 

х',=^$-2^а^(1+е) 

>етановнмся  на  частиошъ  елуча*:  6=  — ^Д  н  омредЪшнг 
гбйшве  двнхеше  натерьяльной  точка  посл1  перваго  удара  прн 
юложешнхъ:  е=1  и  е=0. 

(ъ  етонъ  случае  ударъ  пронзойдетъ  въ  саной  нижней  точв1| 
игоети  и  скорость  падевк  будетъ  нн1ть  следуюЩ1а  провЕЦ!!: 

^,=^2,   У*=-2-^г,    ^^=1^«•■ 

)сли  е=1,  ТО  натврыльная  точка,  отравившись  о  нижнюю 

ОЕрухЕоети,  опишетъ  параболу,  снннетричиую  той,  которуп 

шнсала   до  удара;   въ  точи*  КгЫ^ — ^Я,  у= — -д) 

лтупнтъ  на  окружность  бввъ  удара,  тавъ  кысъ  еворость  м 
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будетъ  направлена  по  касательной  къ  овружноетн;  дал'Ье,  ма- 
тврьяльная  точка  пойдетъ  по  окружности,  пройдетъ  черезъ  нижнюю 
точку  ел,  поднжется  до  точки  К^  гд'Ь  снова  сойдетъ  съ  окруж- 
ности, и  тавъ  дал'Ье. 

Если  8=:0у  то  матерьяльная  точка  потеряетъ  скорость  по 
нормали  и  пойдетъ  по  окружности  со  скоростью: 

х^ ^. 

дальнМшее  движете  она  будетъ  совершать  по  нижней  части  окруж- 
ности, не  подниаясь  вяше  уровня: 

ПрнмФръ  51-1.  Тяжелая  матерьяльная  точка  брошена  изъ  начала  ко- 
ординагь  на  наклонную  нлоскость,  движрцуюся  поступательно  и  равно- 
мерно; уравнбв1е  этой  плоскости: 

Представинъ  себЬ  неизи'Ьняемую  движущуюся  среду,  которой  прн- 
вадлежитъ  П10скость,  и  опредклимъ  относитедьвое  двяжеше  иатерьядьной 
тоякк  по  отношешю  къ  этой  средЬ,  приченъ  результатъ  каждаго  удара 
будемъ  разсчитывать  на  томъ  основание,  что: 

и^81Пр„=и^8то^,  и^С08р^=е«*^СОва^, 

гхЬ  и^  есть  относительная  скорость  паден1Я,  п^  —  относительная  скорость 
отражен1я,  р^  —  относительный  утолъ  отражешя,  о^  —  относительный  уголь 
падетя  при  п — номъ  удар^. 

Въ  резуяьтат^Ь  получимъ  формулы,  отлнчаюпцяся  отъ  формулъ  прн1г]^ра 
49-го  т]Ьмъ,  что  въ  нихъ,  вн'Ьсто  7^ сов  г,  Увгпг,  ж  1^г  будутъ  входить 
сскдую1Ц1я  величины: 

Т'совг— «?соб^    ви']кто    7  сое  г 
Гипг— мУвшсТ'   ви'Ьсто    Увшг 

т^- *   вместо    {л  г. 

ГС08Г  — «ГСОВ/  ^ 

Пршг1ръ  52-й.  Матерьяльная  тяжелая  точка  свободно  пущена  въ  иоментъ 
<=0  изъ  точки  (я;=ва,  у=— Л);  опредклить  результатъ  ея  удара  о  плоскость; 

1/1^- ,=0, 

вращающуюся  вокругъ  горизонтальной  оси  2^"^. 


нжвше  тояви  до  удара  выражается  тахъ: 
а:=я,  у=^  — А. 
нев!^  встреча  точки  съ  плоскостью  опред'Ьлтся  иэъ  л>мвбии- 

ь  двухъ  р^шен1Й  атого  уравнвН1я: 

опред^яетъ  д'Ы)ствнте1ьныЙ  ионевтъ  встр^та.  Въ  этотъ  ионевть 
льная  точка  нн'Ьетъ  сгЬдующ1а  координата  и  сл1;дуюп1и  провкщн 
I  ладенй! 

Хо~а,  р^=2Н,  з;'о=-0,  ^/'о^У^бдЬ. 

я  вычислешя  ^  мы  додисны  составить  выражешл  проивводиыхъ: 

пиша  У  выраввтса  такъ: 

,._    гота"    -/ТТ. 

I  скорости  от(>ажев1а  на  оси  коордиватъ  будуть  нм^пъ  иАдуюпцл 
ьг. 

„,        4Ао     ,,    ,    ч  ,/'2    , 

,'=^/6^_^^^(^+е)/р. 

этомъ  схуча'Ь  происходить  потери  хивоВ  силы  всх1|дств1в  удара; 
иъ  д'к!!: 


ке  ковфшцвнть  возстановлешл  будетъ  равонъ  еднтиц'Ь,  то  все  таки 
ютери  ХИВОЙ  СВ1Ы,  равная: 

4та»    2    , 
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двхквн  удоиетворять  равенству  (498),  которое  хожегь  быть  пред- 
стаыево  аодъ  сл'Ьдующинъ  ввдожъ: 

'^о^^Р^в)т(Р^»,о^)-^Кв^О (498,а) 


2)  Если  же  связь  иеудерживающая,  то,  когда  скорости  точвкъ 
удовлвтвораютъ  равенству: 

^у.(Р.8)  соз  {Р,з,  V,)  -ь  I  =  о, (493,  а) 

1=] 

тогда  ускорвВ1Я  ихъ  должны  удовлетворять  условхю: 

1=1» 

^уДР.-й)  соз  (Р(»,  1^,}ч-Кз^<); (507,  а) 

1=1 

когда  ке  скорости  точекъ  удовлетворяютъ  неравенству: 
^|>,^Р^)т{Р^,V,)-,-^,>0, 

тогда  ускорвн1я  ихъ  неползежатъ  яикакону  огранячен!Ю. 

%  67.  СовоЕупнФеть  реавцШ  евязн. 

Полохи1Ъ,  что  систеха  иатерьяльншъ  точекъ: 

т,,  т^,. .  .  .«((,.  . .  .т^ 

подвержена  ч^яъ  же  саяыиъ  спланъ,  какъ  и  въ  параграф'^  б^-мъ;  но 
теперь  предполохииъ,  что  точки  не  впо.тн'Ь  свободны,  а  связаны  иехду 
собою  удерживающею  связью: 

При  сущеетвоваши  этой  связи  матерьяльвыя  точки  иогутъ  полу- 
чить т4  сахыя  ускорен1я,  которыя  еообщаютъ  имъ  прилохенныя  въ 


/  ■  -  I  ' 


Чк Ч       »       •■  ''.'.■V-   •■'■ 
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рато  прикрЪолены  точки  т1  я  щ;  при  такоиъ  представлеши  связи 
ептаютъ  очевидннмъ,  что,  если  не  прининать  в*^  разсчетъ  массы 
стержня,  то  силы  дМствая  этой  связи  на  точки  т^шщ  долхнн  со- 
стоять только  изъ  реакщй  связи  (то  есть,  изъ  н'Ькоторой  силы,  при- 
ложенной къ  точк!Ь  щ  и  направленной  къ  тоэдкФ  т^  ^^^  ^^"^  ^^^  ^ 
изъ  дррой  силы,  равной  и  прямопротивоположной  первой,  приложен- 
вой  къ  точкФ  т^),  силъ  же  Т^^Т^.  81,  8^  не  существуетъ  вовсе. 

Однако,  для  того,  чтобы  это  стало  очевидныхъ,  должно  приба- 
вить следующее: 

Стержень  разсматривается  какъ  физическое  гЬло,  то  есть,  какъ 
система  частицъ;  каждая  частица  зам'Ьняется  матерьяльною  точкою; 
предполагается,  что  между  каждыми  двумя  частицами  д^^йствуютъ 
нолекулярння  взаимнод'Ьйствтя,  равный,  прямопротивоположныя  и  на- 
правленный по  шту  соединяющей  частицы;  величины  этвхъ  силъ 
предполагаются  равными: 

гд*  14  и  и^  суть  массы  частицъ,  г^^  —  разстояше  между  ними,  ^  — 
функфя,  общая  для  вс^^хъ  парь  частицъ  и  притомъ  такая,  которая 
обращается  въ  нуль  для  г^^  равнаро  или  большаго  н'Ькоторой  весьма 
малой  (но  не  безконечно-малой)  длины  р,  называемой  рад1усомъ  дМ- 
СТВ1Я  молекулярныхъ  силъ;  для  г^^  меньшихъ  9  функщя  (  быстро  воз- 
растаетъ  съ  приближешемъ  г^^  къ  нулю. 

Дал'Ье,  должно  предположить,  что  частицы  стержня  расположены 

симметрично  вокругъ  лишиЖ^Жз,  соединяющей  матерьяльныя  точки 
т^  и  т,,  и  вм^^ст'6  сът'Ьмъ  симметрично  по  отношен1Ю  къ  плоскости 

шраендикулярной  къ  М^М^  и  проходящей  черезъ  середину  этого  раз- 
стояшя,  къ  этому  еще  присоединимъ  предположен1е,  что  такая  сим- 
нбтр1я  не  нарушается,  ни  при  движенш,  ни  всл'Ьдств1е  приложен1я  за- 
даваемыхъ  силъ. 

При  вс^хъ  этихъ  предположен1яхъ  станетъ,  дМствительно,  оче- 
вмдннмъ,  что  равнод'Ьйствующая  молекулярныхъ  силъ.,  приложенныхъ 
въ  точк^^  т^ ,  направлена  по  оси  симметр1и  и  притомъ  равна  и  прямо- 

22 


щ^.'л;..,-^      .:.=*--.-^7^-;»  -  -■     V  -'^^  ■':'  -г^г  <^^  ■■^т-х-г^;^^у^ 


I 


—  341  — 

женгя,  скорости  точекъ  и  усБоренк  ихъ  должны  удовлетворять  уело- 
В1ямъ,  приведеннымъ  въ  §§  63  и  66. 

Переходы  связи  изъ  перваго  состояшя  во  второе  и  обратны|Гио* 
гутъ  быть  определены  словами:  связь  слабгьетъ  и  сеязь  кргьпнетг; 
про  точБИ,  связанный  связью,  можно  сказать,  что  онЪ  сходятъ  со 
связи  (когда  связь  слаб'Ьетъ)  или  вступаютъ  на  связь  (когда  связь 
кр4пнеть). 

Неудерживающая  связь,  находясь  въ  состояти  ослаблешя,  не 
]южбтъ  оказывать  никакихъ  реакщй  на  связываемый  ею  точки,  такъ 
I  какъ  ускорен1Я  этихъ  точекъ  не  подлежатъ  никакимъ  ограничбН1ямъ 

со  стороны  связи. 

Находясь  въ  состояши  напряжен1я,  неудерживающая  связь  не 
хожетъ  оказывать  реакщй  причинамъ,  побуждающимъ  точки  сойти 
со  связи,  такъ  какъ  она  зтому  сходу  не  препятствуетъ;  напротивъ, 
при  Д'Ьйств1и  усилШ,  стремящихся  разорвать  или  разрушить  связь,  въ 
ней  необходимо  развиваются  реакщй^  тому  противод'Ьйствующ1я. 

Неудерживающая  связь,  находясь  въ  состоян1и  напряжен1я,  не 
цреплтствуетъ  точкамъ  получить  скорости,  удовлетворяющ1я  неравен- 
стау 


1г 


1=П 
»=1 


5!г',Р<со9(Р„г;,)  +  |>0; 


I  а  потоку,  еслн  каБ1я  либо  причины  побухдаютъ  точен  получить  ташя 

скорости,  то  связь  не  оказываетъ  тому  никакихъ  противодМствШ  и 
точки,  действительно,  получаютъ  эти  скорости;  имЬя  эти  скорости, 
точки  сходятъ  со  связи, 

.  Если  скорости  точекъ  удовлетворяютъ  равенству: 

2«'<Р,С08(Р„г;,)-|-^  =  0,. , (493,а) 

ТО  неудерживающая  связь,  находясь  въ  состояши  напряжешя,  не  ио- 


/,' 
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а51  — 


=  Л,  н-  Х(«0 


•^("р)^,. 


(517,  е1) 


К«.)|г>^(«^)|? 


•    •    • 


'П 


п 


Чв„) 


,,55^.   (517,сп) 


ч 


При  этомъ  надо  им'Ьть  въ  виду,  что  координаты  х^^  у^^  лг^, 
^а>«  •  *  -^п'  ^^^  воторнхъ:  Зп),  завлючающ1яея  въ  атихъЗп  диф- 
ференщальннхъ  уравнешяхъ,  связаны  между  собою  2?  уравненкии 
связей  (отъ  (491,1)  до  (491,  р));  Ером*  того,  эти  дифференщадь- 
ння  уравнешя  завлючаютъ  въ  себ'Ь  'р  множителей : 

^(»1)»    Ч»2)» ^(«р)' 

которые  определятся  изъ  уравнен1й,  приведеиныхъ  ниже. 

Такъ  вакъ  во*  связи  удерживаюнця,  то  скорости  точекъ  системы 
должны  удовлетворять  |?  равенствамъ: 


»=п 


«=1 


»=1 


<?8« 


^/^Г '^  ^^2«  '-•- ^^2  ^  Л-*.  ^'^- 


О,       (493, 2) 


»=л 


2-\,д5;.  ^»  '^^^У^'^Щ^^)'^-ы—^^        (4»3,  р) 

г=1 


1^  усворешя  И1ъ  ДОЛЖНЫ  удовлетворять  такому  же  числу  равенствъ: 


г=п 


Ж^'- Й»."^ ^■'.")-ьК.,=  О,  (498, 1) 

{=8:1 
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въ  Ерявояннейаыхъ  цвджндричееыхъ,  оферическвхъ  нли  Еакихъ 
то  нв  было  ортогонвльнихъ  ЕЛИ  Еосоугольныхъ  коордиватвхъ;  К] 
того,  югутъ  еущветвовать  ж  еуществують  еще  мяог1в  другие  спо( 
ддя  той  хе  ц'блн;  наорям^ръ,  положен1в  п  точекъ  въ  прострян 
10явтъ  бать  выражево  елФдующпгь  обрмонъ: 

Предетавниъ  себА  неиан^яеную  среду  (я  ося  координатъ  ^ 
АЛГ,  Ю2,  связанЕыя  съ  нею),  точка  Ю  которой  соваадаетъ  съ 
юю  Ж  I ,  ось  Ю2.  проходить  чврезъ  точку  Л^  2  и  плоскость  2 
зак-тючаеть  въ  себ4  точку  №  3;  тогда  положев1я  вс4хъ  п  точек* 
пространств'^  могутъ  бнть  выражены  сл'Ьдующвии  Зп  величи! 
абсолютными  коордяватаии  х^=х„,  У1  =  у«,  г1  =  г„  точки  ^ 
углшн  ф,  ж,  э,  разстоян1е1П>  ^^  точки  №  2  отъ  точки  Л^  1,  от1 
тельный  Еоордянатщш  €,  и  %^  тючки  №  3  и  относительными  кос 
яатами  5^,  т]^,  К^,■  •  •  ■%л^  1„1  ^  оетальныхъ  точекъ.  Абеолю 
двш1ртовы  координаты  x^,  у^,  г^  всякой  язъ  п  точекъ  выравята 
изв^стяымъ  форяуламъ  (формулы  (45)  кинематической  части  етр 
въ  функщяхъ  отъ  х„,  у„,  г„,  ф,  ж,  э,  5(,  т](,  ?(■ 

Если  точки  п  образуютъ  собою  неизм^Ьвяемую  систему  точек 
есть,  если  разстояше  между  кахдыии  двумя  изъ  зтихъ  точекъ  ост 
поетоаннынъ,  то  тогда,  арв  взм'1^нен1И  подожен1я  системы  въ 
стравств-Ь,  изменяются  только  шесть  величинъ  х^,  у„,  г^,  ф,  а 
изъ  числа  вс1Ьхъ  Зп,  перечисленвыхъ  выше,  проч1Я  же  (Зп  —  6 
таются  постоянными. 

Вообще,  тЬиъ  млн  друпгаъ  еаособонъ,  полохев1е  въ  прос 
ств'Ё  свстемы  п  точекъ,  связанвыхъ  р  связана  ввда  (49 1,Ь)(§  6 
можетъ  быть  выражено  посредствоиъ  н^сколькяхъ.  величинъ; 

Йп  9г.  Зз. 9., 

обладающихъ  сл^дуюяшии  свойствами: 

1)  При  каждоиъ  опред^еиномъ  положешв  точекъ  систем! 
лжчмны  эти  получаютъ  определенный  звачен1л;  то  есть,  каждой 
купиости  опредЪленныхъ  значений  декартовыхъ  координатъ  х^ 

•}  То  есть,  связями,  уравненгя  которыях  веааключаютт.  времев". 


^г#в1^7 


•*-^«ж  ■ 
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1б1ьая  получить  опред^^еннцгь  р^шеюй  для  декартовнхъ  коорди- 
натъ,  если  число  равенствъ(521)  вм^^т'Ь  съ  числоиъ  равенствъ(522) 
хеиЪе  числа  девартовнхъ  координатъ,  то  есть,  если  (^+-1')  иенФе  Зп, 
или  5  иен^е  н  =  (Зп  --р);  поэтому  число  5  должно  быть  не  ие^Ье  н. 
Если  а  =  »,  то  изъ  уравнетМ  (521)  и  (522)  получииъ  выраже- 
в1я  декартовнхъ  воординатъ  въ  функщяхъ  отъ  координатныхъ  пара- 
иетровъ  917  ^89 '  •  *  *9м'  11усть  эти  внражен1я  будутъ : 

^^  =  Чй1у22 ?«) 

У1  =  ^2(3п    ^2) ?н) 

^1=  ^з(гп   ^2» Яп) 


(523) 


В)  Сл4дуетъ  заметить,  что  въ  этомъ  случае,  когда  число  коор- 
динатныхъ параметровъ  системы  точекъ  равно  числу  независимыхъ 
декартовыхъ  координатъ,  ^сть  координатные  параметры  д^,  ^з»*  • 
. .  д^  суть  перемтьнныя  незаеисимыл,  то  есть,  они  не  должны  быть 
связаны  между  собою  никакими  равенствами  и  могутъ  получать  всяшя 
значешя  независимо  другъ  отъ  друга. 

С)  Бром^  того,  должно  обратить  внимаше  на  сл'Ьдующее  обстоя- 
тельство: п&рвыя  частил,  уравиенгй  (522)  связей^  по  подстпановле^ 
нги  въ  нихъ  функц,гй  ^1,  ^2>'  •  •  -^зп  ^•**^^^^  декартовыхъ  коор* 
динатЪу  должны  обрагиаться  въ  нуль  тождественно^  при  вся-^ 
кгюсо  значенгяхъ  координатныхъ  параметровъ;  въ  самомъ  д^Л'6^ 
если  бы  не  веб,  а  только  н  изъ  числа  декартовыхъ  координатъ  были 
заменены  выражающими  ихъ  функщями  в^  а  загЬмъ  уравнешя  (522) 
были  бы  решены  относительно  оставшихся  р  декартовыхъ  координатъ, 
то  посл^^дшя  должны  бы  были  выразиться  т'Ьми  же  самыми  фундщя- 
хи,  какими  он'Ь  выражаются  по  формуламъ  (523). 

Число  Еоордиватныхъ  параметровъ  иожетъ  бытъ  бод^^е  к,  но  тогда 
{в  —  н)  параметровъ  должны  быть  фунвдхями  осталныхъ  к;  дМствн- 
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ВМЕСТО  декартовых!,  воордвватъ,  должен  обратиться  въ  п 
есть,  первыя  частя  в»  долзны  бить  раввы  ву1ю  ври  В1 
д1яхъ  2,  <7„  З,,....;^,  какова  бы  эти  звачеяи  вя  быдя; 
Груввы  Е  обращаются  понопию  вырахешВ  (527)  въ  ура 
вапвив  Еоордвнатвые  вараиетры  вехду  собою  в  съ  врене 
Првведеввыя  эд'^Ёсь  разсуаивВ1я  в  за1гЁчав1а  свравеЛ1Е 
аучал^ъ,  въ  которыхъ  вторы'я  частя  вырахенШ  (521)  в 
чаютъ  время.  , 

$  73.  Д|Ф>еуснцШы1ыя  у|»(анен1я  Лагра 

Въ  §  71  бшо  объяснено,  что  взъ  совокупннхъ  д| 
ннхъ  уравнешй  (517)  южно  нселочнть  всЪ  инохнтели 
»=(3п — р)  днффереищальвыхъ  уравнешй  со  етолы 
ло1ъ  всконнхъ  фуякц!й  вреиени;  атн  фувкщи  суть  т1Ь  д 
орджнаты,  которна  приняты  за  незавнешыя. 

Если  декартовы  Еоордвнаты  могуть  быть  выряяе 
п  (526)  времени  я  н  Еоордвнатныхъ  параявтровъ  §,, 
з'н  хелаемъ  ввести  посл^дше  вж^сто  денартовнхъ  к( 
дяфференщальныя  уравнен1я  двихен!я,  то  нохемъ  зтс 
т^ъ  н  двфференц]альныхъуравнен1яхъ,объБоторыхъ  Г( 
явъ$  71. 

Поступая  таЕимъ  образонъ,  нанъ  придется  произв! 
ней  шЬрЬ  два  процесса:  ароцессъисключешлзсножителей 
преобразован1Я  ноординатъ;  оба  эти  процесса  могутъ 
еюхны,  а  потому  мя  покагемъ  Яагранхевъ  □р1енъ  полу 
феревщаяьвыхъ  урявнен1й  двихен1я  въ  координатныхъ 
Я1,дг, 9п- 

По  этому  способу  процесеъ  исключешя  мвохвтеяей 
весьма  значительно  при  помощи  еообрахеюй,  выводвнн: 
ши  занЪчашя  (С')  предндущаго  параграфа^  въ  атомъ  зе 
зано,  что  вырахешя  (526)  обращають  уравнения  связе 
. .  (4  9 1 ,  р)  въ  тождества: 

Я  0р0Ч1Я. 


'■?'!5!да^^кя- 
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гд4  Те  есть  каждое  изъ  чвоехь  1,  3,  3,. . .  .8;  въ  атихъ  диффе; 
вихъ  ураввешагь  остаюсь  {в  —  н)  мвож1т&1е11: 

М»,«),М»,„) М»р). 

Д1а  яоасвев!я  оказавваго  въ  ваотоящеиъ  параграфе,  прове 
сколжо  пршгЬровъ  состав1ен1л  двфференщапннгь  ураввевКк  1 

Вместо  лерввго  арвиЪра  ны  уваяюнъ  ва  орвм1вен1е  Лап» 
уравнев1&  въ  еостав]ец1ю  дЕфферев1ца1ьвыхъ  7раввев1Й  двнх! 
бодной  натерьиьво&  ючкв  въ  сфврвческвхъ  коордвватагь; 
случае  «=1,  р  =  0,  «=1,  д,=  г,  2я^=91  ^з^Ф' 

а;  =  ГС08ф81П9,   у  =  Г  ЗШ  ф  8111<р,   г^ГС08(р, 

гд(  ОС,  ^  я  ^  суть  лаправлен1я  коордвнатвыхъ  осей  сфврвчеек! 
двяатъ,  а  1"  есть  свла,  лрадоженная  къ  11а1ерья1ьно&  тошсё;  I 
Лагранхевы  дифферевц1альвын  ураввев!я,  получикъ  7равн< 
(С!(равнца  42),  понножеввыв:  вюрое  —  ва  г  н  третье  —  ва  г 

Цодобннмъхе  образонъ  кожво  вриатЬвить  Лагравжевн  ура 
соетавлев1Ю  двфферевщальвнгь  уравнев!^  дввхеви:  точки  В' 
Ттодво  коордвватахъ;  вадо  только  звать,  какъ  внрахаютсх  } 
жоордаиатн  въ  вовнхъ  воордвватвнхъ  вараметрахъ  12'| ,  ^^,  ^^, 
шЫ  же  д'1йств1я  ука8нван)теа  ввдонъ  Лагравжевшъ  ураввев! 
мудамв,  првведенаымя  выше. 

Први^ръ  64-В.  Свстена  сосюитъ  хзъ  двухъ  матерьяльввп 
м,  в  Пр ,  свяванныхъ  удвржввающею  связью,  врвведеввою  въ 
Ы'иъ  (стр.317);  кром!  того,  матврьяльн&в  точка  т,  доажвв  I 
оставаться  въ  вюсжоств  ХУ,  а  точка  м,  —  ва  осв  2.  Къ 
ориожева  только  свда  тяжести  т^,  къ  точкЪжв  т,  не  прнк 
какнхъ  задаваемшъ  аялъ  и  плоскость  ХУ  предполагается 
падкою;  положительная  часть  оси  2""  вавравлева  вертвкалы 

Въ  этоиъ  случа11  п  =  2,  чвсло  связей  и  преградъ  равво  4-] 

г,-»-г,— г  =  0,  «,  =  0,  а;з  =  0,  у^  =  0, 

такъ  чтор  =  4  и  м  =  2;  врвнеиъ  ва  коорднватвые  аараметры 
водяряые  коордвнатн  р,  н  9,  точка  №,  въ  плоскости  ХУ. 

Декартовы  коордиватн  выразятся  въ  коорднватвыхъ  па] 
тажъ: 


.-т??»г«Р??(»?^  ■ 
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моио  суи^ест9оеать  при  всяк11Х&  значенгяхъ  иезависимыхь  и  про-  . 
извольныхъ  величит  а,  ^,  ■^,.  .  .  .е,  необходимо,  чтобы  коэфи- 
цкнты  тшхг  величит  была  порознь  равны  нулю,  т.  е.: 

А  =  0,  В==0,  (7=0, ,^=0. 

Въ  саионъд'Ьл'Ё, такъ  Еагъ  неличивы  а,  ^,  •(,...  .е.  цезависвхи 
в  въ  сказанныхъ  .11рел11лахъ  пропивольны,  то  иы  можеиъ  взять  р=0, 
у==0, ....е  =  0,  аа  —  произвольнымъ;  такъ  какъ  равенство 
(571),  получающее  тогда  аидъ:  Аа=  О,  должно  им-Ьть  м'Ьсто  для 
всяшхъ  значений  а,  даже  и  не  равныхъ  нулю,  то  мы  должны  заклю- 
чить, что  л  =  о,  и  т.  д. 

Эта  лемна  яокетъ  быть  неиосредственно  прин'Ьвеиа  къ  равен- 
ству (567)  въ  томъ  случа*,  когда  всЬ  точки  свободны;  тогда  всё  Зп 
варьяц1й  коорднна'^ъ  произвольны  и  незавнсимы  (сн,  пунктъ  Ё  въ 
§  75);  он'Ё  входятъ  линвйвыиъ  и  однородоыиъ  образоиъ  въ  первую 
часть  этого  равенства  и,  конечно,  незаключаются  въ  т1)хъ  выражен^ахъ 
(-Х,  —  ши,")  и  проч.,  на  которыя  он*  полноженн;  следовательно, 
эти  варьяц1и  ногутъ  быть  тогда  разснатриваены,  какъ  величины,  оз- 
наченныа  чрезъ  «х,  ^,  у, .  . .  .  въ  ленн'Ь,  и  на  основаи1и  этой  ленны 
мы  должны  заключить,  что  равенство  (567)  распадается  на  Зк  диф- 
ференц!альныхъ  уравненШ  (509)  параграфа  64-го;  это  суть  диффе- 
ренщальвыя  уравпешя  движения  снстеиы  свободныхъ  точекъ. 

Въ  т'Ьхъ  елучаяхъ,  когда  точки  «нстены  связаны  между  собою 
связями,  вышеприведенная  лемяа  не  можетъ  быть  прии'Ьвена  непо- 
средственно къ  равенству  (567),  потому  что  не  всЪ  варьяц1и  коорди- 
натъ  точекъ  произвольны  в  независимы  одна  отъ  другоИ;  по  можно 
первую  часть  этого  равенства  преобразовать  такъ,  что  въ  ней  оста- 
нутся только  иезависйныя  варьядш  и  притомъ  линейвыкъ  однород- 
нымъ  образоиъ;  къ  преобразованному  равенству  лемма  будетъ  прим'Ь- 
нвма. 

Пусть,  по  прежнему,  система  состоитъ  изъ  п  точекъ,  связанныхъ 
р  связяяи;  ЧИСЛО  независимыхъ  варьяц!й  равно  н  =  (3п — р)  (см. 
пунктъ  (Г)  въ  §  75-мъ). 


венствъ,  выраждющяхъ,  что  коэфвщенты  неэавис 
ву^ю,  всего  —  Зп  равенствъ  ввда: 

гд*  г  означаетъ  каждое  изъ  чисе.гь;  1,  2,  3,. . 

Полученныя  равенства  суть  совокупный  дж 
пепЁя  (э17),  составленны,  въ  параграф'^  70'Н1 

Доказавъ,  что  изъ  полояев1я  (А)  совокупв 
уравветя  (517)  §  70-го  югутъ  быть  выведены, 
ва  зто  ]1олохей1е,  вакъ  ва  особую  '{юрну  выраже? 
феревц!альвыхъ  урагнвшй  двнхенк  системы  м: 
Поэтому  лы  должны  быть  теперь  ув11рецы,  <1то 
яожно  получить  т*  же  савые  результаты,  как1е 
ренщальныхъ  уравнешй  дввжен1я,  когда  произв( 
о<>разоваа1я,  ия%ющ!я  тс^лью  исключить  «пожит! 
переи'Ьву  координатвыхъ  параиетровъ;  часто  слу 
результаты  получаются  изъ  равевства  (567)  г 
ныхъ  Д'ЬйствШ,  чЪяъ  изъ  саиыхъ  дифференщал! 

Въ  сл^дующихъ  главахъ  иы  буденъ  им-Ёть 
пользоваться  равевствомъ  (567)  съ  упомянутою 

Для  того  же,  чтобы  теперь  показать  прим* 
ва111я  равевствомъ  (567),  приводимъ  въ  §  78-!11 
выхъ  уравнвв1Й  и^ъ  этого  равенства;  но  такъ 
другихъ  подобиыхъ  преобразован!  яхъ  иы  встр-Ьч 
такими,  какъ  наприм'Ьръ: 

то  нахъ  придется  предварвтельво  ознакомиться 
щенъ  77-мъ  параграф'^. 


§  77.  Ва|1ьяц)я  СЕорости  точки  н  скорость  варьяц1н  дви- 
жущейся точки. 

Пусть  некоторая  движущаяся  точка  опвснваетъ  траэкторт 
М" . . . .  {черт.  43);  М  есть  положвн1е  точки  въ  пространств'^ 
«ентъ  I,  М'  —  положение  ея  въ  моневтъ  /',  М"  —  въ  аоментъ 
г.  д. 

!сли  положен1я,  занихаеиыя  разсиатриваемою  точкою  въ  про- 
:тв^,  могутъ  получать  как1я  либо  варьящи,  то,  сообщивъ  варья' 
■Ьмъ  точкаяътраэктор]и  ММ'М''. .  .  .,  иы  произведенъ  изя^- 
движения  разсматриваемой  точек;  это  изя11нея1е  мы  будеиъ  Ей- 
ь  варьяцгею  движенгя  этой  точка,  а  получаемое  чрезъ  варьЯ' 
овое  лввжей1е  будеиъ  называть  измгьненнымй. 
Густь  М^М^М" . . . .  (черт.  43)  есть  траэктор1я  изм'Ьиенааго 
)В1Я,  причеиъ  Ж,,  ЛГ/,  Ж/',.  . . .  суть  110ложен1я,  завняаемыя 
гщеюся  точкою  въ  моменты  I,  I',  I",. . . .  при  этоиъ  изн-Ьвев- 
движеи1и;  длины  ММ,^е.,  М'М^^г,,  М"М^^г\... 
^арьящи  аоложен1й  М,  М\  М",. . . .;  вообще  варьящя  каж- 
ОЧБИ  первоначальной  траэ1:тор1и  есть  весьма  малая  длина,  пре- 
зяя  изъ  этой  точки  въ  соответственную  точку  траэкторги  изн'^- 
то  дввжен1я. 

1арьяц1и  точекъ  первоначальной  траэБтор!и  могутъ  быть  прнпи- 
или  отнесены  въ  движущейся  точк*  и  тогда  можно  сказать,  что 
\цгя  движущейся  точки  изм^пяетъ  свою  длвву  и  свое  ваарав- 
съ  течен1емъ  времени,  то  ость,  вм^ст'ё  съ  движвн1еиъ  точби. 
ненное  движен1е  нохотъбытьразсиатрвваемокакърезультатъсо- 
Н1Я  первовачальнаго  движения  съ  варьяцгею  движущейся  точка, 
Сакъ  первоначальное,  такъ  и  измененное  двйхвн1я  должны  об-за- 
неотъемлеными  качествами  движешя :  непрерывностью  и  посл'Ь- 
:ельностью  положен1й  точки  (см.  стр.  6  кинематической  части); 
!1,а  сл^дуеть,  что  варьяцгя  движущейся  точки  должна  изменять 
длину  и  свое  направлеше  съ  течен1емъ  временя  непрерыввымъ 
юмъ;  въ  остальныхъ  отношен1яхъ  варьящя  произвольна. 
5сли  изъ  какой  либо  веподвижной  точки  О  (черт.  44)  проведем 
',  равную  и  параллельную  варьяд1и  движущейся  точки,  то  другой 


—  391  - 

конедъ  8Г0Й  дляды  будегь  чертить 
ЕЖЖ',  . . . . ,  которую  кожно  назвать 
щ^щейея  точки.  (На  чертех'Ё  41-г 
ОЕ,  ОЕ",  ОЕ",  равные  и  параха^льнЕ 

Скорость  точкв,  описывающей  го; 
называть  скоростью  варьяцш  двиоюуы 
чать  ее  сл1|дующимъ  знаконъ:  V{^).  (Н{ 
изобрахаетъ  величин;  в-  нааравлен1е  ев 

Понятно,  что  въ  изк'Ьненнонъ  д| 
точки  отличается  отъ  СЕОрости  въ  т 
чертеже  4В-иъ  изображены  скорости 
момента  {,  а  ииенно:  лин1я  МУ  изобра 
ТОЧЕН  въ  коментъ  I  при  первоначально! 
скорость  г>,  въ  тотъ-же  ноиевтъ  при  из 
трическую  разность  иежду  скоростью  е 
в'Ьтствуюп^ею  скоростью  первоначальна 
вать  варьяцгею  скорости  я  обозначат 
в11тствующ1я  скорости  суть  гЬ,  которы 
же  иоменту  вреиевв,  такъ  что  варьящ 
геоиетрвчеевая  разность  иежду  СЕорость 
V  ВЪ  тотъ-же  иоментъ: 

е(у)  =  ^1  — 

(На  чертеж*  43-мъ  изъ  точки  Л/, 
в  параллельная  скорости  ЖУ,  поэтояу 
чипу  и  направаен1в  варьящи  скорости  I 

Можно  доказать,  что  скорость  в 
равна  и  параллельна  варьяцш  скоро> 

»(е)  =  г{г 

Для  доказательства  иы  воспользу 
жы  употребили  при  доказательств'*  пар 
208  кинематвчесЕой  части. 
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н«жду  радуеаня  векторами  изкЪвевнаго  и  первояачальваго  полозцн!^ 
точки. 

Зяакъ  8,  стоялой  передъ  какою  либо  ф;нкщею  отъ  координатъ 
какихъ  либо  точекъ,  мы  уоотребляехъ  и  будеиъ  уаотреблять  для 
обозваченк  првращев1я,  получаеиаго  значен^енъ  этой  фувкцш  ори 
варьировав!!  полохевШ  эткхъ  точекъ;  такъ,  на11рин1|ръ,  Ьх  или,  что 
то  хе  самое,  3(гео8(г,Х))  овначаетъ  приращея1е,  получаемое  проэк- 
щею  яа  ось  Х°"  радиуса  вектора  точки  при  варьированзи  полохешя 
точки,  т.  е.,  алгебрическую  разность  южду  проэкц1ею  рад1;са  век- 
тора г,  измФневваго  полохеЕ1я  точки  и  про»кщвю  рад1уса  вектора  г 
вачальиаго  полохев1я  ея,  т.  е.: 

ох  ;=  8(г  С08  (г,  X))  =  *\  СОЗ  (Г,,  X)  —  Г  С08  {Г,  X) . 

Если  условимся  обозиачять  варьящю  аолохев1я  точки  звакоиъ 
е(г)  (такъ  какъэтоесть  варьящя радиуса  вектора),  то  равеяства(561) 
параграфа  75-го  получать  слФдуюа11Й  В1цъ: 

Йа;  =  8(»-соз(г,Х))=е(г)со8(Е{г),Х),  | 

8^,  =  8(гсоз(»-,  У})  =  е(г)  соз  {&{г),  У),   1-  ■  ■  (561,  Ыз) 

8г  =  Ь{г  соз  {г,  2))  =  б(г)  соз  (е(г),  2) .  | 

(Вместо  е(г)  мы  будеиъ  иногда  писать  просто  е,  по  прехнеиу). 

На  основан1И  этяхъ  эаи%чая1б  изъ  приведенной  теореиы  ногутъ 
быть  выведены  сл'Ьдуюнйя  заключен1я. 

1)  Отяосяте.1ьно  проэкщй  величвнъ  ^(V)  и  V{^)  на  неподвижаыя 
оси.  Заи^нивъ  въ  рааенствахъ  (5б1,Ыз)  рад1усъ  векторъ  г — ско- 
ростью!;, будеиъ  ии'!Ьть  сл'бдующк  равенства: 

8а;' =  8(г;со8(у,Х))  ^6(17)  соз (е(»),Х)  | 

8У  =  8(усо8(у,  У))  =  8(г;)соз(б(г'),  У)  [ (574) 

8г'  =  8(г?  соз  (у,  2))  =  е(»)  сов  (е(г!),  2)  | 
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Заи^нимъ  варьящв  декартовыхъ  Еоординяп 
§  75-го,  а  затЬмъ,  въ  выр&жен1|1  Е,  цромэводн! 
коордгаатъ  шд,,  д^,. . .  .^щ  зам'Ънякъ  провэво; 
по  ^^у  Зз',.  ■ .  -Зн',  основываясь  на  формулахъ: 

выведеввыхъ  въ  §  73-1ъ;  тогда  равенство  (5( 
д^щШ  видъ: 

2«*83*-ь«Г ^; = 

гд1(  $1  выражаются  формулани  (&32)  §  73-гс 
ороизводдая  отъ  Т  по  ^^'  (ся.  (539)§  73);  при  в 
что  Гвыражено  формулою  (535, а)  §  73-го. 

ЗатЪнъ  развернеиъ:  вырахеи'е  8Т  я  провзв 
еуюш,  эаЕДючающей  величины  ^1: 

11=Н 


к=1  к=1 


=21^'«9.-2?.- 


првиявъ  хе  во  внимаше  равенства  (5од),  на 
(584)  (то  есть  (567))  получаетъ,  посл^  всЬхъ  1 
сл4дующ1Й  видъ: 


2(«.-с-4')'« 


к=1 

Тавъ  каЕЪ  всЬ  варьяцш ^^,^^^,■  ■ .  .^^ы1 


иж^ть  полохев1е  раввов'&с!я;  поэтоху  ны  будеиъ  называть  эти  н  урав- 
вен1й  усАовгямп  равнотшя  аадаваемыхъ  силь,  првложенвыхъ  ЕЪ 
сястеи'Ь  матерьмьвьаъ  точекъ. 

Если  э!1давае>шя  силы  вырахаютса  фунвщлни  вреиенв  а  коорди- 
нать  точекъ,  то  взъ  п  условий  равнов^1я  и  изъ  р  уравнен1й  связей 
определятся»  для  каждаго  нононтавреиеав,'Боордвнаты  ве'!^1ъ  точекъ 
въ  полохен1н  равновесия  свстены;  если  определенныя  такииъ  обра- 
зоиъ  значеа1я  Зп  координатъ  окажутся  незавиеящини  отъ  вреиени, 
т.  е.,  постоявныни,  то  вырахаеное  этинн  коордиватаии  полохен1е 
равновес1я  системы  нохетъ  быть  такхе  и  1толохен1еиъ  ея  покоя. 

Подробяому  разсыотр'Ънш  положенЮ  р»ввов']^с1я  спстекы  точекъ  мы 
носватамъ  дал'Ье  особую  главу;  но  все  то,  что  уже  сказано  и  что  будетъ 
сказаво  въ  вастовщеК  главЬ  относительно  аоложенШ,  ураваевШ  п  усло- 
вШ  равыов'Ьс1я  свстеиы  точекъ,  необходимо  длл  объясвенЕя  статпческаго 
значев1я  дпф|1|ерена1а1Ьйахъ  ураввевШ  дпикен1я  п  равенства  (567). 

§  80.  Равенстве,  соединяющее  въ  «ебЪ  всю  совокуп- 
иость  уравненШ  равнов1Бс1я. 

Это  равенство  по.11учится  изъ  равенства  (567),  если  въ  посл4д- 
нехъ  положить  равными  иу.ш  ускорев1я  всЬхъ  точекъ  системы;  по- 
лучямъ: 

2(-Х|Зж,  -ь  У-8г/.  -ь  г^Ьг.)  =0 (567, Ь) 

Такъ  что,  аналогично  полохен1ю(А)  §  76-го,  мохеиъ  выставить 
следующее : 

Па10хен1еВ.  Система,  состоящая  изъ  п  матерьяяьныхг  то- 
чекъ, свАзанныхй  между  собою  р  удерживающими  связями: 
(491, 1),  (491,2).  ..  .(491,р)  (§  76),  находится  въ  положенш 
равновгьсгя  приусловги,  что^  приложенныя  ка  точкамъ  зада- 
еаемыя  силы  удовлетворяли  равенству  (567,  Ъ)  при  ^лхшя  воз- 
можныхг  совояупностяхг  варъяцгй  координать;  каждая  возмож- 
ная совокупность  варьяцЫ  координате  до.'юкна  удовлетворять 
^)авенствами{ЬЬ9,1\  (559.2), (559,р)(§  76). 
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закдючвюпцася  зд'Ьеь  В0310ЖНЫЯ  варьящя  е^,  ${,•..■€„  110ЛОхеЕ1в 
точекъ  должны  ;довлвтворятьраввнств8нъ(559,1,Ы8),(559,2,Ы9), 

(559,р,Ы8)(§75). 

МАтерьяльныя  точбя,  образующая  систему,  могуть  совершать  весьма 
различвна  двихеЕ1я  при  прохохден1и  черезъ  заникаеиыя  ики  по^)оже- 
шя;  пусть  Вв^ ,  Вз^, . . .  .Вв^  суть  элементы  путей,  проб^гавине  точ- 
ками въ  твчен1в  ничтохно-нялаго  промежутка  времепм  ^  при  какомъ 
либо  возмохноиъ  движении  системы  черезъ  занимаемое  т  положешв; 
втв  элементы  путей,  которые  мы  будемъ  называть  возможными  пе- 
р€М}ьщенгямг{  точекъ,  должны  удовлетворять  сл'&дующимъ  равен- 
ствамъ: 

7)в,  =  0,  Вз,  =  0 1>8^  =  0, (587) 

гд*: 

Сй^  =  27>8ДР,-В4)  соз  (Р.л^ ,  7)8()  -н  ^  5 . 

1=1 

Сравнивъ  эти  равенства съ  равенствамн(559,Ы8)§  75-го  можемъ 
судить,  что  если  уравненгя  всгьхъ  связей,  которыиъ  подчинена  си- 
стена  точеЕЪ,  не  заключаютъ  времени  явнымъ0бразомъ,то  вспвоз- 
мооюныя  варьяцш  положетй  точекъ  могутъ  служить  возмож- 
ными перем1ьщетями  итъ  и  о^атно. 

Полохимъ,  что  въ  саионъ  д'Ьл'Ь  уравБен)я  всЬхъ  связей  систекы 
не  иЕЛЮчаютъ  времени,  тогда  въравенств'Ь(5в7,с)  варьящи  ногутъ 
Сытъ  заменены  перем'Ьшел1яни  и  равенство  это  получитъ  такой  видъ: 

(=и 

^■'^;рз,  соз  {Р;,  1)3,)=  О (567,(1) 


Каждый  изъ  членовъ  первой  части  этого  равенства  вырахаетъ 
величину  работы  задаваемыкъ  силъ,  прилохенныхъ  къ  одной  изъ  то- 
чевъ  системы,  на  протяжении  возмохнаго  перем'Ьщбн!я  этой  точки 
(сн.  §  25,  стр.  107),  а  потону  въ  сказанныхъ  случаякъ  положешв 
(В)  мохетъ  быть  высказано  въ  сл'Ъдующей  форм-Ь: 

Положев\е  (В,  Г).    Если  система  п  матерьяльныхь  точекъ. 
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занныхв  р  (/держиаающими  независящими  отъ  времени  сея- 
ш,  находится  вя  пояожети  ра&ное/ьсгя  и  совергиаетъ  какое 
ю  возможное  двиокете,  то  сумма  рабошъ  задаваемыхъ  сы-к 
протяжети  ничтожно- малыхъвозможныхъпер€М1ьи<^нгй  то- 
ъ  равна  нулю,  каково  бы  ни  было  возможное  движенге  систе- 
и  каковы  бы  ни  были  возможный  перемгыценгя;  всякая  сово- 
тоапь  одновременныхг  возможныхъ  перемты^^€н^н  точекь  си- 
емы  удовлетворяетъ  спъдующимъ  равенствами: 

^Вз/Р^ь,)  еоз  {Р^е, ,  05()  =  О (588,  I ) 

1=1 

У1>зДР;В^)соз(Р(И,, Ре,)  =  О (588,2) 


2^>8Д/',л!р)со8(Р(Вр,  Се.)  =  О {588,р) 

Обратно,  всякое  положенге  системы,  при  которомъ  задавав- 
я  силы  удовлетворяютъ  равенству  (567,  й)  при  всякихь  зна- 
■гяхг  возможныхъ  перемлщенш  (удовлетворяющихъ  равен- 
вамъ  (588у,  есть  положеше  равнов>ьс1я. 

Еелп  въ  чпсл*  связеА  есть  веудержавающгя  свнзч,  то,  д^я  т^хъ  воз- 
квыхъ  лерен'Ёщейт,  при  Еоторыхъ  точкп  снсгены  сходять  съ  охноП 

съ  п'Ёсколькпхъсняаеи,  суииа  работъ  зздавяемыхъ  оиъ  да1хна  (^ыгь 
Ле  нудя,  согда  110лохеи1е  систеим  есть  положсн1в  раввов'Ыя. 

Это  положев1в  изв'Ьстно  подъ  йиевемъ  начала  возможных^  пе- 
аьщетй.  Ово  носить  назван1е  '„вачала"  или  „принципа"  потопу, 
>,  принлвъ  его  за  осиован!е  въкячеств'ЁосповнагоаачалаиехавиБп,'. 
кво  изъ  него  вывести  уравнен1я  равнов*С1я  системы  точекъ,  свя- 
выхъ  удерживаю1цийи  независящими  отъ  времеив  связями,  а  сл*- 
1ательно  и  всю  статику  таквкъ  светемъ. 
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Существоваше  этого  принципа  было  впервые  поди'Ьчено  въ  тео- 
рии простыхъ  хашивъ:  рычага,  блоЕовъ,  ворота  и  наклонной  плоско- 
сти, гд^  этотъ  принцнаъ  почти  очевиденъ,  если  ае  привнмать  въ  раз- 
ечетъ  трев1я  и  разсяатривать  простые  1ехавазиы  какъ  идеальныа 
свази;  но  нельзя  утверждать,  чтобы  этотъ  прянципъ  былъ  еанъ  по 
себ'Ь,  безъ  доказательства,  очевиденъ  для  всякихъ  свлзей,  незавиея- 
щихъ  огь  времени.  Поатону  въ  т^Бхъ  курсахъ  и  сочинен!ахъ  по  иеха- 
нйК'Ъ,  въ  Боторнхъ  начало  возножныхъ  переи'Ьщен^В  выставляется 
вакъ  основное  пол6хен1е  статики  системы  иесвободиыхъ  точекъ,  яв- 
ляется надобность  доказать  ато  начало  независимо  отъ  общихъ  урав- 
нен1й  равнов'к^а  системы;  иэв'Ьстны  яног]а  так1л  доказательства,  при- 
дуианныя  различными  автораяи;  они  состоять,  по  большеЁ  части,  или 
въ  томъ,  что  предполагаемыя  свлзя  заи'Ёвяются  другими  прост'Ьйшиив 
связями,  для  которыхъ  начало  возможвыхъ  переи^щешй  очевидно, 
или  въ  томъ,  что,  чрезъ  присоединен!»  новыхъ  проет'ЁЙшихъ  связей, 
система  точекъ  приводится  къ  системе  простыхъ  машвнъ.  Въ  елФ- 
дующемъ  параграфе  будутъ  приведены  некоторый  изъ  довазательствъ 
подобнаго  рода. 

Если  уравнешя  связей  заключаютъ  время,  то  равенства  (587) 
отличаются  отъ  равенствъ(559),  а  потому  тогда  возиожныа  совокуп- 
ности варьнц!й  положен!^  точекъ  не  могутъ  служить  возможными  пе- 
рем*щен1ямп  точекъ. 

Напрвм'Ьръ,  возможныя  варьящи  положен1Й  точекъ  »г,  и  т^, 
связаняыхъ  связью,  упомянутою  на  стр.  807,  должны  удовлетворять 
равенству: 

между  т-Ёиъ,какъ  возможный  перен'Ъщен1яэтихъ  точекъ  должны  удов- 
летворять равенству: 

1>5,  С08  {^21 , 1)8,)  —  Вз^  еоз  (г^^ ,  Вз^)  -+-  {1^  —  а)ке~'"  —  О, 

а  потому  не  иожетъ  быть,  чтобы  г,  равнялось  Вз,  п,  въ  то  же  вре- 
мя,, е^  было  равно  В8.^. 

Въ  этнхъ  с.11'1аях'ь  лратмьн^е  было  Си  аазивать  по1ожев1е  (В)  па- 


орднватъ  сизы  внврцш«7,-,  которую  ны  воображаемъ  свб1  првзовенною 
къ  точк^  т^ ,  суть: 


"•ЩГ 
7,103(7,,  У)  =  -»,§ 


.(589,1) 


Вообраэивъ  себЪ  так!л  сизы  и  сраввнвъ  дпффереяц1а1ьныя  ураввбв1я 
двихев1а  (517ЬЬ)  стр.  389  съ  уравоевтями  раввов^с1я  (586),  стр.  39в 
■сожеиъ  прпдтп  къ  мысли  разсматрввать  длфферевшальвыл  уравнев1я 
дввхев1Я  кавъ  уравнев1л  раввов(с1Я  силъ:  задаваемыхъ,  реаЕц16  свлзеВ 
п  сплъ  пверцш;  въ  саноиъ  д'Ёл'Ь,  Л1фферввц1а1ьнын  ураввев1я  двв2вв1я 
точкп  |м^  ныражвютъ,  что  равнодпйствующая  Г^  в(жг&  задтаемыхь 
сиАъ,  пргиоженныхъ  къ  агггой  точкп,  ^мвнодлйапвующая  В^  реакцШ 
ваьхь  тпхь  связей,  которымь  подчинена  эта  точка,  и  сила  ынерщи  ^^ 
этой  точки  взаимно  уравновшаиваются,  т.  е.: 

^;н-^;-.-Л,  =  0 (517,») 

ПрпнФчав1е.  Фпктиввая  сила  инеркш  ве  ии^етъ  внчего  обшаго 
со  свойствомъ  гше}>щи  матерт  и  эти  повятЕя  не  лолжво  сн'Ёшпвать. 

Воображаеиав  сила  Д),  раввая  п  пряиовротпвоволожвая  спл11  явер- 
щи,  вавывается  -движущею  яли  эффективною  силою  {Е(ГесЦукгаЙ),  а 
слла  Щ,  равван  п  орлнопротпвополоквая  раввод'ЪйствуюшеО  Я/  реак- 
ций связей,  называется  потерянною  силою. 

Уравнев1я  (517, Ыз)  стр.  389  нохао  еще  выразвть  такъ: 

Р,  =  Д,-^П, (517,С) 

Т.  е.,  равиодпЛапвуюишя  ваъхъ  задаваемыхь  си.1ъ,  приложенныхь  кь 
каждой  изь  матерьяльныхъ  точекь  системы,  разлагается  на  двп  со- 
апавляющ1я:  на  потерянную  силу,  копимая  уравновгыииеае)пся  съ  ре- 
акциями связей,  и  на  движущую  силу,  которая  сообщаетъ  матерьяль- 
ной  точкп  то  самое  ускоренге,  какое  бы  она  сообщила  свободной  точкгь 
той  же  массы.  ' 

КроиЪ  того,  ураввев1я  (517, Ь18)  иожво  еще  вредставлть  тавъ: 


/7,^-В,  =  0, (517,0) 
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Ооноитеаьао,  одвако,  чтобы  вь  лр«вноста  су 
теорЕя  статики;  по  враВвей  н^р^  праввивыя  те( 
въ  первыВ  разъ  встречаются  то1ько  у  Дрхонеда 

По  этой  арн^ив!  С01авен1я  Архнкеда  счвта! 
чинев1Я11в  по  мехввввЪ  у  его  называютъ  освовя 
ыаЕО,  лошедю1е  до  васъ  остатки  сочавен)й  этого 
восятся  только  къ  статнЕ^  (теор1я  рычага,  равво! 
нолонев1а  центров^  ввернув  одвородвыхъ  пяоща, 

Первае  С|4дС1  пзучев1я  вовросовъ  двванввп 
разъ  17  стодЪт1й  ёпуста  посд'Ь  Архимеда,  а  лV^ 
янтаго  художввка  Леовардо-да-Виачи  (родввшш 
торыЛ  В1101В1  правпдьво  воввналъ  вЪкоторне  вз1 
по  ваыоввоВ  илоскости  п  заковъ  возраствви  о 
прв  свободнонъ  падеа1в  *).  Поввдвнону  ИталЫ  1 
бта  1гЬсто11ъ  рохдев1я  двванввн  в  возрокдевхя 
уперши  въ  1 570  году,  уже  звалъ,  что  скорость,  п 
вадающпнъ  тЪлонъ,  ве  заввсвтъ  отъ  нассы  тЪла; 
ществовав1й  цевтроб^жвоВ  силы  и  о  тоиъ,  что  ото 
шагося  т^ла  часть  его  вродохжаетъ  дввгвться  I 
лрявадлекнтъ  первое  овред^бв1е  повлтш  о  мо! 
(ОБ  тотеов) ').  Открытхе  начала  воэиохвыхъ  перс 
по  словакъ  Лагравха'),  в^роятво  Гввдо  Убальд! 
торыВ  подзгЬтвлъ  это  вачало  въ  рычаге  в  въ  пол 
казалъ,  что,  освовываясь  на  этоиъ  врвнцвп^Ь, 
раввов^саа  ричага,  блоковъ  н  вЬрота.  ГалплеП(1 


')  Почерпнуто  изъ  сочнвен1я  Дюринга:  КгШвсЬе 

аеа  Рг111С1р1е11  <1ег  МесЬвпШ.  ОйЪг1вк.  1873;  Дюрннг- 

16)  на  сочннея1я: 

'УепШг!,  Еша)  яш-  1ез  оитга^ев  ркузко-таШёша! 

Рапв,  1797. 

Ь!Ьг1,  Н|в101ге  Лез  зсзенсев  та(11Ёп1&,114ие8  еп  11в1| 
Ь  Также  аэ-ь  сочннен1я  Дюринга,  который  цитяр 
ВенсДки  р1Уегв.  вреси1а[,  Таигш!,  1685. 
•)  Месап^^ие  Апа1у^^^ие  раг  Ьавган^е  стр.  18,  то1 
*)  С)и!<1о  иьа1|11  шагдп1в  йе1  Моа1е,  МесЬап1С0гит 
*)  Главв'1;йш1я  сочицев1я  Галилея  по  механике  с; 
Б|ВС0га1 1П1ОГ110  аЦс  сове  сЪе  виппо  1П  га  Гас^аа 

]С12  (по  гялромеханик^). 

р1а)ово  !п1огп1>  а!  йае  шяззш!  8181ет1  бе!  тов|]о. 
О19С0ГЭ1  е  Л11ПОВ1ГВ21011!  ша1ета11сЬе  !а1огпо  а  бие 
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а  бы  всЬ  остиьныл  точки   не  позушла  викакого  пере1гЁщев1д,  то 

Р  подвядся  бы  на  такую  ддвну, 
ело  вс^  ТОЧКИ  аолучатъ  вакхя  лвбо  перепущен!»,  то  грузъ  Р  ооус- 

ва  ддиву,  равную: 

;,61С03{е,,^?,)-+-АаезСОЗ(е^,^?'з)-»- -1_й^б^соз{е^,?'„), 


тъ  поднят1е  груза  скажется,  какъ  отрпцательиое  олускавю. 
У^словЗе,  что  грузъ  не  долженъ  опускаться  лря  возирлЕНЫтъ  пере- 
Н1яхъ  точекъ  системы,  выразатсл  формулою: 


У^к^е.^ш(Р.,1.)^0, 


1=1 

слп  вс%  связи  удерживаются,  то  воаиожныя  варьящи  должны  удов- 
рять  уравнен1янъ  (559,  Ыз)  §  75-го,  а  сл'Ёдовательно,  тогда  каждой 
упяостн  возможннхъ  варьявдб  соотв^тствуетъ  возможная  же  сово- 
>С1ь  варьншВ  раввыкъ  в  оротввооиложвыхъ. 
рввавъ  во  внимание  это  обстоятельство,  ножемъ  заключить,  чти 
ВС*  связи  удеряивающш,  то  грузъРве  должевъ  ив  опускаться,  нн 
матьса  при  возиожпихъ  ввреы'Ёщен!ахъ  точекъ.  Въ  сайомъ  Д'Ьл^, 
Бе  доказали,  что  онъ  не  долженъ  опускаться,  до  если  возможви 
гЬщеа^а  е,,  е„,...в„  при  которыхъ  грузъ  поднимается, то возкожнн 
!  верен^щени:  — -е,,  — е,,... — е^,  равнва  н  ирямопротивоно- 
1Я  первыиъ;  при  нихъ  грузъ  ва  столько  же  опустится,  ва  свольео 
однвиется  при  первыхъ;  а  следовательно,  при  положев1И  равнов^с!! 

системы,  такш   оерем1щев1я,  при  которнхъ  грузъ   поднимается, 
[ы  быть  также  оеаоэножвы. 

такъ,  если  всЬ  связи  удержпвающхя,  то  положение   равнов*С1Я  си- 
ючекъ   возножво   только    тогда,  копа  при  всЁхъ  возможны» 
'Ьщеа1Я][ъ  точекъ  удовлетворяется  ранеиство: 


2^,^(С08(^'^,е.)=  О (567,1») 
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Эта  совоЕу[шость  дифференщальыыхъ  ураввен!й  должна  послу- 
жвть  длл  (1лред'Ьлен1а  вида  т'Ьхъ  н  функц1й  огь  времевв,  которыми 
выражаются  незавасиныд  коордвааты  систвны  двихуищхся  точекъ. 

Если  атв  н  фувкцШ  будутъ  опред'Ьлеаы,  то  фунацш  вреиенв, 
БЫрахаю1ц!я  заковъ  изм'Ьненйя  р  заввсвмЫхъ  Еоордаватъ,  опреде- 
лятся взъ  ураввен1й  связей  (491, 1),  (491,2) (491,  р). 

Для  сохравев1я  сияиетр1в  въ  гбхъ  фориулахъ  в  выражев1ахъ, 
которыя  иы  будевъ  писать  въ  настоящей  глав1{,  иредположимг,  что 
декартовы  коордвиаты  иогутъ  быть  выражены  функц1яии  отъ  н  ве- 

заввснмыхъ  координатвыкъ  ларанетровъ  ^^,  д ^н'  врватоиъны 

ноженъ  даже  допустить,  что  эти  фувкщи  заключаютъ  вреия  яввыкъ 
образонъ.  Пусть  (526)  (стр.  359)  суть  эти  выражеи1я. 

Д-блая  такое  првдположен1е,  мы  нисколько  не  огравичиваеиъ 
общноств  нашихъ  разсуЕден1й,  потону  что  веваввенныя  декартовы 
координаты  иогугь  быть  разсматриваеиы  какъ  независаиые  коордв- 
ватвые  параиетры. 

Для  оареА'^ен1я  вида  гЬхъ  фувкц!й  времеви: 

3,  =  т,  д.  =  т,  ■ . .  ■  Зн  =  Ш, ■•  (598) 

Боторыя  выражаютъ  зановъ  взнЪцеа!я  коордиватвахъ  ларанетровъ 
орв  лвижев1и  системы  точекъ  лодъ  вл1яв1емъ  дяввыхъ  силъ,  надо 
вайти  вадяежащее  число  ивтеграловъ  совокупности  (531)  (стр.  367) 
дифферевфальныхъ  уряввевзй  Лагравжа. 

Относительно  интегрирован^  и  ивтеграловъ  втихъ  дифферен- 
щальныхъ  ураввен1й  ванъ  првдется  высказать  ивого  сходнаго  съ 
гЬмъ,  что  уже  еказаво  въ  §  18  (стр.  46  —  59)  отвосвтельао  инте- 
грирован1Я  дифференшальвыхъ  ураввев)й  движвв!я  одной  свободной 
катерьяльвой  точки;  поэтому,  при  взлокев1и  н4которнхъ  вуактовъ 
яастоящаго  параграфа,  мы  будеиъ  выражаться  сжато,  безъ  подроб- 
ныхъ  объяснен!й. 

Фувкщи  (598)  должны  удовлетворять  днфферевфальнымъ  урав- 
нев1амъ  (531),  обращая  икъ  въ  тождества. 


альныхъ  уравнбв!1)(531)|1охегь  бять 
9В1Я  рядовъ: 

1ыхъ  функц1Й  въ  строки,  рашолохен- 
1ъ  разности  (I  —  1^) ^Ь ;  ^о  *сть  м- 
:елияины  Еоординятвяхъ  параметровъ 
звачать  ввакани: 

ао 2.», (600) 

'з', .  .  .  .^^  —  звнкамя: 

!".,■■• -г'..,- (601) 

шихъ  аровзводвыхъ:  ^^',  д^",. , . . 
Бщяш:  огь  1^,  отъ  величинъ  (600)  и 
!В1я  получииъ  изъ  дифферещальныхъ 
ныхъ  отъ8Тихъ  ураввешй  ио  врекевв. 
кать  Есконыя  функции  (598);  сл'Ёдо- 
заЕслючать,  крон'Ь  I,  еще  /„>  величивн 

■^т,  Чм,  г'го <1Л  ■    (бОЗ.Ь) 

селъ  1,2 н. 

лхъ  уравнев18  (531)  ооиощ1ю  ваквхъ 
учить  ураввев1е  такого  вида: 

•^=0 (602,1) 

« »'!>',  г,.  8»-  •  ь.  «Л  г,',-  ■  «'.^ 

1),  получинъ  равенство: 
,?,',Ь' 8'.)  =  С„...(ба3.1) 
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гд'Ь  С,  есть  ароязвольная  постоннвая;  равенство  (603, 1)  есть  одинъ 
изъ  первыхъ  пнтеграловв  совокупныхъ  двф|1|еренц1альвыхъ  уравне- 
Я1й(531). 

УравнеБ1е  (602, 1)  обращается  въ  .тождество,  если  вместо  вто- 
рыхъ  производныхъ  },",  ^^',. . .  .^„"  иодставимъ  въ  него  выражен1я, 
получаемых  для  этихъ  производных'ь  взъ  двфференц1альнвхъ  урав- 
нен)й  (531). 

Полохижъ,  что  иы  нашли  н  аервыхъ  автеграловъ: 

^,  =  6',,  Фа  =  '^2,- . .  .9«  =  С;, (603) 

тяЕихъ,  ЧТО  получаешя  взъ  нихъ  уравнен1я: 

''5'  =  о.  т  =  о. т  =  » («»«) 

равносильны  совокупности  дифференфальныхъ  уравБев1Й(531),  т.о., 
что  всЬ  уравнея1я  (531)  когуть  быть  получены  изъ  уравневШ  (602); 
въ  таконъ  случа11  эти  н  первыхъ  интеграловъ  (603)  иогутъ  служить 
для  выражен1я  ве.1ичннъ  ^/.у'^',.  •  •  •?'„  въ  фувкфяхъ  отъ  вреяени^, 
отъ  коордияатвыхъ  параметровъ  и  отъ  н  произвольныхъ  постоякныхъ 
С^,  Сз,'  ■  ■  -О^;  пусть  эти  выражения  будутъ: 

г;  =  5.(^,5„г. ч.,  с,,с„....с\), (в04,к) 

гд-Ь  к  озвачаетъ  каждое  изъ  чиеолъ:  1,2,....».  . 

Ес1и  взъ  н  первыхъ  интеграловъ  (603),  помо1ц1ю  какнхъ  либо 
преобразовашй,  можно  получить  уравпеп!е  такого  вида: 


"ЗГ 


=  0 (605,1) 


гд*  Ф,  есть  какая  либо  функщя  отъ  (,  огь  координатныхъ  нарамет- 
ровъ  и  отъ  м  произвольвыхъ  постоявныхъ  С,,  С'з,. . .  .С„,  то,  внте- 
грируя  уравнение  (605, 1),  получинъ  равенство: 

Ф,((,  51,  ?2 9..  'ч.  ''а С'„)  =  Г,,. .  (606, 1) 

гд*  г,  есть  произво-иная  постояввая;  равенство  (606, 1)  есть  одинъ 
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геграловъ  еовок;пныхъ  дифференц1альныхъ  ур&вне- 

[0  иы  вашли  »  тяБихъ  вторыхъ  ивтегряловъ: 

=  г,,  Фа  =  г„....Ф,  =  г„, (606) 

зъ  вяхъ  уравнения: 

-^  =  0,  -^  =  0 -^  =  0 (605) 

купностЕ  первыхъ  ивтеграловъ  (603),  т.  е.,  что  всЬ 
ногуть  бить  получевы  взъ  ураввев!й  (605);  въ  та- 
н  вторыхъ  интеграловъ  (606)  могутъ  служить  для 
вватвыхъ  паранетровъ  въ  фуввщяхъ  отъ  врекени  I 
1\ъ  постоаввыхъ;  пусть  эти  вырахеа]я  будугь: 

*,  С,,  С,,.. .  .с;,  Г„  Гз,. . .  .Г,.),.  .(598,.А,к) 

кахдое  взъ  чиселъ:  1 ,  2, ....  н. 
ля  ^\  получатся  нлв  вепосредствеяво  взъ  вырагв- 
1въ  производвыа  по  врехени  отъ  функц!^  ф^,  вли 
|04),  если  заменить  въ  нихъ  д-,,  д^,. . .  .д„  ФунЕ- 

1вольвымв  постоянвымв  6*1 ,  С^ , . . .  о, ,  г, ,  г, . . .  Г„, 
влвчвнаии  (600)  и  (601)  сущеетвуеть  зависнмость, 
твеиствани  ввда: 

;»).- 

Я.К,- 

>  каждое  нзъ  чиселъ:  1,  2,. . .  .к). 

синость  можетъ  быть  представ-гена  подъ  видомъ  сл*- 

ъ,  вырахяющвхъ,  что  велячивы  (600)  и  (601)  яо- 

1триваены  еявъ  функции  отъ  ^о  ^  ^^  произвольныхъ 


г»,  г'и,»'»,- 

..8'..1  =  С,. 

...(в07,к) 

■  г.,с„а,. 

..Г.)  =  Г.,. 

..(««».Ю 
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з»«  =  Ы^о,  с„с^,... .с;,  г„  Гз, . . .  .го. . .  (б09,'к) 

2*»=т*(^о»^п  ^2»'  •  •  '^н>  ^1,  Г^,. . .  .Г„);. .  .(610, к) 

отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  величины  (600)  и  (601)  столь  же  произвольны, 
какъ  и  постоинныя  Сд ,  С^, ^« ,  Г^ ,  Гд, . . .   Г„. 

Функщи  фд  (598,  А)  обратятся  въ  фувкщи  ^^  (698),  если  про- 
извольныя  постоянныя  С^^  и  Г^  выразить  по  фор11уламъ(607)и(608) 
функщяии  отъ  ^0  и  отъ  величинъ  (600)  и  (601). 

Моментъ  ^^  называютъ  начальнымъ  моментомъ  времени,  хотя 
онъ  можетъ  быть  взять  гд'Ь  угодно  на  протякен1и  всего  времени,  за- 
нимаемаго  разсматриваеиымъ  движешемъ  системы  точекъ;  величины 
(600)  суть  координатные  параметры  начальнаго  положенгя  системы 
и  могутъ  быть  названы  начальными  величинами  координатныхъ 
параметровъ;  величины  (601)  могутъ  быть  названы  начальными 
величинами  производный^  д/,  Зз, •  •  •  •?'«>  проэкщи  на  оси  Х^'*, 
уовъ^  ^овъ  цачальныхъ  скоростей  точекъ  системы  определятся  изъ 
формулъ  (583)  §  73'Г0  по  величинамъ  (600)  и  (601). 

Въ  т-Ьхъ  случаяхъ,  когда  будетъ  возможно  и  нужно  для  упроще- 
Н1Я  формулъ,  будемъ  считать  время  отъ  начадьнаго  момента,  полагая 
;^  =  0;  тогда  начальный  величины  координатныхъ  параметровъ  бу- 
демъ обозначать  знаками:  \^  к^^....к^у  а  начальные  величины 
первыхъ  производныхъ  отъ  координатныхъ  параметровъ  —  знаками: 
)С1,  Хз,. .  .  .х^;  начальный  величины декартовыхъ  координатъ  точекъ 
системы  будемъ  обозначать  буквами:  а^,  61,01,  «2,63,  ^г»— •^п»^п>^п> 
а  начальный  величины  проэкц1Й  скоростей  точекъ  системы  на  оси 
Х^"",  У^",  2^-*  — буквами «1,  ^1,  71,  «2»  ^2.  Т2.-  •  •  -«п»  ?п)  V 

Изъ  вышесказаннаго  видно,  что  функцги  времени^  выражаю- 
щгя  законъ  шмтьненгя  координатныхъ  параметровъ  дтжущейся 
системы  п  матерьяльныхъ  точекъ^  связанныхъ  р  связями^  заклю- 
чають  въ  себгь  2н  посшоянныхъ  произвольныхъ;  столько  же  про- 
извольныхъ  постоянныхъ  заключаютъ  и  тгь  функцги  времени^ 
которыя  выражають  законъ  измгьненгя  декартовыхъ  координатъ 
вс1ьхъ  точекъ  системы. 
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ныхъ  2^  и  р\  будутъ  подставлены  равныя  икъ  вторыя  части  уравве- 
шв  (554). 

Вся  совокупность  (554)  дифференц!а2ьяыхъ  ;равввшй  перваго 
порядка  будетъ  вполв!  проинтегрирована,  если  $, ,  ^а)--'-?»  ^ 
Р1}  Рз1- '  ■  -Рн  <}удутъ  выражены  такими  функциями  вреиеня,  которня 
обращаютъ  днфференц1альныя  ура8нен1я  въ  тождества. 

Вырахен1я  вти  когутъ  быть  получены,  если  найдемъ  2н  инте- 
граловъ 

Фг  =  с„ф,  =  а„....ф^=с^ (в13) 

данной  совОЕупаостн(554);  аритонъ  ати  интегралы  должны  быть  та- 
ковы, чтобы  совокупность  равенствъ: 

Ф  =  0.  '#  =  в ^  =  0 (611) 

была  равносильна  совокупности  (554),  то  «сть,  чтобы  чрезъ  р1Ьшен1е 
равенствъ  (6 1 4)  относительно  />/,  р^', . . .  .р„',  д/,  д^' д„'  полу- 
чились бы  веЪ  диффвренщальныя  уравнев1я  совокупности  (554). 

Если  таше  2н  ивтеграловъ  будутъ  найдены,  то,  р'Ьшивъ  ихъ  от- 
носительно величинъ  р^,  р^ р^1  Зп  Ча-  ■  ■  -Чн,  получииъ  иско- 

иыя  выр&хен1я  втихъ  величвнъ  въ  функц!яхъ  времени;  эти  функщн 
будутъ  заключать,  кронФ  временя,  2н  провзвольвыхъ  постоянныхъ 

Всякое  равенство  вида: 


Щф„ф,,....ф^)  =  С (615) 

«сть  ИЕтеграхь  совокупности  (554),  потону  что  полная  производная 
первой  части  его,  а  иненно: 

обращается  въ  нуль  тоздественво  при  за11Ъщен1и  производныхъ  ^^, 
Цд', . . .  .}„',  р^\  ^)^',. . .  .р„'  вторьиш  частям  дифференц1альныхъ 
)-ра8вешЙ(554),  такъ  какъ  такое  зам'Ёщвн1е  обращаетъ  въ  нуль  пол- 
ння  производный  по  I  оть  ф^,  ф^,. . .  .фг^. 


-г»,  Р,,Рг,----Т.)  =  С (611) 

отличающШся  отъ  2м  и11теграловъ(б13), 
подъ  ввдо1ъ(61&).  Для  того,  тгобы  уб^' 
иъ  себ'Ъ,  что  1Ы  исЕлючив  изъ  ф  вели- 
Рй,-  ■  ■  -Ри  прв  помощи  раввяетвъ  (613); 
»  обратиться  въ  ф^нкщю  отъ  I,  С,,  С^. 

ЕЦ1Ю  ОТЪ  (,  ф,,  ф^,.  .  .  .ф^„ 


ФЛ 


[)ункц1я  {  не  должва  заключать  времени 
ь  д'блЪ,  полвая  производная  (т  {  по  I, 

юсредств*  равенства  (6 И),  въ  нуль;  по- 

1=0, 

быть  функц1ею  только  отъ  4^,,  ф^,-  ■•ф»^- 
1тъ,  ЧТО  ХОТЯ  совокупнБШ  дифференщаль- 
пъ  безчисленное  иножество  ннтеграловъ, 
ь  интегралы  неяаввсииые,  всЪ  хе  прочее 
конбинацш  незаввсииыхъ  интегра.1огъ; 
ювъ  ногутъбыть  приняты  за  независите, 
ваго  ди|1|феронцировав1я  по  времени,  но- 
вффервншальныя  уравнен1я  совокупности 
[тельно  ннтеграловъ  (613). 
)въ  совокупности  (554),  по  заа'Ёа;ев1И  въ 
.р„  виражен1Я1и  (542)  параграфа  74-го, 
первыхъ  ннтеграловъ  дифференщальныхъ 
)   параграфа   73-го;   поэтому   посл4дтя 
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им^ютъ  безчиеленное  множество  первыхъ  интеграловъ,  но  только  2н 
изъ  вихъ  суть  интегралы  независимые,  проч1е  же  первые  интегралы 
суть  Бомбинащи  независимыхъ  первыхъ  интеграловъ. 

Въ  сл'Ьдующихъ  трехъ  главахъ  будутъ  показаны  некоторые 
пр1емы,  при  помощи  которыхъ  могутъ  быть  найдены  н^^которые  изъ 
ннтеграловъ  дифференщальныхъ  уравнешй  движешя  системы  точекъ 
въ  т^хъ  случаяхъ,  когда  задаваемыя  силы  и  связи  удовлетворяютъ 
опред'Ьленнымъ  услов1ямъ. 


ГЛАВА  VII. 

Законъ  движетя  центра  инерцЫ. 

§  85.  Соетамсн1е  д|ФФереш]11адьныхъ  уравненШ  двн- 
жеи1я  цертра  1нерц1и  системы  матерьядьньпъ  точекъ. 

Сложимъ  дифференщальныя  уравнешя  (5 1 7,  а  1 )  (5 1 7,  а  2) .  . . 
. .  .(517,ап)  параграфа  70-го,  получимъ: 


$■=1  г=1  »=1  »=г1 

точно  также,  сложивъ  всЬ  т1>  уравнешя  (517),  который  заключаютъ 
вторыя  производный  отъ  координатъ  у  у  получимъ : 

*%п,у: =2  у*  -ь  кв,)2|-;  -••••-»-  ^^)2'^'  ;•  •  (6*6»^ 


«=1  1=1  1=1  <=1 

сложивъ  загЬмъ  всЬ  остальныя  уравнешя,  т.е.:  (517,с1)  517,с2). . 
,  .(517,сп),  получимъ: 


1=1  1=1  »==1  1=1 
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Вторня  ЧАСТИ  этихъ  урмаензй  суть  аро9Ец1и  Н8  ос!  Х""",  У^ 
Г""  геометрической  суммы  ваьм  задаваемыхь  силь  и  ваьп 
1цгй  связей,  приложенныхъ  ко  ваьмъ  точкамъ  системы. 

%  86,  Цвнтръ  ннерц1я  системы  натерьяльныхъ  твчскъ. 

Если  геоиетрЕчесЕм  суииа  всЪхъ  силъ  и  вс^ъ  реакшй  связей 
1а  нулю  во  все  время  двихвшл  .систены,  то  тогда  дифференц1аль- 
уравнен1я  (616)  обратятся  въ  С2Ъдующ1я: 


2*"Л"  =  0;    ^т^("  =  0;    '^т^г^"  =  0. 


■  (617) 


Очевидно,  вяхдое  ааъ  втихъ  уравнешВ  иохетъ  быть  проннтегрв- 
шо  два  раза:  первые  интегралы  будутъ: 


.  (618) 


*=1  1=1  1*1 

[»не  интегралы: 

»=п 

1=1 

*=1 


Представииъ  себ4  точку  С,  координаты  (а;^,  у^,  г^  которой  свя- 
ы  съ  координатаиивс1хъточекъ  системы  сл-Ьдующини  равенстванв: 


(6») 


т,»,-».^-... 

..-Ь«1„«„ 

т.-ь«.,-^.. 

.^т,^ 

т,у,  -*-  тщг  -*"  ■ 

■.-^т„уп 

т,+т,-ь.. 

■■*-«'« 

т,в, -ьт,в1-ь. 

..-ьм„<„ 

т, -ьм,-!-.. 

.-Ы71„ 

.(вго) 
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Тогда  интеграламъ  (619)  можно  будеть  дать  сл'Ьдующ1й  видъ: 

гд* 

М=  т^  ч-  ^2  -н  ....-*-  ^г^ (621) 

есть  масса  всей  системы,  т.  е.^  суииа  массъ  всЬхъ  точекъ  системы. 

Интегралы  (619Ы8)  выражаютъ,  что  точка  С  движется  равно- 
м'Ьрво  и  прямолинейно,  причемъ  скорость  ея  такова,  что  если  бы  эта 
точ{1а  была  матерьяльною  точкою  и  масса  ея  равнялась  бы  массЬ  всей 
системы,  то  количество  движен1я  этой  точки  С  равнялось  бы  геомет- 
рической сумм^^  количествъ  движбВ1й  всЪхъ  точекъ  системы. 

Эта  точка  С  называется  г(,ентромъ  инерцги  системы  точекъ. 

§  87.  Законъ  двнжен1я  центра  инерц1и  еистемы  на- 
терьяльныхъ  точекъ. 

На  основаши  выраженШ  (620)  первый  части  дифференц]альныхъ 
уравнвн1й(616)  могутъ  быть  представлены  подъ  сл-Ьдующийг  видомъ: 

М^с     л^^    М^' 

тогда  эти  уравнешя  (616)  обращаются  въ  дифференщальныя  уравне- 
шя  движешя  матерьяльной  точки,  совпадающей  съ  центромъ  инерщи 
системы,  масса  которой  равна  массЬ  всей  системы  и  къ  которой  какъ 
будто  приложены  всЬ  задаваемыя  силы  и  веб  реакц1и  связей,  прило- 
женныд  въ  дМствительности  къ  точкамъ  системы. 

Такимъ  образомъ  дифференщальныя  уравнешя  (6 1 6)  выражаютъ 
слЪдующ1Й  общШ  закат  движенгя  какой  либо  системы  точекъ,  на- 
зываемый закоиомг  д&иженгя  центра  инерцги: 

Ценшръ  инерцги  системы  матерьяльныхъ  точекъ  Движется 
такимъ  образомъ^  какъ  будто  бы  это  была  свободная  матерьяль- 
ноя  точка  ^  въ  которой  была  бы  сосредоточена  масса  всей  систе* 
мы  и  къ  которой  были  бы  прилооюены  есть  задаваемыя  силы  и 
реакцш  связей. 

Въ  такомъ  вид*  этотъ  законъ  есть  действительно  обгцгй  законъ 
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;вв1я,  такъ  какъ  онъ  анЪетъ  нФсто  при  всакахъ  задаваемых! 
1ъ  в  при  всякихъ  сваэяхъ;  полчввяа  свази  в  задаваехыя  сила 
сл^ующинъ  ограничен1анъ,  мы  оол;чвнъ  сл1Ьд;ю1ЩЯ  спец1азьныя 
ы  »того  закона,  ин'Ёющ1Я  м'Ьсто  во  мвогвхъ  вопроеахъ  и  вада- 
неханиЕи. 

огдя  геонетричесаая  сунна  всЬхъ  рвакц1й  связей  равна  нулю, 
I  уравнен1а  (616)  получаютъ  слФдующШ  видъ: 

^•=5х,;  м^.'='^у,:  ж">=^г,,. . . .  (616,  А) 

(=1  1=1  1=1 

,  когда  чеометрическая  сумма  еаьоаъ  реакцгй  сеязей  равна 
),  тогда  шнтрг  инерцги  систелм  двглжется  какъ  свободная 
еръя.гьная  точка  ^  въ  которой  сосредоточена  вся  масса  си- 
лы и  къ  которой  приложены  есть  задаваемый  силы;  эта  спе- 
.иая  форма  закона  двнжен1а  центра  йнерц!в  ин'Ьетъ  м^сто,  между 
нмъ,  въ  слфдующяхъ  случаяхъ: 
1)  когда  есть  точки  системы  свободны, 
Ь)  когда  реакцш  связей  попарно  равны  и  прямопрошивот- 
чы;  наприи'Ёр'ь,  если  вс^  связи  суть  пдеальныя  свазв,  указавныя 
1рвм*рахъ  аЗ-въ,  54-мъ  и  55-нъ  (ск.  стр.  336  —  338, 
—  346)  и  еоединдющ1я  точки  системы  между  собою,  но  не  съ 
)риннимв  или  неподвяхнынв  точками. 

Когда  не  только  геометрическая  сумма  всгьхъ  реакцгй  равна 
>,  но  также  равна  нулю  и  геометрическая  сумма  вспхь  за- 
емыхъ  силъ,  тогда  получается  еще  бол^е  частная  форма  закона 
шя  центра  инерщв,  а  вменво  тогда  г^ентръ  ин^гт  системы 
сется  такъ,  какъ  двигалась  бы  по  инерти  матермльная 
га,  въ  которой  была  бы  сосредоточена  масса  всей  системы; 
тихъ  случаяхъ  мы  им'Ьеиъ  шесть  интеграловъ  (618)  я  (619) 
1еренц1альныхъ  уравнен!й  двихешя  системы  точекъ. 
Ёелн,  яанрим^ръ,  всЪ  точки  системк  свободны  и  всЪ  задаваемых 
суть  силы  взаиннодФ11ств1я  между  точками  системы,  попарно  раввнл 
инопротивоположныя  (такъ  что  всякой  свл*  3/"(/'(черт.  48),  при- 
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ложенной  къ  одной  изъ  точекъ,  соотв'Ътетвуетъ  сила  М^  равная  ей 
и  пракосротивоположаал,  приложенная  къ  другой  точк-Ь  системы),  то 
тогда  геометрическая  суина  всЬгъ  вадаваемыхъ  силъ  будетъ  равна 
нулю,  а  потому  цеитръ  внврц1и  системы  будетъ  двигаться  равном4рно 
и  прямолинейно. 

Въ  прпи^рахъ  61,  62  н  бЗ-нъ  (стр.  326 — 327)  цевтри  пверц!»  си- 
стемы Д01жва  совершать  орянодввейннл  равнои'Ьрныл  лв1[&ев1я,  такъ 
что  въ  каждоиь  изъ  етвхъ  врии'^Ьровъ  уы  вмЪемъ  ло  шестп  пнтеграювъ 
вида  (618)  и  (619). 

Въ  прии^р^  бб-мъ  (§  73,  стр.  371)  цевтръ  внерп1п  спстеиы  соипа- 
л&етъ  съ  цевтроиъ  С  ронба,  рсакц1а  идеальвыхъ  стержне!)  попарво 
равен  в  оражовротввоваюхвы',  геонетрвческал  сунна  силъ  прятлжев1а 
точекъ  снстехы  къ  началу  координатг  равва  2р:^т,  ч-  т,)^^  в  ваправ- 
лена  параиельно  СО;  въ  свионъ  ]ЛЛ,  озвачнвъ  абсолютвыа  Еоордв- 
ваты  вершивъ  ромба  зваканв:  х,,  л:,,  л;,)  ^4<  Ук  ЗУц  Уз*  ^«1  будеиъ 
ии'Ьть  сл1дующ1я  ввра2ев1л  врозкаШ  геоиетрическоЛ  суммы  эадавав- 
иых-ь  силъ: 

—  ^[т^{х1  -*-х^-^-  т^{х^  -н  л;,)]  =  —  %'^{т^  -+-  т^х^ 

—  [1[т,((/,  -ь1/,)-1-т^(узН-2/,)]  =  -  Ы«^^  -*•  »»>„, 
такъ  вакъ 

x^-^x^—x^-^x^=2x^  ^у^-I-у^  =  у^-^у^=2у^. 

Иервыя  доа  дифферева1альныя  ураввев1я  этого  примера  суть  лвффе- 
ревшвльныя  ураввен1я  движев^я  центра  пнерпй*  систени  иъ  по^лрвыхъ 
Еоордпватахъ. 

I  88.  Н'кквдько  заи1ЬчавШ  относительно  онред11двн111 
пмвжен1я  центра  ннерц1н  снстены  матерьяльныхъ  точекъ, 

11олохен1в  центра  инерщи  данной  системы  матерьяльныхъ  то- 
ч%къ,  занииающихъ  данныа  полохен1я  въпроетранств'Ь,  опред11ляется 
вычислен1емъ  по  фориулаиъ  (620)  §  86-го  или  поиощ1ю  ге<)нвтриче- 
СБЯХЪ  построешй,  основанныхъ  на  этихъ  формулахъ.  Мы  ограничи- 
ваемся н1ЬсЕолькиии  заи1чан]ями,  Басающннися  »того  предмета. 

I)  Если  выразить  полохен1в  точекъ  системы  и  центра  инерц1и  В1 
други1ъ  прлмолинейныхъ  прямоугольвыхъ  координатакъ  ^,  т),  К,  т< 
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в1е  системы  та&ово,  что  середоны  кратчайшихъ  разстоян1Й  между  пар- 
ными точЕани  заЕслючаются  въ  одной  олоскоети,  то  въ  этой  плоскости 
очевидно  заЕлючаехся  центръ  инерЦ1и  всей  системы;  въ  самоиъ  Д'Ьл'Ь, 
возьнемъ  эту  плоскость  за  плоскость  Т2  и  сост&вимъ  выражение  для 
€^;  такъ  какъ  обФ  точки  каждой  парн  им'Ьютъ  раввыя  массы  в  нахо- 
дятся по  об^  стороны  плоскости  У2  въ  раввыхъ  разстоян1Яхъ  отъ 
яея,  то  подучаиъ  1^  =  0. 

8)  Если  подобная  симметрия  им^тъ  мФсто  по  отношен)ю  къ  двумъ 
пересекающимся  плосностянъ,  то  центръ  ннерд]и  находится  на  лиши 
пересечения  этихъ  плоскостей. 

9)  Если  симметр1я  им-Ьеть  и'Ьсто  по  отношен1Ю  къ  треиъ  нересФ- 
кающймея  плоскостяиъ,  то  центръ  ннерц1и  находется  въ  точк^  пере- 
сФчешя  ихъ. 

1 0)  Если  распред'Ълить  систему  точекъ  на  н'1Ьсколько  группъ  и 
сначала  опред'Ьлить  полохен1е  центра  инерц!и  каждой  изъ  этихъ 
группъ,  то,  чтобы  загЬиъ  найти  положен1е  центра  инерцш  всей  си- 
стемы, надо  поступить  такъ:  предположввъ,  что  масса  каждой  группы 
соередоточева  въ  еа  центр1Ь  инерц1И,  надо  искать  положение  центра 
нверщи  всЁхъ  этихъ  новыхъ  воображаемыхъ  матерьяльныхъ  точекъ. 

Эти  зам^Ьчан1я  оказываются  весьма  полезными  во  иногихъ  част- 
ннхъ  случаяхъ. 

§  89.  ОГ*ъ  томъ,  какъ  разснатривается  сплошное  т&оо 
въ  ме1ац1в11  системы  матерьяльныхъ  точекъ. 

Мы  должны  зд-Ьсь  обратить  .ввииан)е  на  способы  опред'Ьлен1я  и 
вычнслеюя  положен1й  центровъ  нверщи  сплошныхъ  гЬлъ,  но  прежде 
этого  ел^дуетъ  объяснить,  кавнмъ  образоиъ  механика  системы  точекъ 
првиФвдетсл  къ  сплошныиъ  т1ламъ. 

Данное  сплошное  т'Ьло  мысленно  раэд'Ьллютъ  на  весьма  большое 
число  мелЕихъ  частей,  называеиыхъ  элементами  т^ла  и  предетавляюгь 
себ'Ь,  что  каждый  элеиецтъ  заменяется  иатерьяльною  точкою  той  же 
массы,  заключающеюся  въ  объеи*  элемента  или  на  его  поверхности; 
къ  этой  совокупности  матерьяльныхъ  точекъ,  которая  зам'Ьняегь 
сплошное  тЬ.10,  прим^няють  теоремы  я  формулы  механики  системы 
матерьяльныхъ  точекъ. 


'*^РИ»И*;'''----"^^*" 
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цЬ  а  есть  плотность  натер1'я  т^а  въ  одвой  изъ  точеЕЪ  этого  9ле- 
жента  (см.  стр.  29). 

Матерья^ьная  точка,  которою  мы  зая'Ьвяекъ  элементъ  гЬла, 
должна  быть  пом'ЬщеЕа  внутри  ялв  ва  поверхности  этого  элемента; 
иоложен1е  ея  въ  самомъ  элементе  иожегь  быть  какое  угодно,  такъ 
БЯЕЪ  въ  окончательныхъ  результатахъ  предполагается,  что  разм'Ьры 
элементовъ  ухеаьшаются  до  нуля;  мы  иожемъ  предположить,  что  иа- 
терьальнаа  точка,  заменяющая  элементъ,  находится  или  въ  центра 
параллелопииеда,  или  въ  одной  изъ  его  вершинъ;  мы  предпочтеиъ 
помещать  ее  въ  той  вершвн'Ь  элеиентарваго  параллелепипеда,  коор- 
дяиаты  которой  инЪютъ  наямеБЬШ1я  значения. 

Прв  употрбблев1н  прамодвнвВвыхъ  косоуголиыхъ  коордпнатъ,  эм- 
иеятв  объема  ниЪютъ  видъ  косоттольиыхъ  беаконечво-^алыхъ  лариле- 
лопнпеловъ;  объемъ  такого  парахлмопппеда  равевъ: 

(10  ^  ыЛхА1/с1е; 

о  есть  объемъ  косоугольнаго  параллеяопваеда,  ребра  котораго  парал- 
лельны ослнь  коордиаатъ  а  пн^ютъ  длпны,  равныа  едпнпц'Ё;  втотъ 
объенъ  вырахаетс^с  такъ: 


=  1  _аа_рз_^з_^.2ару, 


«=     -г,  15« 

гд4 

а  =  соз(У,2),  р  =  ш(2,Х),  у  =  со5{Х,  У). 

При  употреблен1И  круговыхъ  цялявдрическихъ  координатъ,  эле- 
менты объема  ии^ютъ  ввдъ  отр^кзковъ  колецъ  съ  прямоугольными  сЪ- 
чешями;  на  чертех'Ь  49-мъ  изобраавнг,  въ  увеличенвонъ  вид1ё,  одинъ 
такой  элементъ.  Если  координаты  точки  А  суть  р,  О,  г,  то  коорди- 
наты точки  С\  суть  (р  -I-  (^?),  (О  -+-  <^0),  (г  -+-  Ае);  шесть  поверхно- 
стей, которыми  ограниченъ  этотъ  элементъ,  суть:  плоскости  г(АВВуА1) 
и  (вч-аг)  (1)С'С,7)1),  плоскости  6(АПП^А,)  и  {0-\-йв)  (ВСС,-В,), 
цииндрячесюя  поверхности  ^{АХ>СВ)  и  (?  -»-{?{))  {Л,ДС1В,).  Ире- 


—  435  — 

линейное  и  равномерное  движец1е,  всЬ  же  проч1я  точки  т'Ьла  будутъ 
описывать  врйволинейныя  траэкторзи. 

Еели  твердое  ткио  свободно,  но  подвержено  накинь  бы  то  ни 
было  силамъ,  то  центръ  инерщи  его  будетъ  двигаться  такинъ  обра- 
зонъ,  какъ  будто  бы  въ  неиъ  была  сосредоточена  масса  всего  т&1а  и 
къ  нему  были  приложены  всЬ  Силы,  приложенный  къ  точкамъ  т'Ьла. 

Поэтому,  въ  т'Ьхъ  вопросахъ  механики,  въ  которыхъ  возможно 
зам'Ьнить  каждое  сплошное  твердое  т'Ьло  матерьяльною  точкою,  сл'Ь- 
дуетъ  помещать  эту  точку  въ  центр*  инерщи,  а  не  въ  иной  точк'Ь 
твердаго  т4ла. 

$  91.  Опред1&лен1е  положен1я  центра  инерц1и  сплошныхъ 
т1|ъ,  поверхностей  и  лин1й.  Прим^Ьры. 

Для  получен1я  формулъ,  выражающихъ  положен1е  центра  инерщи 
сплошнаго  тФла  въ  пряиодрнейныхъ  координатахъ,  прим'Ьнимъ  фор- 
мулы (б20)  (§  86-го)  къ  систем'Ь  матерьяльныхъ  точекъ,  зам'Ьнаю- 
щихъ  элементы  т1Ьла  и  зат^Ьмъ  предположимъ,  что  разм'Ьры  элемен- 
товъ  уменьшаются  до  нуля,  а  число  ихъ  увеличивается  до  безконеч- 
ности;  тогда  получимъ: 


гд* 


Л 


осЮ^  (10  ^=  ЛхЛуйг , 


л 

а  интегрировашя  распространены  на  весь  объемъ  т']^ла. 

Во  многихъ  случаяхъ  опред'Ьлен1е  положешя  центра  инерщн 
сплошнаго  т^^а  сведется  на  опред'Ьленте  положешя  центра  инерц1и 
Н'Ёкоторой  поверхности  или  площади  или  даже  н'Ькоторой  лин1и.  На- 
прим'Ьръ,  положимъ,  что  данное  сплошное  гЬло  ограничено:  цилиндри- 
ческою поверхностью,  производящ1Я  которой  параллельны  оси  Л, 
плоскостью  ХУ  и  поверхностью: 

^  =  ({^^  у), 

28* 
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Такъ  какъ  2Л91|1а  есть  лллва  хорды,  а  2^а  —  длпва  з 
выражается  такъ 

^^  -  иуга) 

Орки'Ьръ  Й8-Й,  Центръ  пиерЦ111  дугп  однородвоА  11'1п110[1 


предполагая,  что  одннъ  конецъ  дугп  совпадйетъ  съ  самою  В1 
кою  БривоП. 

Вичис1вв1в  пололюная  цевтра  вверо!"  провзяедеиъ  по  фо 


=:  \х(18,    5?/^=  \у(18. 


Вычвслеше  зпачитедьво  о1^дегчяется  при  вохощп  следую! 
жев1П: 


Координаты  цевтра  [шершп  выразятся  такъ: 

Опред'Ёлевш  положеи1я  цевтровъ  иверши  лугъ  других' 
вривыхъ  хожво  нв9т»  нъ  соГ>рашя1Ъ  задачъ  во  механпк'Ь:  ^ 
8а!111-вегта1п  **)  п  цъ  Раа1овальвоб  Неханвк'Ъ  Сомова. 

Праи-Гфъ  69-П,  Положвв1в  центра  пверц!»  дуги  вянтопоА 

х^ -*- г/'^  =^  п^ ,  г^Ьагссоз  — , 

с^птая  дугу  отъ  точкп:  г^О,  »/^0,  х^а. 
Коордпнати  цевтра  лвердш  дуги  суть: 


,=б'1=^,    ,=4- 


*)  ЗпШеа.  РгоЫйшеэ  <1е  Мёся^^^пе  гаНовпеИе  1656. 
**)  Ле  9а1111  Оегша1П.  Кесае11  ^'ехегсгеез  ваг  1а  Мёсап!411е  га11 


ч/ 


—  439  — 

выд  координаты,  оса  которыхъ  суть:  ось  ОХ,  направленная  вдоль  но 
Л1а11етру  ОД  н  ось  ОУ,  направлевнал  вдоль  но  Д1аиетру,  сопряженному 
къ  Д1аметру  О  А;  въ  эгихъ  координатахъ  уравнев1е  эллипса: 

51..    у! 1 

гд'Ь  а  в  ^  суть  длины  соирдженвыхъ  иолуд1аметровъ. 
Величина  площади  выразится  такъ: 

а 

гд-Ь  XI  есть  длина  ОД  а  У4  —  длвва  ВЕ;  д  есть  уголъ  уголъ  УОХ. 

Косоуго1ьныя  координаты  х^  и  у^  центра  инерцги  С  определятся  ло 
формуламъ: 

а 
8Х^  =  81П  б^    Ху€1х  =  81П  ^  .  ~||-  , 

Цеа1:ръ  ннерцш  площади  Л0^?(л:1  =  0,  у^  =  ^)  находится  въ  точк-Ь, 
имеющей  сд^дующ1я  координаты: 

4а        4^ 
Згё'     Зтс' 

Прим'Ьръ  74-й.  Центръ  иверщи  площади»  ограннченвой  параболою 
АЕ  (черт.  52),  побочною  осью  АВ,  проведенною  черезъ  точку  А  и  по- 
лухордою 2)Д  сопряженною  къ  этой  осп. 

За  оси  косоугольныхъ  координатъ  возьмемъ:  побочную  ось  АВ —  за 
ось  X*"*  и  касатедьную  къ  парабод^  въ  точк'Ъ  А  —  за  ось  1'^";  урав- 
вев1е  параболы:  у^=:2рх.  Координаты  центра  пнерщи: 

Прнм'Ьръ  75-й.  Центръ   нцерц1п   площади  эллиптпческаго  сегмента 


ваходптся  ва  аол7Л1а11е1р'Ь  ОЛ,,  совряхеваонъ 
9птъ  ва  разстояаш: 


^у,  есть  Д1ива  половавы  хорды,  а  :с,  — разстов- 


>ед'Ьлвть  иолохе111е  центра  лверц1в  площади  эл> 
)Е^АЕ^  (черт.  51-П). 

[тъ  взъ  вло|цади  сектора  Е1ЛЕ^Е,  в  нзъ  пло- 
Ё^;  величина  иошадп  посл^двяго  раввлх^у,  вшд 
1аходнтса  въ  точи'!^  С,,  сгтстоящей  отъ  цевтра  ва 
этоиу  велнчвва  площади  сектора  равва: 

арз1П(9агсеозГ^\, 
аходятся  ва  дЗаиетрЬ  ОА  п 


^  ^агссозГ^) 

ожев1е  цеатра  иаерц1в  трапеции. 
иверЦ1н  находится  на  лвн1н  ^^^,  соеднняющеЕк 
ъ  сторовъ  трапец1и  ^1ВВ,-4,  (черт.  53-8);  чтобы 
№  этой  ЛИН1И,  првиеыъ  во  внниав1в,  что  транец!» 
а  на  два  треугольввка  АВА^  в  А^ВВ,,  что 
>  ваходптсл  въ  точк^  лерес^чев1я.?пря110&.517, 
,  отстоящею  отъЛ^,  па  одну  треть  высоты  тра- 
рцш  втораго  ваходится  въ  точк!  11ерес1чбВ1я  Ь 
о  РР1,  отстоящею  на  одну  треть  высоты  трапе- 
нтръ  ннерщв  трапецш  долхенъ  находвтьса  ва 
наяющеб  точки  К  а  Ь;  сдФдоиательно,  исконнй 
1ТСЯ  въ  точкЪ   пересЬчешя  С  лпв1и  2)2),  лпше» 

рмулы,  выражающей  разстоян1е  центра  ннерщв  С 
что  площадп  треусольнаковг  АВА1  к  ВА^В, 
го  площадь  трапец1и  ^-т-Л(а-н&),  гд*  Н  озва- 


•.<! 
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чаетъ  высоты  тре}тольниковъ  п  трапецш^  а  а  и  &  —  длины  сторонъ 
ЛЛ^  и  ВВ^^  II  что  разстоян1я  точекъ  ДГи  Ь  отъ  АА1  равны  ~  Л  н  —  А ; 
окажется,  что  разстояа1е  точен  С  отъ  этоГх  же  стороны  равно: 


4-;*^ 


2Ь 


3        а-ьЬ 
н  что  отношев1е  длннъ  СВх  и  07)1  Р&в^о: 


С2)|   а -4- 26 

С5  Ь  -ь  2а  ' 

Прим^ръ  78.  Положев1я  центровъ  инерцш  частей  поверхности  сферы. 

Положения  центровъ  ннерщи  какнхъ  либо  частей  сферической  по- 
верхности могутъ  быть  опред'Ьлены   яри  помощи  сд']&дующих>  формулъ. 

Пусть  ^$  есть  величина  площади  некоторой  сферической  фигуры 
ЛВС  (черт.  54),  находящейся  на  сфер-Ь  рад1уса  В^  и  8^  —  величина 
длощади  ортогональной  проэкцш  площади  ^9  на  какую  либо  плоскость 
Р|Р,  проходящую  черезъ  центръ  сферы. 

Разстоян1е  р  центра  инерщи  площади  /9  отъ  плоскости  Р^Р  выра- 
зится такъ: 

В\  \сов(г,п)€18 

Р  =  -^^ ,••. (624) 

тжЪ  п  озвачаетъ  направлен1е  нормали  къ  плоскости  Р1Р^  а  г  —  на- 
правлеше  рад1уса  вектора,  проведеннаго  изъ  центра  О  сферы  къ  эле- 
менту поверхности  й5;  пропзведенхе  Лсо8(г,  п)  выражаетъ  разстоян1е 
элемента  €18  отъ  плоскости  Р^Р,  пвтегралъ  числителя  распространенъ 
по  всей  площал^и  ^8'. 

Такъ  какъ  направлен1е  г  есть  направленхе  наружной  нормали  эле- 
мента поверхности  с^/З^,  то  интегралъ  числителя  выражаетъ  величину  пло- 
щади >5  ,  а  потому  формула  (624)  выражаетъ,  что 


Р  =  Ч (624) 


Если  черезъ  цеотръ  сферы  проведемъ  какую  либо  другую  плоскость 
Р^Р\  то  перес^чен1е  ея  съ  проэктпрующею  цилиндрическою  поверх- 
ностью сферической  фигуры  ЛВС  будетъ  косоугольною  проэкщею  этой 
фигуры  на  эту  новую  плоскость  (на  чертеж'Ь  (54)  ортогональная  проэк- 
Ц1Я  сферической  фигуры  ЛВС  на  плоскость  Р^Р  есть  фигура  А^^В^Су^, 


^<-\.-'' 


^^^•^:г:*':':^7  /^' 
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Поэтому,  изъ  формулы  (624)  получкмъ: 


р(Вб') 


В(а  —  с  сов  В  —  Ь  С08  С)  . 


2(А-4-В-4-С— я) 


точво  гакъ  же  иолучямъ: 

ЩЬ  —  асов  С  —  е сое  А) 


Е{с  —  Ь  соз  Л  —  а  С08  В) 


Положев1е  центра  инерцгп  Ц  можетъ  быть  еще  выражено  разстоя- 
ншми  его  оть  плоскостев,  лроходлщихъ  черезъ  центръ  сферы  и  перпея^ 
днкулярныхъ  Еъ  рад1усамъ  ОА^  ОВ^  ОС;  эти  разстояв!я  опреД']^лнмъ  по 
формулъ  (625),  разсматривая  секторы  ОВС,  ОСА  п  ОАВ  вакъ  косо- 
угольныя  проэвц1п  площади  треугольника  АВС  на  плоскости  болыпихъ 
крутовъ  ВС,  С  А  и  АВ;  набдемъ,  что  эти  разотоян1л  суть: 

]^      ЕЧ,      т 
28  ^     28  ^     28' 

Переходя  теперь  къ  прим^^рамъ  оиред'1^лен1я  иоложенхб  центровъ 
инерц1и  смошныхъ  одноро'дныхъ  т^лъ,  мы  докажемъ  сл']Ьдующую  тео- 
рему,  которая  оказывается  весьма  полезною  въ  прим']^ненш  ко  многимъ 
вопросамъ  этого  рода. 

Теорема,  Представимъ  себ'Ь  сплошное  однородное  т'Ьло,  огравичен- 
нов  двумя  параллельными  плоскостями  Щ  и  Щ  (черт.  56)  и  боковою 
поверхностью  такого  рода,  что  величина  площади  &кчевш  т^ла  какою 
либо  плоскостью,  параллельною  плоскостямъ  1Г|  иЛ,,  выражается  такъ: 

//=  а -*- Ь^ -ь  с^г^, (626) 

гд"^  ^г  есть  разстояв1е  плоскости  с^чен1я  отъ  плоскости  /Г, ;  а,  Ь,  с  суть 
ностоянные  коэфиц1енты,  зависящ1е  отъ  вида  боковой  поверхности.  От- 
ношеше  между  разстояшями  центра  инерц1п  этого  т'^ла  отъ  плоскостей 
/Г}  и  Щ  выражается  такъ: 

ш^  2//п  -н  /Д 


ТА^  Пу   И   П^ —  величины   площадей  освован1й   нпжвяго  и  верхняго, 
II^  —  площадь  с^чешя,  проведеннаго  черезъ  середину  высоты  Ь. 

Легко  доказать  эту  теорему.  Разстояв1е  центра  инерц1п  отъ  нпжнято 
освован1я  выразится  формулою: 


0. 


.  Ч^1Р">1|  Ц  ^^Ц■  1 14'  -  ■''^г'---'-^"'' 


болонда  иращеЕЕа.  Пусть  к,  я  к^  суть  разс'[011Е!я  идоскосте»  полса  с 
центра  гнпербодоида. 


Д  =  кя>(1н-^'),   11,  =  т:а\]^Щ 


Прнн^ръ  82-11.  По1оген1е  цевтра  иверцш  иавоб  либо  части  трехос- 
ваю  эияпсовда,  заЕлючающеВся  ыеяду  двуня  иараллельвыыи  алоскос- 
тлмн. 

Главвне  д1ане1ры  диаметральной  плоскости,  параллельной  нлоскос- 
тянъ  27|  и  12а,  првхехъ  ^^  ^^''  ^"^  "  ^""1  а  вянрапленйе  лолуд!аиетра, 
сопряжевваго  къ  8то&  д1анетральноЛ  плоскостп,  за  ось  2;  следовательно, 
осв  Х"**  а  У"^  ортогональны  иежду  собою,  а  ось  2.  иожетъ  быть  нак- 
лонена къ  ввиъ.  Въ  втнхъ  Еоордяватахъ  уравцеа1е  воверхвоств  элдвп- 
совда  будетъ: 

гд1  А  я  В  суть  длины  слахвыхъ   иолуд1а»етровг  дшыетральвасо   с1че- 
Н1Я,  а  7  —  длнва  Еолуд1аЕетра,  совпадающаго  съ  осью  2. 

Пусть  %^  и  к^  суть  разстояв1я  ео  осе  2*"*,  илосвостеП  17,  н  Д^оть 
центра  эллнвсОЕда;  на  освовав!)!  нэв^етвагоиыражев^я  ллощадв  эллвпса 
найденъ : 


П.=  1:ЛВ{\  — 


4Т'        1 


Однородные  эллЕвеопдъ  сиииетрнчевъ  по  отношсвхю  ко  ислко!)  Д1а- 
кетральвоб  влосеости,  и  следовательно  в  по  отаошен1к>  еъ  влоскостлвъ 
Х2  в  У2;  этЕ  влоскоств  суть  таЕже  плосвостп  свииетр1В  разснатрв- 
ваенаго  ваив  эллплтвческаго  воясн,  а  вотому  цевтръ  вверц^п  его  вахо- 
двтся  ва  оси  2.  Првмевяя  формулу  (627),  иы  зан'Ьввиъ  въ  не&  отно- 
шение крвтчайшнх-ь  разстоянШ  центра  )|нер111В  отъ  влосБОСтеП  П,  в  П^ 
отноВ1ен1е11Ъ  разстояв1П,  счвтаеиыхъ  по  осн  2;  волучвнъ: 

Се  — >?| бу'  — (Ь|-1-Ь^^— 2Я-/ 

*»  —  Кс  ~  6т*  —  (*|  -*-  *-г!'  —  ^^^1*  ' 


считая  раисгоав1е  но  верпишдьаоиу  ва^]рав^ев1ю,  I 
соту  Д. 

Тетрвэдръ  нохво  тоже  причислить  къ  иногогран 
ваеноП  ваий  вате  гор  1а.  Каждую  пару  протпволехащлх 
ножно  разснатрнвать  какъ  два  безковечно-узк1е  пр. 
Еостп  ЕОторыхъ  параллельны.  ПрвнФвяя  къ  тетраэ 
яы  должны  положить:  27,  =  0,  Я,  =  0;  окажется,  ч 
однороднаго  тетраэдра  находится  въ  точв^  оересЁч 
ныхъ,  соедввяющпхъ  сорехпвы  протпвоположвыхъ  рв 
лптъ  каждую  пзъ  этихъ  пряиых'ъ  пополаиъ. 

$  92.  Откры11е  закова  движев1я  центра  лнерцш  . 
ваетъ  Ньютону;  въ  ввпИЁ:  РЬНоворЬЕаа  паЮгаИв  рп 
вь  пав-Ё:  Ах1ота1а  8^Vе  1евез  шоШа,  въ  врви^чав! 
находоиъ  сд'Ёдуютее  выражевЕс: 

Соготипе  в1'ЗУ1(а1л9  севСгиш  согрогаш  Лиогвш  ув 
оШпз  согрогаш  Ыет  зе  поп  шаШ  аШиш  запт  Ув1  г 
ргор(егеа  согрогпш  0Ш111ип1  1в  ее  швСао  акеп11пт  (е: 
1тре|11теп{!з  е1(еп118)  соютипе  се11(гп1пртат]1а110П13 
?еШг  опи'огт11ег  1п  ШгесСат. 

(Обийб  цевтръ  тяжестп^  двухъ  пл»  в^сколькнхъ  1 
своего  С0СТ0ЯВ1Я  дпижев1а  плЬ  вовоя  всл^Ьдств1е  вэаш 
этими  т'Ьламп;  если  супествуютъ  гольво  взанивод^&с 
и  Е^тъ  на  ва^шввхъ  свлъ,  ни  препятствЕП,  то  общ 
двбо  вовоптся,  ллбо  дввжется  равпон'Ьрно  по  пряно! 

Это  выражен1е  бпред-^^ллеть  только  частвыП  случ: 
центра  пнсрц1и.  Лагравжъ  говоршъ,  что  общая  || 
д'Алаибероиъ,  но  сл'Ьдуетъ  признать,  что  ясное  внра 
формы  закона  прннадлежнтъ  самоиу  же  Лагранжу  (в 
^^^ае). 


—  и 

1=1 

1=1 

I  91.  Главный  коментъ  а 
Перен^Ёна  центра  ноиентовъ.  I 

Въ  оараграфЪ  22-мъ  было  объ 
чающихся  оодъ  знакомь  еуигь  въ 
хвнта  вокруть  волохительннхъ  ваг 
равнодействующее  Р^  задаваеныхъ 
н,  вн^стЪ  еъ  тЬнъ,  это  суть  проак 
вокругь  начала  координатъ. 

Обозвачаа,  какъ  уеловлено  В1 
чину  в  направлен]е  момента  силы  ^ 
жеиъ  представить  форхулы  (630)  п 

(=1 


«т-:»^лг»сг.1^     '  ' 
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Геометрическая  сумма  моментовъ  силъ  -Р\ ,  1^\,.  . .  .Р^  вокругъ 
центра  К  называется  главнниъ  иоментомъ  этихъ  силъ  вокругъ.  этого 
центра;  мы  будемъ  обозначать  этотъ  главный  моментъ  знакомъ  Л^^  а 
его  проэкщи  на  оси  координатъ  —  знаками .(.1^^. ,  (^3"^^)^,  {Л^^)^;  ли- 
нейное изобраЕен1е  его,  т.  е.  длину,  изображающую  величину  и  на- 
правлеше  этого  главнаго  момента,  мы  будемъ  предполагать  отложен- 
ною или  проведенною  изъ  точки  К. 

Проэкщя  на  ось  Х"""*  главнаго  момента  Л^  выразится  следую- 
щею суммою: 

•-=1 

вли,  что  ТО  же  самое,  такъ: 

(Л)х  =  Д»  -^  ^Л  -  г'»^. (633,  а) 

Подобнымъ  же  образомъ  получимъ: 

(•Ч= '?.-^^»».-^»^х'-  • (633,Ь) 

(Л,\  =  Л,  -^у^В^-х^В^; (633,с) 

I 

~зд4сь  В  ,  В  ,  В  ,  означаютъ  сл'Ьдующ1я  суммы:  ^ 

*=п  1=п  г=п 

»=1  г=\  1=1 

Т.  е.,  ЭТО  суть  проэкцш  на  оси  координатъ  геометрической  суммы  В 
всЬхъ  силъ  2^1,  2^2  »•  •  •  -^п»  ®^^  ^^  *^*  ^'^^  ^шщ  сохраняя  свои 
величины  и  направлен1я,  были  приложены  къ  одной  точк^Ь,  то  сила  Б 
была  бы  ихъ  равнодМствующею.  Мы  условимся  называть  геометриче- 
скую сумму  Б  данныхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  различнымъ  точкамъ, 
главнымъ  векшоромъ  этихъ  силъ*). 


♦)  Мног1е  авторы  называютъ  геометрическую  сумму  В  данныхъ  си1ъ  — 
равнод-Ьйствуюн;ею  и  т-Ьмъ  даютъ  поводъ  н-Ькоторымъ  читателямъ,  мало  ана- 

29* 
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Йзъ  форнулъ  (6В2)'  и  (633)  нохво  извдечь  правило,  опред^ю- 
,  какъ  нзл^Ьняетсд  величина  и  направлвн1е  главнаго  ионента  дн- 
ъ  силъ  при  переигЬн*  центра  иоментовъ. 
Пр«даолохииъ,  чтоглавный  векторъ  В  давннхъ  силъ  проведенъ 
начала  координатъ  О  и  вообразииъ,  что  овъ  изобракаетъ  в11БС1- 
Гю  сил;,  приложенную  къ  »той  точк^Ь;  означииъ  черезъ  Ь^В^  ю- 
1Ъ  этой  вообрахаеиой  силы  вокругъ  центра  К  и  составииг,  по 
нуланъ  (632),  вырахвн]л  провищй  этого  юиента  на  оси  воордн- 
ь;  для  этого  надо  въ  атихъ  фориулахъ  подставить:  В^,  В^,  В  ,  В^ 
сто  Р^,  Х^,  У^,  !^^а  иули  —  вместо  x^,у^,г^■,  получинъ: 

Ь^(В,)  С08  {Ь^{В,),  X)  ==  в^В^  —  у^В^ , 

ЩВ^)  соз  {1^(В,),  У)  =  х^В^  —  а^В^ , 

Ь  (Во)  С08  (Ь^В,),  X)  =  у^В,  —  %^В^ ; 

—  тЬ  саныя  разности,  иоторыя  ваходатсл  во  вторыхъ  частахъ 
иулъ  (633),  следовательно,  эти  формулы  выражаютъ,  что: 


Л,  =  Л^-*-Ь1В^), 


.  (вЗд) 


:.,  что  гдавныу  момемтг  даинихъ  силъ  вокругъ  центра  К  ло- 
ви быть  получено  какъ  геометрическая  сумма,  составленная 
главнаго  момента  пиьхъ  же  силъ  вокругъ  центра  О  и  изг  мо- 
та вокругъ  г^ен7пра  К  главнаго  вектора  тзьхъ  же  силъ,  про- 
пнаго  изъ  точки  О. 

На  чертеж*  бТ-яъ  изображено  поетровн1е  главнаго  иоиента  Л^ 
•тому  правилу;  ОД,  изображаегЬ' главный  моиентъ  4,,  длина  КЬ' — 
)втъ  воображаемой  силы  ОВо>  приложенной  къ  точи*  О,  вокругъ 


шъ  съ  механикою,  впадать  въ  заблуждения  относитеяьво  а 
ражаеноП  силы  В. 

[ы  яоавали  силу  В  огляваынъ  веиторомъ»  сл*дуя  арнн^ру  О.  И.  Сомова 
Рашональяую  Мехаавку,  часть  2-ю,  стр.  276). 
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центра  К]  длина  КЖ^.^  изображающая  главный  моментъ  Л^,^  ееть  Д1а- 

гональ   параллелограмма,   построеннаго  на  сторонахъ  КЬ'  и  КИ^] 

посл'Ьдндя  равна  и  параллельна  длин'Ь  ОЛ^. 

Приведенное  зд'Ьеь  правило  изх'Ьнетя  главнаго  момента  при  пе- 
ремФЕ^  центра  моментовъ  тождественно  съ  правиломъ,  опред'Ьляющииъ 
изм'Ьнеше  скорости  поступательной  части  движен1я  твердаго  т'Ьла  при 
перем'Ьн^^  полюса  вращен1я  (см.  стр.  127  кинематической  части); 
формулы  (633)  им-Ьють  тотъ  же  составъ,  что  и  формулы  (144)  стра- 
ницы 127-й  кинематической  части,  такъ  что  изъ  посл'Ьднихъ  полу- 
чимъ  первыя,  если  зам^нимъ: 


полюсъ  Я{х^,  у^,  ЙГ^ 


центромъ  О, 

центромъ  К{х^,  у^,,  л^), 


угловую 
12(Р, 


)  скорость:      ^ 


{ 


рость  полюса  Ю:  \  ( 


скорость  полюса  Ю: 
го 


скорость  полюса  Я: 


} 


-{ 


главнымъ  векторомъ : 
главнымъ  моментомъ: 
главнымъ  моментомъ: 


Подм-Ьтивъ  такую  взаимность  между  теор1ею  скоростей  точекъ 
неизм'Ьняемой  среды  и  теор1ею  главныхъ  моментовъ  данныхъ  силъ  во* 
кругь  различныхъ  центровъ,  мы  можемъ,  на  основан1и  этой  взаимно- 
сти, заключить  о  существовав!  и  сл'Ьдующей  зависимости  между  вели- 
чинами и  направлешями  главныхъ  моментовъ  вокругъ  различныхъ 
центровъ. 

Главные  моменты  данныхъ  силъ  вокругъ  различныхъ  цент- 
ровъ,  находящихся  на  какой  либо,  параллельной  главному  век* 
пюру  этихг  салъ^  прямой,  равны  и  параллельны  меоюду  собою. 

Всгь  главные  моменты  данныхъ  силъ  вокругъ  всевозможныхъ 
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Отновятельно  г^йвныxъ  юневтовъ  количеств! 
точйЕъ  вокругь  другихъ  дентровъ  нохво  еказат] 
СЕшзано  относительно  главннхъ  яоиентовъ  силъ. 

Главный  веЕТоръ  количеетвъ  двихен1в  систе 
бить  яазванъ  Еоличествоиъ  Аввхви!я  центра  1гае 
если  предположить,  что  въ  посл'Ьднвмъ  сосредото^ 
схема;  въ  санохъ  д11'Ь,  на  основав)и  равенствъ 
лучииъ : 

;=1  .=1  *=1 

11ро8Ец1и  на  оси  координатъ  главиаго  хои( 
дв1хен1я  сиетехн  вокругъ  центра  Я^  выразятся  ьйЬ 


=  Л^  Ч-  Му^%  —  ^^еУк 

(^к\  =  ЛаСОб'й^,  У)  =^»П(((г.-—  е^)х^~ 
=  л  -»-  Мг^х^ —  ^^ё'^к 

1=1 

=  л,  -•-  Мх^у^—  Му^х^ .... 

ПроаБц!и  на  оси  коордиватъ  главнаго  иоиент 
жешя  еветеш  точеиъ  могутъ  быть  еще  вырахены 
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Главный  моментъ  всЬхъ  реакщй  связей  равенъ  нулю.,  между  про- 
чимъ,  въ  ел'Ьдующихъ  случаяхъ: 

Когда  есть  точки  системы  свободны. 

Когда  точки  системы  связаны  только  между  собою  идеаль- 
ными стероюнямщ  или  гибкими  нерастяжимыми  нитямиу  или 
связями  примгьра  55-го ^  §§  59  и  68^  стр.  306  и  345  —  346, 
потому  что  тогда  моменты  об'Ьихъ  реакц1й  каждой  такой  связи  равны 
а  прямопротивоположны;  но  ни  одна  изъ  точекъ  системы  не  должна 
быть  связана  никакою  связью  съ  какими  либо  неподвижными  точками 
или  съ  точками,  посторонними  системе. 

Въ  этихъ  случаяхъ  равенъ  нулю  главный  моментъ  всЬхъ  реакцШ 
не  только  вокругъ  начала  координатъ,  но  также  и  вокругъ  любаго 
центра. 

Въ  слЪдующихъ  параграфахъ  настоящей  главы  мы  будемъ  пред- 
полагать, что  связи,  которымъ  подчинены  точки  системы,  принадле- 
жать къ  числу  т'Ьхъ,  для  которыхъ  главный  моментъ  реакщй  есть 
нуль. 

§  98.  Интегралы,  выражающ1е  заковъ  пдощадей.  Не- 
изи1^няе]|1ая  пдоскос1%. 

Въ  т4хъ  случаяхъ,  когда  задаваемый  силы  при  всЬхъ  положе- 
Н1яхъ  системы  удовлетворяютъ  услов1Ю : 

1=1 

тогда  первое  изъ  дифференщальныхъ  уравнен1й(641)  получаетъ  сл4- 
дуюпцй  видъ: 

а  такъ  какъ  дифференщальныя  уравнетя  (628)  или  (641)  получены 
изъ  дифференц1альныхъ  уравнешй  (517)  движешя  системы  точекъ, 
то  интегралъ 

л^  =  С, (642,  а) 


л 
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Эти  три  иатеграда  выражаютъ,  что  главный  моментъ  {еокругъ  О) 
количествъ  движенгя  системы  точекг  сохраняешь  постоянную 
величину  и  постоянное  направленге, 

Въ  эти2Ъ  сдучаяхъ,  въ  которыхъ  законъ  площадей  им'Ьетъ  м^сто 
во  всЬхъ  трехъ  плоскостяхъ  координатъ,  онъ  им'Ьетъ  и1>сто  также  и 
во  всяЕОй  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  координатъ.  Пусть  В 
есть  одна  изъ  такихъ  плоскостей  и  ОР — направленхе,  перпендику- 
лярное къ  ней;  по  формул*  (142),  стр.  105,  §  24-ГО5  секторьяль- 
нал  скорость  проэкц1И  точки  ш  на  плоскость  ^  выражается  такъ: 

а(5)  =  '^^5|^\ ....(Ш) 

поэтому  секторьяльная  скорость  проэкщи  точки  т^  на  плоскость  ^    , 
выразится  такъ: 

^  /а\  _  ЫЩ-^г)  соя  иЩЩ)^  Р) (643) 

гд'Ь  Цт.V.)  означаетъ  величину  и  направлеше  момента  вокругъ  на- 
чала  координатъ  количества  движен1я  точки  т^ . 
Изъ  формулы  (643)  сл^дуеть: 

2  ^т.(х0)  =  ^^о{т.V^) С08 (Ц^г.-г?,.),  Р), 

но  такъ  какъ  главный  моментъ  количествъ  движен1я  есть  геометри- 
ческая сумма  моментовъ  количествъ  движен1я  всЬхъ  точекъ,  то  вторая 
часть  посл'Ьдняго  равенства  равна  проэкфи  л^  на  направлен1е  Р: 

'  2^шр.{^)  =  ЛоШ(ло,  Р), (644) 

а  это  равенство  выражаетъ  законъ  площадей  въ  плоскости  $,  потому 
что  ЛоС08(ло,Р)  есть  величина  постоянная,  такъ  какъ  ОР  есть  на- 
.правлеше  постоянное  и  л^  сохраняетъ  неизменное  наиравлен1е  и  пос- 
тоянную величину. 

Если  означимъ  черезъ  х^  проэкщю  рад1уса  вектора  точки  т^  на 


щ 


-  460  — 

}екость  $,  а  черезъ  ^^ —  уголь,  составляемый  яааравлепежъ  х^  съ 
которою  неподвижною  осью,  проведевною  въ  плоскости  $,  то,  съ 
ющью  изв'Ъстныхъ  ванъ  вырахвВ1Й(§  23)  секторьальной  скороств, 
кно  представить  равевство  (641)  подъ  сл^дующинъ  вндокъ: 

2™*^''л  =-*«'=''^*-'«'^) (644,  Ыз) 

И  тавъ,  если  главный  моментъ  задаваемихй  саль  вокруп  на- 
га коордынатъ  равенъ  нулю,  то  законь  площадей  импетъ 
>сто  во  всякой  плоскости,  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
та,  и  притомъ  удвоенная  сумма  произведемгй,  составленныхд 
•>  массъ  точекь  и  изъ  ихъ  секторьядьныхъ  сгк^стей  въ  этой 
оскости,  равна  проэкцш  главнаго  момента  количество  дви- 
'.нгя  на  нормаль  къ  плоскости. 

Одна  изъ  этвхъ  плоскостей  отли^ается  отъ  вс^хъ  прочихъ  гЬмъ, 
)  для  нея  вышесказавная  сумиа  ин'Ьетъ  величину  большую,  ч'Ьнъ 
I  всякой  другой  [1ЛОСК0СТИ;  эта  плоскость,  перпендикулярная  еъ 
1равлеюю  л^,  названа  Лапласоиъ  неизменяемою  плоскостью;  за- 
]ъ  площадей  въ  этой  плоскости  ввражаетсл  тавъ: 

!§»'*,"  §-'  =  ■•.. (645) 

1  р^  означаетъ  про9кц1ю  рад1уса  вектора  точки  т^  ва  веизн'биде- 

0  плоскость,  а  <^^ —  уголъ,  составляеиый  направлен1е1гь  ^^  съ  в11- 
горою  веоодвижною  осью,  проведенною  въ  этой  плоскости. 

Для  всякой  плоскости,  проходящей  черезъ  направлеше  л^,  пос- 
(вная,  находящаяся  во  второй  части  равенства  (-644, Ыб),  равна 

1Ю. 

Если  задаваеиыя  силы,  прилохенныя  къточканъ  систеиы.гаковв, 

1  при  всякоиъ  полохей1И  системы  главный  воиентъ  ихъ  вокругь 
1тра  К  равевъ  нулю,  то  дифференциал  ьныя  уравяеша  двихев1я  си- 
иы  точевъ  ии'Ьютъ  три  интеграла: 


"  ^Р*Ч1?^5?таТт:^ 
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(гд4  (,л^)^,  (л^у,  (л^),  суть  вырахешя  (639,  а,Ъ,с)  §  95)  и  законъ 
площадей  виЪетъ  м'Ьсто  во  всякой  плоскости,  проходящей  черозъ 
точку  К;  неизн^няенаа  плоскость,  понечно,  перпендикулярна  къ  на- 
правлен1ю  главнаго  коиента  д^  количествъ  двихен1я  вокругъ  цент- 
ра Я. 

§  99.  Закоиъ  площадей  въ  отиоснтельнонъ  дввжен11 
сшстемы  катерьядьныхъ  точевъ  по  отношен1ю  къ  нейзм1Ь- 
няемой  сред11,  ■к'БющвВ  поступательное  движен1е  внЪп;1Ь 
еъ  центронъ  ннерц1в  системы. 

Ирвдставннъ  себ'Ь  неишгЪняеную  среду,  совершающую  ооступа- 
тельное  двихев!е  вм'ЬсН  съ  центроиъ  инерц1и  системы  натерьяльныхъ 
точекъ;  центръ  иверщи  С  возьменъ  за  начало  подвихныхъ  коор^и- 
натннхъ  осей  СВ,  СП,  С2.,  сараллельныхъ  неподвижныкъ  осямъ  ко- 
ординатъ;  относительная  координаты  точки  т^  по  отношев1Ю  къ 
этинъ  осямъ  будутъ: 

^  =  ^{  —  '^с>  \=У1~Уе^  ^^  =  ^^  —  ^с• 

Въ  диффереящальныхъ  уравнен1яхъ  двихен)я  (517)  снстеиы  то- 
чекъ можно  замывать  абсолютныа  координаты  э;, ,  2/,,  9,,  х^,  у^,  г^,... 
суммам:  (!,-+- ж^),  {'Чх-*'^^),  (Кх-^-х^),  (^-ьа;^), . . . .;  это  въ 
особеааости  уместно  въ  т*хъ  случаяхъ,  когда  функц1и  и,,  »^,. .  .в 
и  выраженья  задаваемыхъ  силъ  завлючаютъ  только  рааности  соотв'1Ьт- 
етвенныхъ  координатъ  равличвыхъ  паръ  точекъ,  а  не  саныя  коорди- 
наты въ  отд'Ьльвостн;  въ  этихъ  случаяхъ  дифференфальныл  уравне- 
шя  (51 7)  легко  преобразовать  въ  дифферевц1альныя  уравнен1л,  за- 
илючающ1Я  только  относительныя  координаты  и  ихъ  пронзводныя  по 
времени. 

Въ  санояъ  д■Ьл^Ь,  если  въ  ураввен1яхъ  связей  зак1ючаются  только 
разности  кооррнагь:  (ж^  —  х^),  {у^  —  5»^),  (г^  —  г^  и  др.,  а  ве  от- 
д1аьвыя  координаты,  то  тогда  въ  уравяешяхъ  (616)  §85-го  члены, 
заключаюпце  множителей  Х(ц,),)1(в^,. . .  .Х(в),  взаимно  сокращаются; 
Н8прим4ръ,  если  ь^  заключаетъ  x^  только  въ  разностяхъ:  {х^  —^д» 
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ии'бищ^я  х^то  аотоиу,  что  начало  отвосительныхъ  коордвнатъ  есть 
центръ  вверд1и  систенв. 

Напрнм*ръ,  въ  прИ11*р4  61  {стр.  326 — 327),  гд4  В^  =  0,  Ву^О, 
В^=0,  II  всФ  ТОЧЕН  свободны,  дпфференщальвыя  уравнешя  (646)  бу- 
дуть  сх1:д)-ющаго  вида: 

т^^\^'  =  —  ^^«(Д/т],  > (в48,  \) 

-Эти  дифференцЁальныя  ураввевЕя  суть  т-Ь  же  саыыа,  съ  коториын  ин 
ознакохнтсь  на  стр.  82;  отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  вакдая  взъ  натерьаль- 
выхъ  точекъ  въ  относптедьнонъ  дввхев1п  по  отаошвв1ю  къ  воображае- 
ной  невзм^влеиоО  сред'!^  овнснваетъ  эиипсъ,  пеатръ  котораго  совпа- 
дяетъ  съ  цевтрохъ  иверщн  свстемы. 

Пр«дао2охихъ,  что  связи,  которыми  свдзавы  точен  системы,  та- 
ковы, что  главный  можентъ  реакцШ  вовругъ  центра  иверщи  системы 
равенъ  нулю  при  вслкомъ  положен)и  системы. 

Какъ  изъ  дифференщальныхъ  уравиешй  (517)  составлеиы  три 
дифференщальныа  уравнешя  (628)  параграфа  93-го,  такихъ  хе  об- 
разонъ  изъ  дифферевщальныхъ  ураннея1й(646)  иозно  составить  три 
ел'Ьдующ!»  дифференшальныя  уравнения: 

Первое: 

■      (=1  1^ 

-  &л  ■*-  Й".^. («*»'») 

1=1-  »=1 

ВЪ  силу  хе  равеветвъ(647)  двЪ  посл'1дв1Я  суммы  второй  части  этого 
уравнен1я  равны  нулю,  поэтому  получится: 

%=ал (б«.«) 

гд'Ь  (Лд)д.  и  (Л^)^  суть  проэкц1И  на  ось  Х""  главныхъ  моментовъ  во- 


'  5!«Ч 
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кругъ  центра  инерщи  Еоличествъ  двиген1я  сястены  и  задаваеннхъ 
силъ  (см.  формулы  (650)  и  (651)). 

Подобнымъ  же  образоиъ  получимъ  еще  два  сл^кдующ1я  диффе- 
ренщальныя  уравнешя:    . 


%^=(^о).; (649,0 


гд4: 

Юх  =  21^^*(1|^/—  ^Л)> (650,  а) 

1=1 

(легко  догадаться,  Бакой  видъ  им'Ьютъ  выражешя  величинъ  (л^^у 

Надо  заметить,  что  величины  (л^)^ ,  {л^)^ ,  {л^\  могутъ  быть  вы- 
ражены еще  иначе;  такъ  такъ: 

то  (л^)^  можно  представить  такъ: 

г=п  1=п  «=п 


1=1  »=1  1=1 

на  основаши  же  формулъ  (647),  дв'Ь  посл^Ьдшя  суммы  равны  нулю»  а 
потому : 

Юх  =  2»^  (1*  т!  -?*%*)•••  (65»'  а.  Ь1з) 


г=1 


И  проч.;  т.  е.  по  формуламъ  (650),  величины  (Лд)^.,  (л1  ,  (л^у^  суть 
проэкщи  главнаго  момента  вокругъ  центра  ннерщи  количествъ  отно- 
сительнаго  движен1я  матерьяльныхъ  точекъ  по  отношешю  къ  вообра- 
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хаемой  веязм'Ьвябной  еред'6,  по  формула) 
с;ть  провЕщи  павнаго  ноневта  вовругь  ц 
абеолютнаго  двихев!я  гЬхъ  хе  точеЕъ. 

Если  задаваеныя  силы  при  всяеоиъ  по 
воряютъ  ;слов1ЯЯъ: 

то  лифференц)альвыя  уравнеи1я  двихеи1я 
гралн: 

(^Х  =  С„   {а^\^С\,   {л 

Сл'^овательво,  если  главный  моменп 
кругг  центра  инериги  равенг  нулю  п^ 
стемы,  то  законъ  площадей  импет»  мл 
23,  32,  двгаюугщхся  вмгьстп  съ  цент} 
торый  онгь  проходятъ.  Гляввый  юиевп 
колвчеетвъ  двихензя  точввъ  сястемы  еох| 
величину  и  неизн^Ьвное  иаправлен1е;  перпен 
кость,  заключающая  въ  аьбЬ  цевтръ  внери 
раллельвою  самой  ы6^,  переносясь  вм^Н 
въ  простравств'Ъ;  отя  плоскость  есть  нтзлч 
сительиаго  двихев1я  системы  точеяъ  по  от 
сред'Ь,  движущейся  ви'Ьст'Ь  съ  центромъ  иве 
Называя  эту  плосеость  неизи'Ьвяеяою, 
]гЬваенъ  нижеследующее. 

Представииъ  себ'Ь,  что  вроведева  Еака 
цевтръ  нверщи  С  свстенц  и  что  эта  плоскс 
воображаемою  веизя'Ьвяеною  средою;  состав 
рости  вокру1ъ  С  _  относительною  двиоки 
стены  на  эту  плоскость;  секторьяльвую  скс 
мнохямъ  на  массу  ея  и  возьиемъ  сумму  вс1 
эта  сумма  сохраняетъ  постоянную  величину 
движев!я  (гд'Ь  Р  —  направлвн!е  нормали  к' 
мая  плоскость,  объ  которой  мы  говоримъ. 


—  467  — 
иогутъ  быть  иреобразованы  иъ  сл1|Д7юш1л  равеаствя: 

взь  воторыхъ  ввдво,  что  точвд  т,  совершаеть  свое 
жев1е  въ  влоскостн: 

С,6,-.-С>,-*-ОД  =  0.. 

Въ  тоЛ  же  саиоО  плоскости  совертдетъ  своеотао 
и  точка  т,;  эта  пдоскость  есть  веизнФваеиая  шоско 
дв11хев1я  сястени  по  отвошев1ю  къ  воображаемой  а< 
движущебсл  поступательно  ви'Ёст^  съ  цевтронъ  ваер 

Пзъ  того,  что  было  упоиаауто  относвтельво  наст* 
§  87  (стр.  429),  в  нзъ  только  чю  прпведеввыхъ  р| 
составить  себ1  н-ЬЕОТОрое,  хотя  еще  и  веполвое,  пр 
жея1п  ючекъ. 

Центръ  нверщв  С  об'Ьихъ  точекъ  движется  равш 
веПно;  иредставинъ  себ'Ь  невзи'Ьваемую  среду,  двк 
тельпо  вн'ЁстФ  съ  цевтронъ  инердш;  движевае  кажд 
аыхъ  точекъ  можно  разсиатривать  какъ  составвое  на 
жев1Л  ьм^ст^  съ  этою  воображаемою  средою  н  ваъ  с 
жешя  по  отаошвв1Ю  къ  этоВ  сред'Ё;  отпосвтельвыя  д 
чекъ  совершаются  въ  в'!Ьвоторой  плоскости,  проходя! 
ияерд1п,  и  оритонъ  траэктор1и  об'Ёихъ  точекъ  подоб^ 
подобво  расположены,  пм'^я  цевтромъ  иодоб1Я  точку 
до  вода  траэЕтор!&,  то  онъ  завысить  отъ  вида  функп 

Въ  врик'Ьр^  62-мъ  цевтръ  нвврц1И  системы  такя 
лвне&во  а  раввои^рно  и  првтоиъ,  какъ  вам'Ьчево  в 
раграф^Ь,  каждая  изъ  катерьяльвыхъ  точекъ  овнсывав 
от  в  осп  тельном  ъ  дввжевш  по  отношен!»  къ  вообража 
сред*,  дввжущейся  поступательно  вмЪст*  съ  цеатро 
вс1хъ  эллносоБЪ  совпадаютъ  съ  цевтронъ  ннерцш  | 
случае  относительвое  двнжеи1е  каждоП  катерьяльво! 
ряетъ  закону  люшадеВ,  а  потому  этогь  эакояъ  ян^* 
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Ееля  точки  систенн  не  свободны,  но  связи  не 
лежать  къ  числу  тЪхъ,  которыя  указаны  въ  прнн'Ь! 
б5-мъ,  (стр.  306  —  306),  5в-иъ,  бО-мъ,  (стр.  3 
ТОНЬ,  если  ни  одна  изъ  таквхъ  связей  не  связываег) 
терьяльвыхъ  точеЕЪ  системы  нл  съ  какою  либо  нв1 
нв  съ  какою  либо  точкою  аосторовнею  еистеи'Ъ;  ее. 
силы,  прилохенныя  къ  матерьяльнынъ  точкахъ  с 
взаиннод^йств1я  между  парами  точекъ,  попарно  ра 
вонолохныя  и  направлвнныа  вдоль  по  лиюян'ь,  сое 
нод'Ьйствуюпца  матерьяльныя  точен,  то  законъ 
м^сто  во  всякой  неподвяхвой  плоскости,  даже  и 
резъ  начало  координатъ,  а  такхе  и  во  веяной  пос 
щейся  плоскости,  проходящей  черезъ  центръ  инерц 

Тавъ,  наприм^ръ,  при  двихвн1и  нензк'Бняеш 
(т.  е.,  такой  системы,  точки  которой  связаны  межд; 
мыми  связями),  если  эта  еиетеиа  свободна  и  не  по; 
силаиъ,  законъ  площадей  им'Ьетъ  н'Ёсто  во  всякой  1 
кости  и  во  всякой  поступательно-движущейся  плосе 
черезъ  центръ  инерц1н  системы. 

Есля  точки  системы  связавы  между  собою  тол 
тыми  связями  и  къ  никъ,  крох'Ё  вышеозначеиных1 
придожены  силы,  ваправленвыа  къ  н'Ьноторой  вепо 
законъ  площадей  нав'Ёрно  им'Ьегь  н^сто  во  всякой 
дящей  черезъ  эту  точку. 

Прон'Ьръ  66-й,  (стр.  371).  Въ  этоит.  крпЯ'Ър'Ё  чв! 
четырьин  вевзн'Ьвяеным»  свяэлии  и  притвгпойютса 
натъ;  поэтоиу  законъ  площадей  нм^егь  н'Ъсто  для  п. 
мыхъ  ра1!7сача  вектораицточе1;ъ,  проведеввиии  взъ 
кро111>  того,  въ  этонъ  случае)  законъ  площадей  пм^т1 
отаоснтельвонъ  движевйпсвстеки  во  отвошбн!ю  въ  Н' 
дБлхущеПсн  постувательво  ви'Ьсг'Ё  съ  центромъ  пве 
зд^сь  главвый  хомевтъ  :1адавае]|||хъ  силъ  ковругь  о 
вевъ  нузю,  какъ  въ  этонъ  ае  трудно  убедиться;  гл 
волвчествъ  двпжев1я  этой  снстеиы  вокругъ  центра 
1Ц1ЙСЯ  такъ: 

(».,еч-т,(Р-РЖ 
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Поюхшъ,  что  векзиЪняеиая  система  состовтъ  изъ  п  ма 
ншъ  точевъ.  Представвиъ  себ^  нвввиЪнденхю  среду,  съ 
точки  свстеиы  веизи^вяею  связаны.  Одв;  изъ  точевъ  атс 
обозвачижъ  буквою  Ю. 

Составииъ  выр&кев1е  проекщй  ва  оси  А"",  У"  и  2° 
иаго  юиента  вовругь  точка  Ю  колвчествъ  Д8вжев1Я  невзв 
системы  натерьяльяыхъ  точевъ.  Возьиеяъ  вырахея1е: 

И  подобныя  хе  выражен1я  для  (л»)  в  (л„),,Быразииъ  заклюй 
въ  вихъ  скорости  х/,  ^/,  г^  во  фориулаиъ  (1 42)  страниць 
киненатичесвой  частв,  тогда  получинъ  сл11дующ1я  выражев!я 

М^  =  М(1^,  —  у,\1,  —  {1,  —  1,)у',)-*- 

*(1,',.Р-8^Я-8„П ( 

(л.) ^  =  Щ», «„у,  —{Х, !>'.)  -»- 

+  (/,),« -«„«-«,/ I 

(л.),  =  и((х,  —  x.)у',—  {у,  —  V,)x^)-^■ 

-4-(/.).в-«„р-5„,(г I 

гд*: 

(У . = 2'»'  (<»'  - !'-'"  -^  <''  -  '■>>')  • 
(1у). = 2"'.{''<  - '»'"  -^  <*<  -  "->')  • 

(=1 
•        ^м  =  2*"'*^*  ~  ^-^  ***  ~  ^"*' 
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-*~  в^^  —  ^„^  —  р^, (661, Ь) 

1,)5  =  Мгс^^^  соз  {ш„ ,  V)  —  К);  сое  (№„ ,  В))  -#- 

ч-  С„г  —Е„'р-1)„ъ (661,С) 

,  суть  относительныл  координаты  центра  инерц1и  неизгЁ- 
га,  а  Д.,  Л„,  (7„,  /)„,  Л^„,  ^„—  постоянная  велн- 
аеиыя  сл-Ьдующиин  суимаки: 

С-^  ?**).  •  ■  (662,  а) ,    Ъ^  =2*"*^^'  ■  ■  ■  (662'  *) 

'■=1 

^'-ь  V).  ■  •  ■  (662,  с) ,  К  =2™М  ■  -  •  (662,  Г) 
Моменты  1нерц1и. 

н  А„,  В„,  С„  (662,а,Ъ,С)  называются  моментами 
ш^няеюй  системы  точевъ  вокругъ  осей  ВЖ,  Ю^,  ЮЪ  *)■ 
%омъ  инерит  какой  либо  системы  ттекъ  вокругъ  кй- 
I  Ки  (К  есть  одна  изъ  -Лхъ  точекъ,  череэъ  которва 
ъ)  называется  слпдующая  сумма: 

^  -•-  *»аРг'  -*-....-!-  ж^р^'  -♦-....-+-  *И„р„*, 

■  ■  ■  Рп  *^У^^  ра8Стоян1я  точекъ  системы  отъ  оси  КХ1. 
^иу  ны  будеиъ  обозначать  знакоиъ  {I^^)^,  гд'Ь  значокг, 
I  внутри  скобоЕъ,  служить  для  обозвачев1я  направлешя 


ы  Ок,  Еп,  Рю  иэв'Ёстны  у  авпШскнхъ  авторовъ  аодъ  икепенъ 
нерцги  (ргобис1  о(  шеПЕа). 


'■^'Ш^'^' 
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оса,  а  значокъ,  аоставленный  вн-Ь  СЕобокъ, 
взъ  т'Ьхъ  точекъ,  черезъ  которыя  ось  пр 
■енты  ниерц1я  вокругь  осей,  проходящихъ 
лвльвыхъ  осямъ  Х™,  3^°"  и  2'"  ли  обо 
(/  )„,  (7^)„,  что  уже  в  сд4лано  въ  еонц*  § 
Можевтъ  яверц)и  Еакого  либо  силошна 
выразвтся  внтегралоиъ: 


^^'**^Я[''''''^ 


расарострмвеиныкъ  но  всему  объему  тЪла;  з 
Н1в  длемента  <10  отъ  оси  КТТ. 

Моменть  внерц1Е  есть  провзведвв1е  вз' 
вв;  едивиця  моневтов-ь  иверц1и: 

(едввица  иомевтовъ  иверЦ1и)  = 

яожетъ  быть  разснатрнваема,  вакъ  момее 
точки,  масса  которой  равна  еАнвиц1Ь  и  вото 
Еругъ  Еоторой  составляют*  момевтъ  иверц: 
едиввцЪ  ллвны. 

При  одвомъ  и  тоиъ  хв  отвоснтельвонъ 
стены  между  собою,  иомевты  ввершв  свстеиь 
нм^ютъ  весьма  различный  величавы ;  одваЕ 
зависвмость  неяду  величввами  моневтовъ 
выхъ  осей,  проходяищхъ  черезъ  одну  в  ту  . 
вясйиость  межд}'  величинами  моиеитовъ  ив 
параллельныхъ  между  собою  осей.  - 

§  105.  Завнскмость  между  иоие1 
осей,  проходящпъ  черезъ  одну  ■  ту 
янерц1|.  Главныя  оси  яверц1н. 

Для  ор1ентнрован1я  данной  системы  то 
представнмъ  свб4  неизменяемую  среду,  въ 
т41ло  расположены  и  проведемъ  черезъ  точе 
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нграютъ  существенную  роль  въ  теорш  вращвВ1я  т 
1ин;  считает  нухвынъ  теперь  хв  дать  н'Ькоторнв 
этого  предмета. 

Предстаиинъ  се&Ь,  что  данваа  спстена  мате; 
система  неизменяемая  {вла  данаое  сплошвое  т11д< 
что  она  мохетъ  свободно  вращаться  только  вок^ 
ЮЦ\  такъ  какъ  тогда  угловая  скорость  12  нензм 
теть  быть  наоравдеиа  только  вдоль  по  оси  ЮО 
ному  ея  продолшенш,  то  велачина  главнаго  моне1 
н1я  веизм^няеноП  свстены  булетъ  равна: 


а'^«>л'=(1«).а, 


Л  если  угловая  скорость  булетъ  ранаа  едпялц-Ь,  т( 
лнчествъ  движея1н  веизм-!1няеноА  систенн  будеть 


тШ.- 


Известно,  что  твердое  тЬло,  неиидверженное 
могущее  свободво  вращаться  иокругь  веподвнв 
щаться  вокругъ  вел  поннероЕн  съ  постоянною  ^ 
тою,  которая  была  сообщена  ему  ударомъ  пла  ка] 
ствовавшнмн  на  него,  во  прекратившими  свое  д'Ы 

Поэтому  иоаспо  дать  следующее  опрвД'Ълев1е 
шени  (669)  вь^кчжаетг  величину  ^лавна^о  моли 
жен1Л  нензмпняемой  системы,  вращающееся  по 
Юи  съуглов1»о  скоростыо,  равною  единицп;  тер] 
ненэх^ияемой  системы  ючекъ  вокругъ  ос»  ЮГГ» 
рахен1е  этого  онред^лев1н. 

«Эллвисоидъ  пнерд1Я»,  который  сл-Ьдовало  бы  1 
моментовъ  инериш,  нмЪетъ  существенное  значе! 
твердаго  т^а  вокругъ  веполвнжвой  точки  по  н! 
жены  твердаго  гк1а  будегь  показано,  что  ири  э 
соидъ  янеркш,  нн^я  аенодввжвый  цевтръ,  катит 
вЪкоторой  ненодввявой  плоскости. 

При  такомъ  движеиш  угловая  скорость  тве] 
воря,  ве  сохранаетъ  аензм^внаго  иоложеви,  ни 
вространств^  за  псклв>чев1емъ  тЪхъ  случаевъ,  I 
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.вдева  по  одноВ  взг  трехъ  гдаввнгь  осеб 
|ращев1е  тЬха  по  инерц1н  будетъ  проды- 
постоявЕОю  угловою  своро«тью  в  ЯП  ось 
I  Баправ1ев1е  въ  проотранств'Ь;  вотъ  почежр 
рц1В  вазываются  главными  осями  «мерию. 
т  будетъ  раэснотр'Ъно  въ  гдав%  о  дввжев1н 

I  центра  внерц1в  (данной  системы  точекъ) 
*длипсоидомъг1нериш,тх&ввак  осв  его— 
осями  инерщи  данной  свстена,  а  хо- 
вокругъ  этихъ  осей  СЕд,  СУ  о,  02.^  — 
моментами  инерщи  данной  снстенн. 
Ц1И  данной  С1стеми  точевъ  вокр^гь  осв 
ентръ  инерщи  втой  систены,  выразится 

2Г^Х^  -^-  Э^11>  -ь  6,V^ (вТв) 

гы  главнЕи  центрадьяыя  оси  инерщи  СН,,, 

между  ионентип  1нерц||  вожруп 

Ю  проведена  канал  либо  ось,  а  черезъ 
[,  ей  параллельная;  возыенъ  С  за  начыо 
—  за  Еоордннатную  ось  СТ.,  плоскость, 
и,  —  за  координатную  плоскость  2ХЖ 
ь  (1^^  юиентъ  ннерщи  данной  системв 
.)„  иоменть  инерщи  ея  вонругъ  оси  Ю2.^ 
■К  между  осями, 
гы  вокругь  осей  СТ.  и  Д)2,  выразятся 


,,  (/5).  =  _^т;((б(-Д)'~ь71,^)' 
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пом^ъднюю  хе  суш;  нохяо  предеп 

во  тякъ  Еавъ  точка  С  есть  центръ 
во  второгь  члвв%  второй  части,  ра 

и  вообще: 

(/.)*  =  (/.) 

Еслг  ба  всЬ  ТОЧЕН  данной  си 
цввтр%  виерц1в,  то  иоментъ  инерцп 
вевъ  произведен1ю  Л/А^  Выведв! 
хаетъ,  ЧТО  моментъ  ин^тт  даю 
оси,  непроходящей  череи  центрг 
ставленной  «за  момента  инерт 
ралдельной  оси,  проведенной  чере 
момента  инерти,  который  <МС'> 
вел  сосредоточена  въ  своемъ  ценп 

Между  величинаиЕ  номентовъ 
двухъ  оараллвльны1ъ  осей  КХТ  I 
иверши  С  на  разстояшяхъ  Л  и  А, 
мость: 

(Мое.  иверц.  вовруть  I 

^{Мои.  иверц.  вокругъ  < 

Между  ноневтами  инерщи  вокр; 
осей,  Еоментъ  инерц1и  вокруп.  той 
иверцш,  ИЕ'бвтъ  величину  ваинвЕьш 

{ 107,  По  центральиымъ  г 
ИБерц1й  могугь  быть  опред!] 
вс^хъ  прочнхъ  точкахъ  прост] 

Зная  направления  главныхъ  I 
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Есла  однородное  сплошное  т^о  ии'Ёеть  три  взаиино-оерпеи- 
роол  плоскости  си1иетр1и  (Еоторыя  проходятъ  черезъ  центръ 
О,  то  аервс1&чея1Я  этихъ  осей  суть  главныя  центральння  оси 
[  т4ла. 

Если  ыЪ  ТОЧЕН  сиетенн  находятся  въ  одной  плосеосп  ел 
:ое  т^о  И11'!^тъ  вндъ  безконечно-тонкой  олоской  пластенш, 
всякой  точки  8Т0Й  плоскости  или  пластинки  одна  изъ  глав- 
сей  инерщи  перпендиБуляриа  въ  плоскости.  Бели  эту  плоскость 
ь  за  плоскость  2  У,  то  для  вс^Ьхъ  точекъ  снстеив  или  злеяен- 
яастинки  координата  ^  =  О,  а  потожу; 

Л  =  -^*=2«^-  5,=  ^',=2«^, (709) 

%'^=Ут^а^^-^^у')  =  Л\-^Б'^, (701) 

1)л=0,  ^4  =  0,   Р^='^тх1/. 

Если  систеха  натерьядьннхъ  точекъ  их^тъ  ось  симиетр1и  кл 
ое  однородное  тЬт  есть  тйло  вр1щев1я,  ю  во  всякой  точе^ 
петр1Е  зллипсондъ  иверц1и  есть  здлиасоидъ  вращев(я. 
ращалмся  къ  прииЪракъ.  Прежде  всего  приведеиъ  н^кеолько 
овъ  вычисленш  главныхъ  цевтральяыхъ  юиентовъ  инер|рк 
ыхъ  однородиьаъ  т'Ьлъ,  ии^ющихъ  три  вваиино-перпендик;- 
плоскости  еиниетрш.  Въ  втихъ  случаяхъ  удобшЬе  всего  вн- 
1  сл'6дующ1я  величины  по  сл^дующЕКЪ  форнуламъ: 

Щ'^  =  с  |'[[гй|(гуе  =  2а  к'Я^^^, (702, 1) 


1У!??-'  •*'***>^5да!^г* 


Всл^дств1е  си1)1втр1я  т'Ьла  воЕругъ  оси  вращен1д,  нихесл^дую* 
Щ1Д  величины  равны  между  собою  н  лотоиу  равны  полов1Ш^Ь  6^. 

2^'.  =  23'с-|б,;.... (709) 

наЕОнецъ  моментъ  шерцгн  тЪла  воЕругъ  всдеой  центральной  аква- 
торьяльной  оси  равеаъ: 


% 


=  ?8^  =  ак'д^й1;~^-^% (710) 

ПрииФръ  89-й.  Главные  центральные  коментн  инерц1н  цияндри- 
ческой  круговой  трубки;  длина  трубки  2Н,  радтусъ  внутренней  поверх- 
ности В,  толщина  ст1|аки  к. 

Въ  вырахенш  (708)  надо  интегрировать  по  р  въ  пред'Ьлйхъ  отъ 

Д  до  (В  -н  й)  и  по  ?  въ  пред*яахъ  отъ  ( —  А)  до  (-•-  й). 

6,=  у(22г^-ь2ВА-1-й^);   а1^  =  93^  =  Ж^-н^-6^. . .  .(711) 

Први'Ьръ  90.  Г^аввые  центриьиме  ноиенты  инершн  кольца  съ  кру- 
говинь  мерад10вальвымъ  сЁченхенъ;  рад1усъ  с^ченЫ  кольца  =^1  рав- 
стоавЕе  цевтра  с^чев1я  до  осп  вращен1я  =М. 

Главвые  цеитральвые  ионевты  внерщн  одЕОродвнхъ  площадеК  (по- 
верх ноет  наа  влотвость  х), 

Ярпн^ръ  91-й.  Площадь  дллнвса; 

ъ 
а^  =  4к  |ат)3|/1  _^^ йт)  =  каЪх ^  =  М^ 

93,=  Ж^";  6,  =  Л^^ (713) 

Пр11к1|ръ  92-А.  Площадь  прямоугольввва;  дхваи  сторовъ:  2а  и  2Ъ. 

-  а.=лг|,  я,=лгу,  б,=жг1±1" (714) 


ДД15»»- 


А^А^К,  &  выражевш  эшхъ  ноне 
щаго  прни^ра;  такъ  что: 

гх4  2  есть  хжнва  А^Е;  но  такъ  к| 
ряжается  половиною  провзведеви 
д1||  внразвтся  такъ: 

I   =  —  (1 

.   Это  вырахен1е  иожетъ  быть  в 
домк 


^         3  Ь*,       2 


а  это  внрахаетъ,  что  иомеятъ  вв 
ноневту  вверщн  снстены,  состоял 

м 

пассы  которагь  раввы  -^  н  кото] 

треугольнвка. 

Центръ  вверц1в  этихъ  трехъ  ' 
иверц1н  в^0|цадв  одвороднато  тре 
давваго  1реуго1ьввка  вокругъ  ва) 
бы  то  ви  было  вавравлеи1в  в  про 
точку,  равняется  мокеату  нверц1и 
ныхъ  точекъ. 

Прнн'Ёръ  96-й.  Квадратвчвнв 
анка  вокругъ  вершнвк 

Ивъ  фориудъ  (692)  с^'Ёдуеть, 
равевъ  сунн!  иокентовъ  янерц1е 
кругъ  ввавиво-первевдикулярвых! 


')  Если  x^у^ ,  х^^,  а^,  суть  коор^ 
дикаты  цевтра  виер111и  его  площади 

«1-1- !С,  2  1  1  , 

с  —       2       г'*'"^»  Ь  —  3  ^*1' 

такъ  же  выражаются  и  координаты  I 
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ГЛАВА  ГХ. 

Занонъ  живой  силы. 
§  112.  Составлен1е  д|ФФеренц1альнаго  уравнен1Я. 

Съ  тремя  дифференщадьныни  уравнешями  движешя  (517)  §  70 
каждой  изъ  точекъ  системы  поступимъ  такъ,  какъ  показано  въ  конц'Ь 
параграфа  21-го  (стр.  86)  относительно  составлешя  дифференщаль- 
наго  уравнешя  (111);  зат'Ьмъ,  всЬ  полученныя  такимъ  образомъ  ра- 
венства аожимъ,  тогда  будемъ  гагЬть  сл'Ьдующее  дифференщальное 
7равнен1е: 

д=2(^л'*  Ул'-  ад)  *  м.,)  (^  -  §)  - 


1=П  1=П 


^=  т2»».-^*^  =  \^Щ[{<^:Т  -*-  ^У^У  -^  (^-Т]  • .  (535) 

Ь=1  г=1 

есть  сумма  живыхъ  силъ  всФхъ  точекъ  системы  и  называется  жи- 
вою  силою  системы  (какъ  уже  сказано  на  стр.  365-й)  или  ки- 
пешическою  энерггею  ея. 

%  113.  Свлы,  ин^Ьющ1я  потенц1алъ. 

Обратимъ  особенное  внимаше  на  т'Ь  случаи,  въ  которыхъ  проэк- 
Ц1И  на  оси  координатъ  всЬхъ  задаваемыхъ  силъ  суть  функщи  только 
координатъ  точекъ  и  притомъ  ташя,  что  сумма: 

Ж^Ох^-^  У^Лу^-^  г^Лг^-ь-  Х^Лх^-^  У^^У^-^  ^з^^а"*" "*"  ^п^^п 

или,  что  то  же  самое: 
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фунЕ1ЦЯ,  выражающая  положительно  взятую  величяву  отталкиваю- 
щей силы,  л1Ы1етвую11[ей  ивъ  центра  0^  на  точку  т^. 

И  таЕЪ,  къ  шищой  точк'Ь  системы  прилоасевы:  силы,  действую- 
щая со  еторовц  орочихъ  точекъ  и  силы,  Д'Ьйствующгя  со  стороны  не- 
подвижныхъ  точекъ;  зная  всЪ  функц1в  ^,3,  Р^,,. . .  .Р^ву  ■  •  -^п  * 

(р,з, коасеиъ  составить  выражения  для  X,,   У,,  2^,  Х^,. . . . ; 

вапрш'Ьръ,  Х^  выразшса  сл^ющею  суммою : 


поатоиу  сумма,  заключающаяся  въ  первой  части  равенства  (722), 
выразится  такъ: 

первая  язь  этихъ  сумиъ  заключаетъ  '-^^^  члевовъ,  соответственно 
чмслу  сочбтан1Й,  который  можно  сделать  изъ  п  точекъ  по  дв^;  г  есть 
Бахдое  взъ  чиселъ:  1,  2,. . . .»;  ^  —  тоже  одно  изъ  этихъ  чвселъ, 
но  не  равное  ^, 

Потеящалъ  всей  совокупности  сидъ  выразится  следующею  суммою 
интеграловъ: 

^ = 2  к<'-»)*«  *2  2  \ьЫ'1'«. (726) 

V"*'  й=1    1=1"' 

Если  центры  0^,0^,. ..  .0  суть  движущ1яся  точки,  совершаю- 
щая даниыя  двиявшя,  то  координаты  ихъ  х, ,  у^ ,  г, ,  х^, .  .  . .  г^  бу- 
дуть  данными  функфями  времени;  въ  этохъ  случае  потенщалъ  силъ 
также  выразится  формулою  (736),  но  это  уже  будетъ  функщя  не 
только  оть  координатъ  матерьяльныхъ  точекъ,  но  и  еще  отъ  времена, 
которое  заключается  въ  выражен1яхъ  координатъ  х,,  у,,  грХз,.,..2  ; 


^^^7ЙП<.Л>,,  *^    -    •  -     -•+-^^•^     .^■:-     ■•■^'-^■1^:^,-:~^:Я,   ^-'-«^^  **:^  Й,|?^  '  р^^- ^Г>  г 
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Прих'^^ръ  62-й  (стр.  326  —  327).  Полное  р'1шев1е  требувтъ  опред*- 
ден1а  вп  интеграловъ  съ  такимъ  же  чисюмъ  постоянвнхъ  производь- 
ннхъ.  Такъ  кавъ  центръ  внврц1и  системы  движется  прямодвнейно  и 
равнои'Ьрно  и  двфференц1альныя  уравнев1Я  отвосвтедьнаго  дввжен]я 
каждой  точки  ии'Ьютъ  виДъ  (648)  стр.  463,  то  вс%  6п  внтеграловъ  мо- 
гутъ  быть  найдевы,  и  С1']^довате1ьво,  р']^шев1е  задачи  иожетъ  быть  дове- 
дено до  конца.  Составпвъ  .6  интеграловъ  движения  центра  инерцш,  надо 
будетъ  получить  еще(6п  —  6)  интеграловъ,  интегрируя  дифференщальныя 
уравнешя  относительнаго  движенхя  (п  —  I)  точекъ.  Объ  томъ,  что  каж- 
дая точка  въ  относительномъ  движеши  описываетъ  эллипсъ,  было  уже 
упомянуто  на  стр.  463  и  467. 

Въ  этомъ  прнм'Ьр'1  силы  им-Ьють  сл']^дующ1й  нотенцхалъ: 

а  потому  законъ  живой  силы  выразится  зд'1сь  такъ: 

Прим'^ръ  63-й,  стр.  327.  Система  состонтъ  нзъ  двухъ  свободныхъ 
точекъ^  движущихся  въ  плоскости  ХУ,  поэтому  число  независнмыхъ  ко- 
ординатъ  равно  четыремъ,  а  число  искомыхъ  интеграловъ  —  восьми. 
Четыре  интеграла  выражаютъ  прямолинейное  и  равном1}рное  движете 
центра  инерщи;  пятый  интегралъ  выражаетъ  законъ  живой  силы: 

1  {т^  -#-  т^/  -4-  ^  гг/-+-  ^  и^—  ^ш,т^  агс%  ^1^  =  а. 

« 

(Предполагается,  что  силы  направлены  такъ,  какъ  изображено  на 
чертеже  40-мъ). 

Этотъ  интегралъ  можво  представить  еще  такъ: 

^*  —  а     ""^^     агс1г  "^^  =  (     ^      —  ^'\5^. 

Вместо  интеграла,  выражающего  законъ  площадей  въ  относитель- 
номъ движен1и  точки  т^ ,  получимъ  слЪдующШ  интегралъ: 


31.  Дв^  натерьальЕыа  точка,  массы  которых! 
иаходятся  внутри  ко1Ьпеобр»зноВ  товвоВ  01В( 
Е01Ы1а^);  ов1  связаны  упругою  ннтью,  тоше  П01 
дднва  нов  внтн,  въ  ватураяьвоаъ  состоявши,  рав 
трубки.  Трубка  (иассаЖ)  легнть  на  гладкобю 
по  которой  нохетъ  скользить  безъ  всакаго  тр< 
невтъ  пить  растянута  на  столько,  что  об'Ё  точке 
другой  въ  точк1  А  трубки;  какъ  овЪ,  такъ  в  тру 
моиевтъ  въ  иоко'Ь,  а  зат^иъ  систена  предостав^ 
чену  равваетсн  отвошеи1е  кинетической  виерпн 
нетнческоО  энерпи  всеП  свстеиы  въ  тогь  момен' 
натура! ьаув>  длину. 

Приненъ  начальное  полохен1в  центра  кольщ 
ныхъ  коордиватъ,  лывш  ОЛ  —  за  ось  2;  из 
Бозькекъ  въ  цввтрЪ  Ю  кольца,  который  будетъ 
самое  кольцо  будетъ  двигаться  иоотуиательво, 
обФ  точки,  будетъ  всегда  вераеидввуларна  къ  ос 
лохимъ  такъ,  какъ  взобраяено  на  чертехЪ  7Ъ-а 

Такъ  какъ  цевтръ  ииерц1и  всеА  системы  нег 
ныв  точкн  остаются  на  окружности:  ^*-«~^^^ 

(М  -+■  2тУ„  'Ь-  2тё'  =  0 ,    1)'  = 

Въ  разсиатрнваениВ  номентъ  ^  отпосвтся  в- 
ветическая  анерг1а  об'Ёихъ  точекъ  окажется  рав 

Ц(х'.  -^  гу  н-  (V)") = ,щ^^  (Ж'-*. 

а  кпветнческая  энерг1я  всей  системы  —  раввою 

32.  Дв'Ь  катерьяльныя  точки  т,  вш,  связав 
имеющею  длину  I  и  проходящею  черезъ  точк 
кается  къ  О  сплою,  обратво  иророрд1ов(кльпо1 
Решить  воиросъ  о  двихевш  втоВ  системы. 

Эту  задачу  можно  рЪшить  сл'Ьдующвмъ  обра; 

Къ  точкЪ  т,  ирилохена  свла,  наиравлеввая 

связв:  I  —  ?, —  ?а^0,  наиравлеивая  туда  же;  и 
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И  тавъ  для  того,  чтобы  свлзать  нехду 
чекъ,  требуется  (Зп  —  6)  связей,  выражак 
дующаго  вида: 


а  О0Т01У  число  стеоенеК  свободы  такой  сес1 
к  =  3п  — (3«— 6): 

Тасъ  Еакъ  »  =  6 ,  то  таково  же  число 
нешв  двихепя  такой  систеин,  незаключаю! 
рахаеяыхъ  стержней,  которые  дЪлаютъ  сисп 

Эти  шесть  уравнен1Й  легЕО  ногутъ  бы 
примемъ  во  внимание,  что  реакция  вообража 
равны,  пряиопротйвоположны  н  направлены 
какъ  БЪ  этомъ  случа^Ь  вх'Ёетъ  «11сто  соец^а^ 
жвн1я  центра  инерц1я,  упомянутая  ва  стран 
главнвй  иоюнть  реакщй  связей  равепъ  нул 
С1^дующ1Я  уравнензя: 

»=1  1=1 

Эти  же  саныя  ураввен]Л  иотутъ  быть  I 
текъ,  а  именно  взъ  равенства  (567)  стр.  3 
д'Аланбера;  для  этого  надо  выразить  возмоз 
точекъ  нензн^няеиой  систены  помош1ю  нФе 
иыхъ  варьящй,  а  зат'Ёнъ  приравнять  нулю 
ц1й  въ  равенстве  (567). 

~  За  8ТИ  независииыя  варьящн  хы  нриис 
какой  либо  ТОЧЕН  Ю,  неязн'Ънно  связанной 


сила  т1^а  и  про8Бц1и  на  оси 
.  лвихен1я  вокругь  центра  не 

Г=  -^Лй;/-ь-^(Щу-ь!8/-ь6/) (769) 

огда  дяффереЕщадьння  7равнев1д  (758)  получать  сл^Ьдрфщй 

Я.|  =  вКа9 -6,)-ь(Д.)5 (762,8) 

^Л  =  '^^с-К)-^(-^\-  • -(76^ 

6.|;  =  М91-(^е)-ь№)с (762,е) 

ги  дифференц1альныя  ураввен1я  называются  Эйдеровии  двф- 
цальнымиураввен1яии  вращательнаго  дввЕен1Я  свободнаго  тЪдв 
■ъ  центра  инерцш. 

ффвренц1а1ьн11я  уравневй:  (616,  А)  в  (768)  могутъ  быть  вывелевы 
[Ъдующниъ  образонъ. 

1В11^нивъ  Еъ  свободвову  твердоиу  гЁлу  равевство  (567,  А),  прв- 
ое  въ  §  78-11ъ  па  стр.  396,  зан'Ёнпиъ  варьяц1н  Ьx^,■  Ьу^,  &г,  вы- 
ями (750),  тогда  Е  п   первая  сумша  этого  равовства  вырээнтсл 

1^ш{Р^,&^)  =  В^„сч&(В,1„)-*-Л„0ш{Л„,ву, (763) 

у  суиму  Е  можно  представить  еще  такъ: 

=  М{а.^ч„  С08 {е„Е)  ч-  Эгб„  соз (в Д)  ■+■  у^с^  соз  (б«2))  -н 


,||РЛ1  ■  «"^г™^"' 


а  есхи  зам^вныъ  пронзволнна р,  ^,  г  выражен1Я11и 
лзгяаемынн  взъ  двфферевц{иьвыхъ  ураввевхй  (763,  Ь 

Рв'  -^р=в  ^"••■*7те~'""' 

подраэук^вая  иодъ  л,  ^  а  •^  сл^дуюпОн  выряхев1а: 
О        ал        а 2А        в  2 

«—  И      е»Р— а      8'Т— ( 

Поиощью  этшсъ  ведвчивъ  а,  ^  «  -^  иогутъ  быть  I 
ы,*,  о,*,  ид*,  виевво: 

о,з  =  Л*  — р7,   <  =  В"-ьау,   «/=2? 

Выразввъ,  въ  (797,  Ыа),  косввусы  X,,  [1^,  '^^  въ 
11111  (791),  зои^вивъ  р*,  §•,  г'  ]<ирвкен1лип  (781) 
выри[ен!аин  (799),  и  привявь  во  ввпиаайе  сл'Ёдую1ц 

щ(в — ш) — а(б  -  Я)  и- 6(93 — а 

«^(е  -  8)  -  ща — Я)  -«-  е»(в  ~  м) , 

№-»)№-«)(8-а)        ~   ' 

оолучвиъ: 

рд' — вр'  =  та'  —  №)— а? 


§=''-г»««'^- 


Такова  форира,  ва&девван  Поавсо. 

Ви^сто  со1([^  ножно  ввести  въ  вгу  фориуду  вен 
тора  г  эрп01од1в,  вроведевваго  взъ  точки  иерес^чев! 
ваправлеп^ехъ  навваю  иомевта  Еоянчествъ  дввхв! 
д1усг  векторъ  г  н  разстолн1в  2>  суть  катеты  вряно] 
вика*  нк^ищаго  гвпотевувою  рад1усъ  векторъ  э^^п 
правдевныП  вдоль  по  нгновевноВ  осв,  то: 


x  =  ^^ч  =  ^п^ё'^!  =  ^У^'  —  Е'^, 
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1улы  (787),  (788),  (792)  дадугь  ф  =м=и*,  р  =  0,  3=0 
^^0;  очевидно,  вто  есть  случай  вр&шев!я  т4ла  вокруть 
евтриьнаю  алипсоида. 

в-'  не  равно  2^^,  но  бол^е  2А®^,  то  законъ  вращенЫ  вв- 
|р11у1амн  (784)  — (788),  (792),  (793)  н  (794,1);  иостоявная 
корней  Уа,  УЬ,  т/с  долавы  быть  опред^иевы  по  ввлв- 
аваиъ  начальныхъ:  р„,  д^,  г^. 

0^:=^2кЪ^,10  законъ  вра1цен1я  виражаетса  форму1ЯИВ 
,  (793)  и  (794,  3);  нвъ  форвулъ  (790)  видно,  что  орв  во- 
о  беэЕовечностн,  ведичнвы  р  а  г  првблпжавхгся  къ  вудю, 
:  пУЬ,  го  есть,  къ 

овенная  ось  асспиптотическо   ирнблажается  къ  совподея!» 

1ьною  П111  съ  отрвцательвою  осью  У. 

«мъ   водразуи^вять  подъ  п  лоловитедьпо   взятую  выичнну 


»=^|/« 


-^с)(»с-Яе)  . 


I    корвеб  у^а  и  у'с  опред'кится   во  виакавъ   вачалБНнхь 
и  г,,  какъ  это  видно  иэъ  равеаствъ: 

^к.=  ^^  =  т-?==, .(804) 

евства,  а  также  и  следующее: 

!.  =  »">' Г^ (805) 

нзъ  фориудъ  (790)  при  (*  =  0)). 

;нствъ  (804)  слЪдуетъ,  что  знакъ  корня  У  а  должевъ  бнть 

о  звакокъ  ведвчивы  р^  и  авакъ  корвя  Уе  —  одннаковъ  ее 

ичнвъ  г^;  внакя  ведачииъ  р  п  г  остаются  нензуЬвнвжн  во 

}вжен{я. 


считать  п  поюжитедьвыиъ;  въ  снду  этого  усдови 
на  Д1Я  }  ((790),  стр.  558)  сдфдуетъ,  что   прв   воэрасгвв1в  ( 
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Ес1И  вращен1е  происходило  вокругъ  средней  оси 
весьма  малаго  толчка  южетъ  повлечь  за  соСЕою  разл! 
Аввхен1Я  тЪла,  въ  зависиностн  отъ  того,  по  какоиу 
деть  отклоиевъ  изъ  точки  Ь  ковецъ  нгновевной  ос1 
аеренесъ  этотъ  конецъ  изъ  Ъ  въ  8,  или  въ  8^  (ся.  ч 
дальн'Ьйшеиъ  дввхен1и  ковецъ  нгвовевной  оси  буле1 
къ  точЕ'Ь  Ъ;  а'Ьдовательно ,  отклонен1е  угловой  еко 
изъ  втихъ  двухъ  направлев]й  влечетъ  за  собою  пос 
вееыа  модлевное,  возвращев1е  ея  къ  оси  У"  .  Нап 
н!е  конца  мгновенной  оси  изъ  точки  Ъ  въ  Д,  или  к^  I 
дальнейшее  удаленхе  его  огь  6 ;  если  же  толчекъ  о: 
мгновенной  оси  изъ  Ъ  въ  ^'1 ,  к^,  щ  или  въ  п^ ,  то  дал 
щете  этого  ковца  совершается  по  полод1ямъ,  изобра 
техЪ;  при  этомъ  отклонек1е  угловой  скорости  отъ 
Еовповъ  д'Ьлавтся  весьма  заи'Ьтвынъ  и  вращен!е  тЪл1 
сходство  съ  вращев1емъ  вокругъ  оси  СЬ. 

Следовательно,  вращение  вокругъ  оси  СЬ  им^ег 
рактсръ  только  тогда,  когда  угловая  скорость,  откло! 
остается  въ  плоскости  рьр',  при  отклонензяхъ  хе  г 
внгь  ваправлен1ямъ  вращеше  оказывается  неустой 
причине  средняя  ось  пнврц1и  и  называется  осью  не. 
1цев1я. 

§  122.  Вращательное  дв11жен1е  по  киерц! 
даго  г^а,  центральный  эллннсондъ  вотора 
сондъ  вращен1я  шлж  шаръ. 

Бели  93^  =  Яд,  т.  е,,  вллипсоидъ  ииерщи  есть 
щев1а,  то  вращательное  двихен1е  по  иверц1и  получе 
той  видъ,  потоку  что  какъ  полод1и  такъ  н  эрполод! 
ми,  следовательно,  уголъ  ф,  составляемый  осью  2. 
главваго  момента  количествъ  двихен1я,  будетъ  еохр 
велвчвву,  а  поэтому  и  проэкщя  главнаго  момента 
(Еудетъ  постоянна;  но  такъ  какъ: 


Воэьнемъ  за  точку  А>деатръ  янершн  С  т^ 
м;!'^  (46)  кнвенат.  части,  тогда  17  ввразвтса  ' 


и  к  есть  ивтегралъ,  вырахаюпио  количество  т 
такъ  вакъ  во  всвЕОяъ  -Лж^  столько  же  сФвераа! 
ско1ЬКО  и  юхнаго,  то  ^=:0. 

Величины  Л^,  А^,  А^  аавнваются  проэкв 
нагвнта  на  оси  8,  У,  2;  ввлвчнва: 


=  -|-У,4И-*~Л^'-|- 


ваэнвается  магвитвымъ  коиевтомъ  нагнита,  I 
евивавнов  съ  т^ломъ  н  составляющее  съ  осями 
которыхъ  равнц  отвошевЗят: 

А1       А^      Л^ 


иазвваетсл  направлев1енъ  нагнитвоб  оси  магв) 

Оавачал  черезъ  А  ааорав1еЕ1в  кагввтвой 
развть  XI  тажг: 

а  если  взять  вааравдеа1е  >1агн11тно&  осп,  вро 
пверд1и  С  твердаго  тЬла,  за  ось  2,  то  вотевш! 
ва  ]1агввтъ,ваходящ1асн  въ  одвородво-нагвитн( 

г.  «т  1}  есть  функц1я  т01ЬК0  огъ  ф  п  притоиъ: 

следовательно,  главвый  векторъ  этнхъ  силъ  рак 
невгь  шгЪетъ  нпвравленЕе  вротнвополоквое  ил 
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>ин§ръ  102-й.  Эдеиенты  твердвго  одвородвато  шара  прнтатвваюти 

ч&му  Еоордннатъ  сидаии,  д1|йствующн11И  по  закону  та10т1в1я.    Со- 

гь  выражвн1е  110Т9ВЦ1ада  всей  совокупности  атвхъ  сихъ. 

вашнъ  черезъ  ^  ведвчяву  притягивающей  пассы,  находящейся  въ 

Е)  коордиватъ   и  черезъ  е  общзВ  хиохятедь  сидъ  твгот'кяхя  (сн. 

цв)  стр.  182). 

[1Тввц1адъ  нрятлжеви,  врвюженнаго  въ  вдеиевту  объена,  равевъ: 

есть  вдотвость  вещества  т'Ьла,  а  г  — разстоян1е  эденента  ЛО  отъ 
а  воордваатъ. 
автону,  потенц1алъ  этнхъ  свдъ  ва  т^о  какой  дпбо  формы,  выра- 

янтеградомъ: 


^='# 


ЛО (811) 


атегр11рован1в  распространено  по  всему  объема  т^а. 

усть  притягиваемое  чЪло  есть   шаръ  однородной  шотвоетв  и  ра- 

Е. 

Ш^викъ  г  сд^дующинъ  выражен1емъ: 


^  оааачаетъ  разстоян1е  центра  иверц1и  С  (онъ  хе  цеитръ  цоверх- 
шара)  отъ  прнтагивающаго  центра,  р  —  разстоаа1е  эдемента  АО 
:[ентра  С,  9~~7годъ,  составдяеный  меяду  собою  навравдениш, 
|денвыин  взъ  С  въ  лритлглварщеку  центру  и  хъ  эдементу  с20.  Ви- 
[ъ  ЛО  въ  сферпчесБихъ  коордвнатахъ  (стр.  434),  нодюсъ  которнхь 
въ  точеФ  с,  а  подярная  ось  направлена  по  дннйн,  соеднняю'щей  С 
>й1Ягивающимъ  центромъ.  Интегрировать  придется  въ  сд^дупщихъ 
1лахъ:  ЛО  р  отъ  пуля  до  В,  по  9  отъ  нудя  до  тс,  по  ф  отъ  нудя  до 
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ъ  центронъ  не  р1атврьйльн7п  точку  кассы  М,  если  бы  ова  ва- 
I  оъ  центре  шара. 

I  т^ю  одаородвоО  адотностн  нк'Ьетъ  не  сфвркчесжую  форх}*,  то 
иоментъ  (вокругъ  центра  пверц1я)  притягнвающокъ  свлъ  ве 
завенъ  ну1ю. 

н^Ьръ  103-й.  Предполагая,  что  вещество  твердаго  т1к|а  распою- 
имиетрпчао  отвоснтель&о  трв1ъ  взаинно-верпеилнкулярнн» 
гей,  пересЬкаюшихся  въ  его  центра  аверЦ1Е,  н  что  раэстояв1еГг 
шлвво  сраввительво  съ  раа]гЪрака  гЬла,  составвть  орвблвжен- 
ахев1е  потевщвда  О  (811),  превебрегоя  четвертыми  в  выспшив 
■в  отвошев1В  иежду  раз1гЬрЫ1н  т1иа  в  разстояв1емъ  г^ 
1Вжъ  съ  того,  что  раиожинъ  отношев1в  (г^ :  г)  въ  радъ,  распо- 
|В  во  возрастающвиъ  стевевянъ  отвошев1я  (р:**,)  в  отбросвжъ 
аиючаювие  четвертая  н  внсш1Я  степевв  этого  отвошевЫ. 


1.3.5    1 
~2.4.6 


■н1со8у-^^'!=°7'^-*-$ 


5  сов'  ф  —  3  С1 


ь  9  есть  уголъ,  составиемнй  ваправ1ев1енъ  р  (предпоигая  водъ 
аправ1вв1в,  ороведевное  ваъ  С  въ  меиевту  30)  съ  вавравле- 
>оведенв1а1ъ  ввъ  С  въ  вратягввающеб  точк^. 
иенъ  1ВВ1В  верес'6чен1я  плоскостей  свинетр1в  твердзго  тЪлл  за 
■,2  а  означввъ  черезъ  X,  [л,  V  косинусы  угловъ,  соетавляехнхъ 
вавраиев1еиъ,  вроведенныиъ  ваъ  орнтягнвающаго  центра  къ 
[верц!ц  С;  тогда  р  сов  ф  варазител  такът 

рС08  9=— (Х| -1-1111 -+-у5). 

выражвв1е  водставвмъ  въ  вредндущ1й  рядъ,  а  са«ый  рядъ  — 
сегралъ  второй  части  равецства  (811);  при  ввтегрвровав!»  » 
ъему  т*ла  обратятся  въ  нудь  чдевы,  заа»)чавш]е  ё,  т),  ;  дявей- 
'азоиъ,  вотому  что  центръ  внерщв  есть  начало  вооряватъ  ^ 
1ТЯТСЯ  такхе  въ  нуль  вс*  члевы  третьей  стеневц  отвосвтельво 
отожу  что  плоскости  воорднватъ  суть  плоскоств  С1П[нетр1в  т*1а; 
оставетсд: 


^  =  Нт*'-^) (814) 


къ  оеб!, 
»лолхее1< 
иисость  ке 

ф  уго^ъ, 
—  1й}11ее' 
«чкн  К  т 
СКл  че; 
:ъ  сд^ю 


пянъ  (81: 


1ел1ь  импп 


МОбЖИО 

иены  раз 


"юженными  къ  нему,  моокетъ  быть  разложена  на  дт.  части: 
I )  на  р^оту 

. еоз (В,0  =  51. 2 ^1-^^!'. 2  ''<-*-'■'-  22„.  .(827) 


ршаемую  ими  въ  поступатемной  части  п^>емтыцен1я  « 
2)  на  работу 

=  (Л)5«?е  -^  (-^-)/,  -^-  (•^Д^^'с (828) 

ршаемую  ими  во  вращательной  части  пер^м>ьгцвнгя  тгьла. 
^1и  ВОВ  совокуввооть  задаваеиыхъ  се11ъ,  прилохенвыхъ  къ  твер- 
1±1у,  ин'Ъетъ  потввц1(иъ  II,  который  вырахеаъ  въ  внд^  фувкпш 
ж»,  У»,  •?».  ф,ж  а  9,  П1Н  отъ  1„,  у„,  ш„,  \^,  р.,,  V^,  Х^,,  11.^,  у^, 
I,  V,,  ТО  аденентйрваа  работа  свдъ  ва  постувательноВ  части  воз- 
1аго  оврвмЪщен1а  т^ла  ноже1ъ  быть  внрахена  такъ: 

ыу  что  частныл  оровзводиыя  отъ  и  во  г„,  у»,  2»  ыырахаютъ  про- 
I  павваго  вектора  В  ва  осв  Х"\  У"*  н  2™*  (си.  (806)  стр.  575). 
вторая  часть  рввевства  (829)  вырахаетъ  врира111ев1е,  по1учае11ое 
;ц1ею  и  орн  постуватедьноыъ  перек^щен^и  всего  твердаго  г1аа  на 
у  Б»;  поэтому  вровв|Ця  павваго  вевтора  В  ва  вапраа1ев1е  с.  вв- 
штса  отвошев1е1|ъ  ирвращен1Я,  аолу^аемаго  поте&ц1апвою  фувк- 
II  при  поступатедьвовъ  вере1|1щев!н  т-к1а  ва  6езковечво-)1а1у|' 
у  е„  111И  &5к,  во  этому  вавравлен1ю,  къ  велнчпвЬ  атого  перек^ше- 
обыввовевео  это  отвов1еа1е  внрахаютъ  спмводнческп  въ  внл1  вро- 

„  ас 

дной  ^—  ;  такъ  что: 

Веоз(В,0  =  а (82§,Ы5) 

вторая  часть  есть  сниволъ,  ]1н1юв11П  сд'Ьдуюшее  звачен1е: 
^  =  '^ш  (..,  X)  -к  ^1,  .(В  (..,  У)  -н  ',1  ш  (с,  2) .  .  (830) 
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Пусть  Ь^П  есть  приращенхе,  подучаеыое  фувкщею  II  ори  вращевхи 
твердаго  гЬла  ва  в11чтожво-ма1ы&  угодъ  д  вовругъ  какой  либо  оси  Л,  ; ; 

проходящей  черезъ  течку  7(9.    Элементарная  работа,  совершаемая^  при  | 

этомъ  вращеюн  вс^мп  свдаив,  им-Ьющими  потенцхалъ  {7,  выразится  съ 
одной  стороны  прнращеп1емъ  & Л7,  съ  другой  стороны  нроизведенгемъ 
Л^б  соз  (Лю^Ау,  а  потому  нроэкц!я  главнаго  момента  Л„  ва  направлен1е  ^ 

^  можетъ  быть  выражена  въ  вид-Ь  отношешя  (ЪП'.в);  это  отношеше 

тоже  изображаютъ  символически  аодъ  видомъ  производной  ^— ,  зам^^- 
вяя  Ь  II  черезъ  й17,  а  в  —  черезъ  Лэа',  такъ  что: 


.У«со8{Д.И)=^ (831) 

Наприм*ръ,  проэкщи  главнаго  момента  на  оси  Х^"*,  У^"*,  Е,  Т  вы- 
разятся символически  въ  вид'Ь  производныхъ: 

значения  этихъ    символовъ    выражаются  формулами  (818,  а),   (81 8,  Ъ) 
(817уа),  (817,  Ъ),  приведенными  выше. 

Въ  прим1нен1И  же  въ  проекщямъ  главваго  момевта  на  оси  2^^у  2, 
я  ^У  эти  символичесшя  пронзводныя  получаютъ  буквальный  смыслъ,  по- 
тому что  утлы  э^у  9^  и  9^  входятъ  явнымъ  образомъ  въ  выражен1е  1}\  а 
яменно:  9^  есть  уголъ  ал?,  э^ — уголъ  э  и  9^^ — уголь  ф.  Поэтому  то: 

(До),  =  ш '  (-^-^  =  Ъ^  Л,ш{Л„,Ы)  =  ^, 

какъ  было  доказано  въ  §  124-мъ. 

$  12в.  Дв1жвн1е  смбоднаго  твердаго  тЬм,  къ  которому 
прыожены  (ЯЛЫ,  1шЪющ1я  потвН1][1алъ,  выражаемый  Фор- 
мулою (810);  центральный  эллнпсондъ  инерц1и  т&ла  есть 
эллинсондъ  вращен1я  вокругъ  оси  2. 

Въ  этомъ  елуча'Ь  центръ  инерц1И  т1^а  находится  въ  поко'Ь,  или 
движется  прямолинейно  и  равном'Ьрно. 

Составимъ  дифференщальныя  уравнешя  вращательнаго  движен1я 
вмда  (769,Ъ1з)  (стр.  578)  для  настоящаго  случая.   Такъ  какъ  мы 


1 


.  V 


\ 

4 
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Бс1и  же  и  ве  равно  аужжу,  то  вращеа1е  оси  2  вокруть  центра  ннвр- 
щи  совершаетсл  пначе,  ч^шъ  хвижев1е  натеиатвческаго  митннва. 

Каковы  бы  вн  бндн  начадьвыа  обстоятвдьства  врашвв1я  гЬда,  т.  е. 
велнчвЕы  Фа,  Жд,  дд,  ф"^,  ж'о,  а'д,  ни  оирькЬшжъ  постоянвыа  ш,  (7, 
н  А|  по  форнуламъ: 

о  =  ЯВ',  СОЗ  ф^  ■+■  Э'о ,   (7,  =  Я^  о  8111'  ()?,  -•-  6„0  «08  фо 

Постояавыя  А,  в  С,  кы  зам^ввиъ  двунл  другвин  вешчннвмв,  при 
чемъ  в^сЕолько  взиЪнвиъ  ввдъ  дифферввща1ьвыхъ  ]фаввен1В  (832  Ьи) 
в  (834).  _ 

Отюхвхъ  отъ  центра  внерШн  т4|а110осн2д1вв;  В:=СЦ(чкр7.91), 
выражаемую  отвошев1бхъ  (837);  врозкц1а  атой  дднвы  на  ось  2"**  раваа 
Нсо^ф;  скорость  V  точка  Ц  ш  вроэкщл  втоб  скорости  на  пюскостьХУ 
вяразатса  такъ: 


»  =  В  У(жУ  Ш*  ф  Н-  ((^У,   V  81П  (»,2)  =  Вж'  810  ф . 

Если  въ  днффервац1альвом«  уравнен!»  (884)  запевать 
в1виъ  (АЬВ:д),  то  это  ураввевае  можно  будетъ  представать  такъ: 

^  —  Втф= ^-^й  =  — 6,.(831,А) 

^д^  Ь  есть  ддвна,  ии^ющаа  то  же  самое  авачевЗе,  какое  вм'Ьетъ  длина, 
оввачевнаа  Ннъ  же  ввакоиъ  въ  примЪр^  33-иъ  (стр.  235);  а  именно 
я^&есть  тровевь  той  иоскоств,  до  которой  доствгла  бы  свободная 
точка,  брошевнал  параллельно  отрвцательвой  осв  ^™  еслв  бы  она 
была  подвержена  сал'Ь  тлжеств  во  наоравлеаио  аолохительной  оса  2"'* 
л  была  бы  брошева  ааъ  уровня  плосхоств  г^=11  соз  ф^  съ  вачальвою 
скоростью  Од;  пусть  ^,35^  (черт.  91)  есть  лив1н  перес^зев^я  плоскоств 
22  съ  плоскостью  г  =  Ъ. 

В%  другомъ  двфференц!альноиъ  ураввев1и:  (832,  Ыв)  также  зан^нвмъ 
%^  вышесказанвыиъ  отвошвв1емъ  и,  крои'Ь  того,  представвиг  С^  подъ 
ВИД0М1 : 


в=в(| 


разность  яежду  внмн  равна: 

Изъ  форкуш  (843)  видно,  что  2 
то  есть,  что  уровень  Л,  ВВ^  не  1 
которомъ  ваходптся  точка  Ц  въ  вач 

Лдина  В,  какъ  видно  изъ  форму 
угла  ф^  н  величиною  отношвЕ1я  (а'о 

Когда  нзв^ствы  Ь,  В  и  Р,  то  иоз 
нени  8В^  =  0. 

Между  прочннъ  нохно  занятии 
точекъ  пересФчвв1я  врввой: 

1-Ь—Р 

съ  кругомг  рад|уса  В,  пн^юшннъ 
заиючить  изъ  дяффвренц1альнаго  ур 
его  подъ  сгЁдующниъ  ввдоиъ: 

|Ю'=*- 

Брнвал  (846)  иредставкаетъ  тр| 
развести  {В  —  6);  во  вслномъ  олуча 
частв  пюсаости   (};),  гд1  )^&  в 

ь<ь- 

1)  Если  (I)  —  *)  >  О,  то  крива 
ддинвыхъ  ветвей,  пересФкающвхсл 
симиетрнчныхъ  относвтелвно  оси  С2 
■ИЬтви  удалаютсн  въ  безконечаость, 
праиоВ  )=&,  съ  другвхъ  же  сторон 

вечность  ^  =  оо,  у  =  ±  оч)  ПОДОбН! 

(84в)  и1гЬетъ  ноложнтельнна  эиачен 


дар?^ИРТ'' 
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Бс1в  бе  Нло  ве  вращаюсь  вокртп  своеА 
бию  6и  равно  В71ю,  то  ось  ОцИ,  постоянно  ос^ 
скости,  нроходащеб  червзъ  ось  0^,  въ  вотороЕ 
чальвыб  номеитъ  движенш;  всл'Ьдствгв  ае  врап 
2,  ось  СЦ2.  выходить  изъ  этой  плоскости  и  го 
вую  ввшеозначеннвго  вида,  приченъ  процесс! 
кажднб  разъ,  какъ  точка  Д  встуоаетъ  ва  тровен) 

Случаи  Ь,;  2)»  =  й*,  т.  е.  П=!-^-М  ни  . 
случа*  ^(  =  0,  т.  е.  11  =  0  =  -*-В  {черт.  93] 
т.  е.  },  =  !)=: — В;  звачвтъ  врнвая,  оинснва< 
дитъ  въ  первонъ  случае  1ерезъ  верхнюю,  а  во  в 
точку  сферы;  въ  этвхъ  точкахъ  прецесс1я  рав 
йзобрахенъ  ва  чертеже  (93,  а).  Еслк  бы  т4|0 
оси  2  п  точка  Ц  должна  балл  бы  проходить 
сферы,  то  хвижен1в  ея  должно  было  бы  соверш) 
вальноВ  плоскости. 

Случаи  с,;  7)">Л*,  то  есть,  1)>>-»-^ 
0<С{. —  -В).  Прецессм  не  и'Ёняетъ  знака  о  н 
кривая,  оппсываеиаа  точкою  Ц,  ии'Ьетъ  видъ  (9< 

2.  Случаи,  въ  которыхь  В^Ь. 

Случаи  а,;  2)'-<Й'  (см,  черт.  95),  Такъ  в 
уровень  3  =  Яд  есть  ви^ст'Ё  съ  т±нъ  н  ;ровень  ( 
песс!л  равна  нулю,  а  такъ  какъ  ва  немъ  же  н 
крнван,  описываеиал  точкою  Ц,  ан'Ёетъ  на  эт 
врата,  какъ  изображеао  ва  чертеже  (95,  а),  гд'!Е| 
добной  кравой. 

Такниъ  образе нъ  совершается  движенхе  то 
гоиъ  случа*,  когда  ф'^  ^  О  я  ж\  =  О,  а  э'ц  н 

Въ  этонъ  случа1): 

стаю  быть:  ),  =:  Ь, 


!.  =  -Г(-'-1/1-*(^-й))='- 
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атжхъ  к01ебан1В;  бздеть  только  вндво,  что  ось  С2.  совершаетъ  предес- 
с1ю,  величава  которой  (848)  гЬкъ  мев^е,  11мъ  болЪе  а  а  гЁмъ  бол^е, 
чФмъ  болФе  силовой  монентъ  Ак,  лрк  этокъ  бываетъ  слышвнъ  звукъ) 
выеота  хоторато  соотв'Ьтствуетъ  числу  иронежутковъ  вреиевн  Т  въ 
секунде  НаприкФръ,  если  тЬло  д^лаетъ  1000  оборотовъ  въ  минуту,  а 
^^2Яп  то  Т^0,015  секундн  в  внсота  звука  соотвФтствуетъ  33-нъ 
ко1вбаа1ямъ  въ  секувду. 

Случав  &,;  Л;=6=:-1-Л.  Въ  этонъ  случае  ось  С2  постоянво  сов- 
иадаетъ  съ  осью  ^. 

Есиже  1}  =  Ъ  =  —  В,  то  тогда  5Л«  =  (^ -*- Л)'  (Л  — ^'— })  н 
ввтетралв  двфферевщальншсъ  уравиев1В  (835)  а  (832)  будугь  еx^^■ 
дуопие: 

Ч~-[^Щ^^-^'^'УЧ^^-^^' (849) 

г  -4-  агс%  }/?^*  -агс1г  ]/5=^;  (859) 


ОК — Ж(,=  - 


«—         2Л 

Дли  того,  чтобн  подобное  дввхевйе  ногло  вроввоВдтв,  необходимо, 
чтобы  Л  —  Ж — 1а  ^^^'^  бол^е  нули.  Изъ  равенства  (849)  ножво  ви- 
деть, что  при  этонъ  двнжен1и  ось  (72  ассвиототвзескв  прнблвяаетси  къ 
положев1ю  ф^т:,  приченъ,  какъ  видно  взъ  равевства  (850),  она  опи- 
сываеть  схшральво  заввртаваюшуюся  коническую  иоверхиость. 

Если  Т^О,  то  точка  Ц  совершаетъ  двнжев1е,  разсмотр^нное  ва 
стравяп'Ъ  241-В, 

Случав  с,;  В  =  6 <— Л. 

Бели  Т^^  О,  то  точка  Ц  совершаетъ  движев1С,  разсиотрЪнаое  на 
странице  240-й. 

Если  хе  Р  не  равно  вулю,  во  нен^е,  ч^къ 

Д*-)о' 

то  точка  Ц  совершаетъ  дввжеше   во  н^котороку  сфернческоиу   иоясу; 
8ТОГ0  двихен1в  разснатривать  не  будеиъ. 

3.  Случаи,  въ  которыхь  В  менгье  Ъ,  т.  е.  (I)  —  Ь)<С  О. 

Случаи  а,;  Ь<С.Е.  Черт.  96  н  (96,  а).  Кривая  вк'Ъетъ  видъ,  изобра- 


'■"^^тя^- 
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хенввб  на  чертеже  (96,  а);  есаи  о  >-  О,  то  прецесс1а   отрвцатепаая 
вхен111  всего  дввяЕевк. 
■аввъ  Ъ^  а  с^  разснатривать  не  будекъ. 

;а  корна  ^1  а },  раввы  иежду  собою,  то  есть,  когда  кривая,  вира- 
уравнен1емъ  (846),  нрикасаетсв  къ  кругу  радиуса  Д  тогда  ось 
>ршаетъ  ностоанную  прецессш,  не  виЪа  нутацж. 
ш  привосновен1е  врввоК  (846)  къ  кругу  рад1уса  В  кохетъ  бап 
гющнхъ  категор1яхъ  случаевъ. 

^лучкнхъ  (1,  с,),  когда  О'^ К'^Ъ,  ирвкосвовенЁе  нохетъ  про- 
^  только  въ  ючкахъ  верхаяго  полукруга  (гд4  ф  ■<  ^1,  кавъ 
ено  начертег'^Ь  (94,  Ь). 

1лучаяхъ  тоб  же  категорш,  когда  И'^Ь  н  нрнтонъ  О ■<^  —  Д 
овевЗе  мохетъ  происходить  только  въ  точкахъ  ввжннго  полу- 
де ф'^—\  какъ  пзображево  на  чертеж^!  (94,  с), 
лучаяхъ  (2,  с,),  когда  1)^&<^— Д  врикосвовеи1вкожегь  бать 
■,ъ  точкахъ  вижваго  полукруга. 

лучаяхъ  (3),  когда  2)  <[  &  н  кривая  пи^етъ  видъ,  изобра- 
ва  чертеж'Ё  96-11ъ,  арикосновен10  ножетъ  происходить  в  въ 
нижидго  и  въ  точкахъ  верхнлго  полукруга. 
[  заданы:  уголъ  ф^  и  величина  ь>  (алн  Р),  лри  которыхь  ось 
1И  1^л  должна  совершать  постоянную  ирецесс1ю  безъ  вутащи, 
ожемъ  слФдующамъ  образонъ  опред^вть  величину  прецесс1Еж. 
кде  всего  найдеиъ  соотв^тствеиныя  значев1л  величивъ  О^Ь, 
о  возьменъ  равенства: 

1пи'ь  нзъ  вихъ  Ъ  и  ^д,  тогда  П01уч11мъ  сд^л^юпее  уравнев1е  лл 
шя  В: 

1).  _  д  ?1*_<.;  н-  Л"  -  (^]!2  =  О, 

|рага  ваходинъ  два  эвачев1я  для  1>: 


А  =  «.-^■(^-V'^^)• 
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Изъ  ураввев1я  |в^=:0  наПкекъ  соот 
величины  Ь. 

ТаЕннъ  образомъ  оЕааываетсл,  что  дв1 
тащв  при  эаданныгь  ве1нчивахъ  },^Лсс 
двоякнкъ  образохъ:  съ  преиеос1ею 

л  съ  преовсс1ею: 

БС1И    ^,  ^  о,  то  об»  р^шеВ1«  ВОЭКОЯЕ 

тогда  врецессЕя  ж\  колояительваа,  а  ] 
первая  соотв^тствуетъ  случаю,  изобрахвв 
В"^  В  я  Ь^^В;  прецесс1я  же  ж',  сооп 
криваа,  изображенввя  на  чертеже  Эб-къ, 
(тогда1)<*<Л). 

Бс1ц  3('<0,  то  р{1тев1е  возиожво  пр1 
(—  2^.)-  '■  е.,  прв 

б)^  не  меньшеиъ  - 

При  всяЕОВ  велнчвв^  ы,  удовлвтворяк 
хетъ  совершать  два  двааенй  безъ  вутац! 
С1ею  ж',,  другое  —  с*  постоянною  прет 
ныя,  такъ  кавъ  },  <^0  п  ворень  ненЪе  е] 

$  127.  Прим^Ьръ  104-&.  Неизн'Ёйяеиа! 
выхъ  натерьяльншъ  точекъ;  движев1е  сов 
шеВ  кажюВ  взъ  точекъ  совротввлев1е,  вр 
движения;  вс1  точки  этоб  веизнЪаяеиоб 
чалу  Еоордвнвтъ  снланв,  нропорц1ова1ь 
розстоявгянъ  отъ  начада  воордпнатъ. 

Продкцш  ва  оси  X,  У,  2  свдъ,  прпдо: 
равЕн: 

—  1""^^ —  ет^з;',. ,  —  V■^^У^ —  еш 

воэтону  про8К111В  нв  тЪ  же  оси  гдавваго 

В,=  — р.Мг„- 


•    •  -■>  -.      ■»« 
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НО  1егво  ихъ  привести  къ  следующему  виду: 


гд4: 

Рг  =ре>'*,  д,  =  «е**,  г^  =  гв*',    *  =  —  2=!! . 

Легко  теперь  получить  интегралы: 

нзъ  Еоторнхъ  МОЖНО  заключить,  что  центральныЁ  эллипсоидъ  инерц1и 
неизменяемой  системы  постоянно  прикасается  къ  двумъ  длоскостямъ, 
пернендикулярнымъ  къ  направлен1ю  л^  и  отстоящимъ  отъ  центра  инер- 
Ц1В  на  ра8Стоян1яхъ,  равныхъ: 

В=у1;Г^^^ (777) 

Поступая  дал^е  такимъ  же  образомъ,  какъ  въ  §  120,  получимъ  ос- 
тальные интегралы;  такъ,  если  2)  мен^е  длины  средней  полуоси  эллип- 
соида инерц1и,  получатся  сл^дуюпцл  выражешя  для  р,  ;,  г: 

р  =  ЫУа  е""*^  соя  ат  (щ  —  ^  ё^^\ , 
^  =  кхУЪ  е^^  81П  ат(и^  —  ^  е""*^] , 
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всш  принять  въ  разсчвтъ,  что  варьящв  8х„,  Ьр^ 
свлзанн  не1^  собою  заввсиностью  8н  ^  О,  оерв; 
надо  выразить  въ  Вх„,  Зг/^,,  Ьг^,  6^,  в  ,  в^. 

Еогда  ц  есть  функщя  отъ  ^,  х„,  у^,  е^,  ф,  о 
зкхъ  ^ф,  Иж,  99,  по  форвгулаяъ: 

Ьф=хв  аовж  —  ^^ашзю 

вгафЬэ ^ в  влаж -*~ в^соаж 

Ьж  =  ^^  —  (в^елажч-  в^  сов  ж)  ее 

когда  хе  н  есть  фуншца  огь  2,  х„,  у^,  ^„,  Х^, ) 
тогда  вяразимъ  8Х^,  8Х^,, 8V^  по  фориулам 

\=\&.- 


11рим1шивъ  пр1е1гь  Эйлера  и  Лагранжа,  указал 
389,  получвмъ  три  дифференщальныа  уравнен1я 
три  сл-Ьдуюпия  днфференщальвня  уравнен1я: 

^-^М{х'„у\~у'„х'^^{Х),-^^ 

гдЬ  (Л„)^,  (А„),,(А„),  суть  проэыуи  главнаго  мои 
на  оси  Х'",  У",  2*". 
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Можно  такхе  принять  за  точку  Ю  другую  тс 
наарнмФръ  его  центръ  инерщЕ  С;  тогда  уравнение 
ПОД!  сл^дующЕкъ  видохъ: 

/■((Ж^  -*-  ?!  Х^  -*-  Т]^  Ц^  -н  ^4  V ^,  (1,^  _ь.  1^  >у  ч- 

ТД'Ь  х^,  у^,  г^  суть  абсолютныя  координатн  цел 
щаго  началонъ  координатныхъ  осей  3,  У,  2;  §] 
стоанныя  величины,  а  иненно  отиосительнал  ио 
твер,щю  тЪна.  Т&къ  какъ  теперь  точка  С  за]г6ия( 
то  въ  уравнешяхъ  (859)  и  (861,а,  Ь,  с)  прои 
^«»  Ув,  Чн,  должна  быть  ваиФненн  ороизводнымя  с 
а  въ  уравнен1яхъ  (861,^,6,^)  и  (867)  вогачЕша 
бать  аанФнены  юменташ  д^,  Л^,  А^  вовругъ  цен' 
По  нредыдущинъ  фориулаиъ  найдежъ,  что 
вектора  реакщй  этоЁ  связи  на  оси  X,  У,  2  суть 

Я  ЧТО  провБщи  главваго  ноиента  иа  т'Ь  хе  осе  вн 

стало  быть  реаБц1я  8то1  связи  состовтъ  изъ  одной 
въ  Т0ЧВ11  к,  направленной  по  норхалн  еъ  дав1 
имеющей  величину: 

2)  Связь,  обратная  предыдущей:  поверхяос! 
прннаддехащаа  твердому  тФлу,  постоянно  прохо, 
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Зим  ]1^яшву  во,  опред1Ьляюп1ую  7 
отвосительння  Еоордиваты  1а\%^^ 
а  абсолютныя  воординатн  но  формул! 

а;о  =  а:,-|-Х,.р,(«5)-нр. 

атЕ  абсолютння  коордиватн  должны 

Въ  точБ^  приБосвовешя  касате 
пброевдЕБулярна  еъ  нормали,  возста) 
язь  этоЯ  точки,  т.  е: : 

^^  ^  -4-  4^  ^ 

Предполохип,  что  въ  равенств 
наты  х^,  %,  «о  зам^невв  выражен 
уравнвВ1в  (875)  решено  отноеительн( 
зитеа  фувкщею 

во=Ф((,  а:^,  у^,  г^,  Х^ 

отъ  поБаванныхъ  зд'Ьсь  переи^нны: 
фунвфя  подставлена  вместо  я^  въ 
посл'Ёдвее  обратится  въ  ураввен1в  ра: 
Ёслн  надо  будетъ  получить  ча 
части  уравнен]а  связи  по  одной  изъ  1 
.  .  .у^,  нш1рим4ръ  по  а;^,  то  прид! 
образомъ: 


"■"ЩВВ!»^" 


Кропи  того,  въ  точк1^  приЕосновешя,  е 
(878)  долхва  совпадать  съ  нормалью  еъ  пов( 


д 

дКо 

Пшшвъ  три  уравнешя  (877)  и  (879)  оп 

5о=  ^Лх,,  У„,  г,,  К'  Ч.-  •  •\'  О,  ■ 

Е  подет&вивъ  атЕ  внражеш  въ  уравнев1в  (87 
рааснатриваежой  свази: 

в  =  {({х^  -ь  Хд,Ф,  -»-  ц^Фд  -ь  у^  Ф^,  (у^  -ь 

Производная  нервов  частя  уравнешя  ев 
1гЬннн1Ъ  х^,  у^,  я^,  Х^.,  X  ,. .  .V^,  I,  наарю 
такъ: 

I  д/  дГ  д/      \дф,        /  д/ 

или,  иа  основаши  равенствъ  (879),  тавъ: 

дв  ^        1дГ  дф^         дРдф^ 

яо  изъ  равенства  (877)  сл^Ьд;етъ,  что  нолвад 
х^  равна  нулю,  поатоиу: 
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■ 

Т-Ьло  !•  Точка  О  этого  т-Ьла  должна  оставаться  въ  начад-Ь  коорди- 
натъ  и  ось  21|21'  должна  совпадать  съ  осью  ОУ^  поэтому  т^ло  это 
нм^тъ  только  одну  степень  свободы:  ось  2.^02,^^  иожетъ  составлять 
произвольный  уголъ  «^  =  Ъ^02  съ  осью.^<>»* 

Т^ло  II.  Точка  О  этого  т^ла  должна  оставаться  въ  начале  коорди* 
натъ,  а  ось  Ъ^ОЪ^  —  въ  плоскости  Х2\  поэтому  это  т*ло  нм^етъ  дв* 
сиепенн  свободы:  ось  028^  можетъ  составлять  произвольный  уголъ 
5^«  =  ^1  <5ъ  осью  2«"  и  плоскость  Ъ^ОЮ  можетъ  составлять  произ- 
вольный уголъ  9^  съ  плоскостью  20Ъ^  или  20Х.  Косинусы  угловъ, 
составляемнхъ  направленхемъ  ОЮ  (см.  черт.  97)  съ  осями  Х^^\  У^"*, 
2^^^  получатся  изъ  формулъ  (47),  (48)  и  (49)  кинематической  части, 
если  прнмемъ  ось  ОЪ^  т^ла  II  за  ось  2,  а  направленхе  ОЮ  —  за  ось  8; 
подставивъ  ^5^  =  ^^,  5»д  =  0,  получнмъ: 

С08(О^^9,  Х)  =  со8э,со8д1,  со8(0^^9,  У)=8Ш92, 

С08  {ОЮу  2)  =  —  С08  Эд  81П  Э^. 

Т'Ьло  III  им^^етъ  три  степени  свободы. 

ТЪло  1У  им'1етъ  четыре  степени  свободы:  точка  Ю^  координаты  ко- 
торой можно  выразить  такъ: 

^»  =  ^'ю в08 да С08 9, ,  Ую  =  У»9Шд2,  0^=  —  Г^ 608^2 811191, 

(Гм  оаначаетъ  величину  разстояшя  точки  Ю  отъ  точки  О),  можетъ  им^ть 
произвольное  положен1е,  на  сколько  позволяетъ  длина  стержня  ^в^в*,  и 
плоскость  2/Ю71^  можетъ  составлять  произвольный  уголъ  9^  съ  плос- 
костью, проведенною  черезъ  ось  ЮТ.^  параллельно  оси  2^^,  Такъ  какъ 
ось  2^Л1  параллельна  оси  Ъ^^^  то  последняя  плоскость  должна  быть 
параллельна  плоскости  Х2  и  кром'Ь  того  уголъ  ф^^  составляемый  осью 
ЮЪ^  съ  осью  2^^*^,  долженъ  быть  равенъ  9|,  поэтому  дв-Ь  связи,  огра- 
ннчиваюпия  свободу  движвшя  твердаго  т1ла  1У,  выражаются  сл11дую- 
пршн  равенствами: 

^4  =  0,  ЧФ^=^к=-^^ 

гд'%  ф^  и  ж^  суть  углы,  опред%ляющ1е  направленхе  оси  ЮЪ^  тЪла  1У. 
Косинусы  угловъ,  составляемыхъ  направлен1емъ  ЮТ!  съ  осями  Х^"% 
уоп^  ^•■%  получатся  изъ  формулъ  (47),  (48),  (^9)  кинематической  части, 
если  въ  нихь  зам^никъ  ф^  ж  я  9  величинахи  ф^^=.9^^  ж^г=0  и  9^^  по- 
лучнмъ: 

С08  {ЮТ!,  X)  =  С08  9^  С08  9у^ ,  С08  {ЮТ! ^  У)  =  зш  э^ , 

С08(^^92^^=  —  С08д48Ш91 (881) 
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По  устройству  нехвнявна,  ряастояте  *"„   ве    мояетъ  выходить  т 

нФкоторнхъ  предФювъ;  а  нмвнно,  когда  ви1ка  В^В^  упрекл  въ  верхт! 

коиецъ  гядьаы  Ь  —  разатова1е  г„  вог/чвть  наименьшее  8ик1ен1в,  хоги 

хе  вяхвее  7то1щвн1е  стерхвя  5  вадврхвтся  нижнви'Ь  вовцомъ  гнпан  I, 

8стовв1е  г„  волучатъ  ваибодьшее  эва<(ев1в. 

Нова  г„  эаключаетол  ввутрн,  в  ве  на  граавцахъ  этвхъ  пред^овъ, 
врдое  т%10  V  нн^етъ  пять  степе&е&  свободы;  составит  7раввен1е 
вэн,  представхяеиой  опвоавныиъ  нехаввзионъ  при  пронежутотанхь 
ачев1ахъ  **„. 

Означимъ  черезъ  ф  ж  яс  уг1ы,  опред%1яюпие  направ1еи1е  оси  ЮТ^ 
ердаго  г1ш  Т;  коснвусы  угювъ,  соотввдяеикхъ  згою  осы>  оъ  оси! 
•п  в  Х"**,  вырваятсл  аъ  одной  сюровн  въ  уТ1вхъ  ^  н  ж  ао  форку- 
нъ: 

у,  =  со85(!,  '»^  =  вт()!1ео8!1ю, 

съ  другоб  сторонн  въ  углахъ  9^  н  а^  по  формудямъ  (881),  поэтому: 

куда  101у<11къ  п>^нев]в  евлэя: 

г„«тфт%ж  —  х„(х>йф^=0 (88?) 

г-^  -я'-^.^О (882,  Ыв) 

Проэкци  на  оси  X™*,  У"'  и  2"**  г1авнаго  вектора  V  и  главивго 
>нввта  Лм  реахщв  втоВ  евявв  суть: 

(А.).  =  —  >  Х.1, ,  (А.),  =  X  (я.У,  ч-  а;.V ^,  (Д.),  =  — Х».у,. 

Главный  векторъ  реакщй  этой  связи  проворщоиаленъ  онву(;у  угл^ 
втавляеиаго  нвврав1ен1е11ъ  оси  Ю2.'  съ  осью   У***,  и  завлошвга 

пдоскоств  паралохьной  пюосости  ^^2;  а  ведичвоа  моммта  Л> 
зпорщовальва  проэкщи  г^  на  плоскость  Х2: 


Г=XУV^«^V/  =  XУ1_V^»  =  X8ш(2',  У), 


'■"■-''ЩР'-'^^'Ч'^-^ 


б)  Раэсмотрвнъ  такниъ  ге  образоиъ  другое  иеи 

НЫ&  на  чертекЬ  98-къ.  Онъ  состоите  также  ивъ  плт 

Тело  I  есть  такоб  хе  крестг,  хакъ  и  въ  лреднду 

Т'ЁЛО  и  СОСТОИТЪ  НЗЪ  ДВуХЪ  ВНЗОЕЪ  Б,Я]  и  В^1 
з&нныхъ  между  собою  стержвеиъ  5;  ось  2^2  ^  тЬк 
иаго  валкою  В^В^,  параллельна  оси  1.^^. 

Т11Л0  III,  заменяющее  собою  кольцо  предндущя! 
крестъ,  цевтръ  котораго  Ю  ваходнтсв  въ  постоянно! 
начала  координатъ  О,  а  ось  2^2'^  пернендикуллрна 

Т'Ёло  1У,  состоящее  нзъ  внлкн  В^В^  съ  прнк] 
стерхвеиъ  3^,  ннфетъ  четыре  степева  свобода,  та1 
вено  двуяъ  услов1ямъ: 

х„  э1п  ф^  соз  ж^  —  г„  С08  5)51  =  о 

гд!)  ф^,  ж^  суть  углы,  онред'Ёляюшле  Еаправлен1е 
пзъ  этнхъ  усдов!Б  выражаетъ,  что  точка  Ю  до1Хн 
ноиъ  разстолн1и  отъ  ТОЧЕН  О,  второе  хе  услов1е  тоя 
в!ехъ  (882)  предыдущаго  прин'Ёра. 

Ось  Ю2.  стержня  5^  перпендикулярна  къ  оси  К 
вон  ф  уголь  (см.  черт.  99),  составлаемы&  на1гравлен1е: 
2"**,  буквою  ж  —  угодъ,  составдяеиыВ  плоскостью 
съ  плоскостью  ИШХ  и  буквою  ф  —  уголъ,  состав 
2ВУ^  съ  плоскостью  Ъ'^ЮТ..  По  взв^ставиъ  фор1 
трнгонометр1н,  првн'Ёненныкъ  въ  сфервчесБОну  тр( 
въ  которомъ  дуга  И'^  эаключаетъ  90°,  получниъ: 

ЬйВф^=^%тфЧV&^,  .  .  . 

«т  (ж  —  ясЛ  =  ■Д^^,  ео8  {ж  —  ясЛ  ^  — 
иэъ  послФднвхъ  двухъ  равевствъ  выведешь  сд^дующе 
8111  ф^  С08  ЯС,  =:  81П  ф  81а  ЯС  —  С01§  ф  С08 ; 
а  отсюда,  на  освовав1н  перваго  (885),  получвнъ: 

8ш  ф^  СОЗ  ж^  =  з1п  ф  310  ж  —  соа  ф  соа  ж 

На  стержне  :5  нар^эанъ  л'ЬвовнвтовоВ  вннтъ,  ша 
А;  т1ло  V  просверлено  насквозь  н  въ  отверст1п  наргЬз 


^■^В?^^^^'' 
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которая,  по  исиючен1н  взъ  нигь  х  н  ф,  дадутъ 
пронзводаноВ  раэсиотр^явннъ  нанп  иехавнзиомъ 

7)  Ес1и  въ  врелыдущвмъ  нехавизк^  высота  х 
равна  нулю,  тавъ  что  т^ло  У  нохетъ  свободно  вра1 
но  точка  С  долзкаа  оставаться  въ  соввадев1и  съ 
оса  Ю2.  стерхвя  1$^,  то  въ  этонъ  случа'Ь  х  вост< 
левъ  в  везавнсвмъ,  а  связь  внрахаетса  ураввен^е 

Проэк1иа  ва  осп  Х"^,  У""  и  2*"  главваг! 
нохевта  (вовругъ  С)  реакц1&  этой  свазв  выразят( 

'',=  2^ К—»».)  =2^-  '',=  2^!'. 
{К),=  2Х(!,л-  г,Vрx,  (Л.),=  2Х  (», 

следовательно,  паввнО  вевторъ  направлевъ  вара^ 
а  главвыб  монентъ  верпендпку]яревъ  въ  восвосп 
я  ЕЪ  нааравлешю  тлавваго  вектора. 

§  131.  Првн'^ры  р11шен1я  вопросовъ 
жси1я  тяжедыхъ  111ъ  по  плоскостяиъ. 

Прии^Ьръ  105.  Волчокъ  ва  гладкой  гориз 

Подъ  волчкохъ  подразуи'Ёваеиъ  тФло  вра[ 
расположена  синнетрично  вокругъ  оси  вращев! 
нверщи  его  ваходится  на  этой  оси;  т'Ёло  это  се 
годящимся  на  оси  симметрии,  ЕоторЫ1ъ  оно  опв 
г  =  0. 

Ось  2"*  иаправииъ  протввопоюжво  вапра! 
Е  аолохниъ,  что  остроконеч1е  находЕтса  на  с 
въ  разетоявш  I  отъ  центра  иверц1и,  таЕъ  чт 
?.=  -!. 

ЛлалитичесЕое  вырахен1е  связи,  ограничи! 

хев1а  твердаго  тЪла,  въ  настоященъ  елуча1^  ии'Ё 

г^  —  ^^1  >  О     или    е^  —  I  соз  д 

Задаваеныд  силы  суть  сила  тяжести;  главк 
кругь  цевтра  янерц1н  рявенъ  нулю. 

*)  Этотъ  иеханизнъ  описанъ  въ  §  201-нъ  первзго 
Йве  оа  Ка1ига1  РЬЯоворЬ;  Тоисоиа  и  Тэта. 


V.    «Л  .-       1«.Ч    •?;   -г- 


;^т';  г^ :?.;•:-'  ^"г*т-.л^г%  -••::  -^тягтевз^л^-^  .>■  ;' 
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Дад'Ьб  должно  поступать  подобншгь  же  образомъ^  какъ  и  въ  во- 
прос* параграфа  126-го  (стр,  592 — 605).  Не  входя  въ  разсмотр*- 
ше  различннхъ  видовъ  движен1я  волчЕа,  ограничимся  обзоромъ 
только  нижесл'бдующихъ  двухъ  видовъ: 

а.  Въ  начальный  моментъ  {{ =  0)  уголь  ф  имЪетъ  величину 
Фо*)  ^  волчку  сообщена  угловая  скорость  э\  вокругь  оси  симметраи; 
начальный  значешя  угловыхъ  скоростей  ф\  ж'  и  линейныхъ  скоро- 
стей ж^',  у^\  12^  равны  нулю. 

Въ  дтомъ  случае  постоянный  производныя  будутъ  инЪть  слЪ- 
дуюпця  значешя: 

С,  =  0,  С2  =  0,г=(7,  =  9;,  Сз=6Дсо8р5о 
2й-6Д^=2ЛГ^гсо8р5^. 

Прецессзя  выразится  такъ : 

' 6с  ^4  (сов  ^0— СОВ  ^  /^0^\ 

•^ Щ^  ВШ^  \0^'^) 

Исключивъ  прецессш  изъ  (893)  и  (894)^  получинъ  дифферен- 
щальное  уравнеше : 

===  (созд^о  — со8дб)  [2ЛГ5гг8ш^— ^^^(созй^о  —  С0855)]. . .  (^^ 

Уголь  ф  ножетъ  им'Ьть  только  ташя  значешя^  который  д^^ають 
вторую  часть  этого  уравнешя  положительною.  При  ф  женьшень  ф^ 
первый  множитель  второй  части  мен'Ье,  а  второй  —  бол^е  нуля;  при 
ф  =  ф^  первый  множитель  обращается  въ  нуль,  второй  им'Ьеть  поло- 
жительную величину;  при  дальн']^йшемъ  возрасташи  ф  первый  мно- 
житель становится  положительныиь  и  второй  продолжаеть  оставаться 
положительнымь  до  т^хъ  порь,  пока  не  обратится  въ  нуль;  а  онъ 


*)  Предподагается,  что  этотъ  уголъ  мен']^е  того  угла,  при  которонъ  вол- 
чокъ  касаетоя  плоскости  своею  боковою  поверзшоотью. 

40* 
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зд^еь: 


«V 


тогда  ось  2  будетъ  совершать  постоянную  орецессш,  инФющую  одну 
изъ  двухъ  ел^Ьдуюпщхъ  велнчинъ: 

<=Щ(1-/^^^^ (897,  а) 

(1_1/ТЗ^) (897,  Ь) 


=^2  —  2«в(«„)<, 


Беля  вращеше  волчка  вокрутъ  оси  2  настолько  быстро,  что 
можно  пренебречь  квадратами  и  внспшаи  степенями  отношешя 
(2(^Л  •  ''О»  то,  разлохивъ  корень  по  восходящимъ  степеняиъ  втого 
отношешя  и  отбросивъ  внеш1я  степени,  получимъ  сл^дующ1я  прибди- 
женння  выражешя  для  ж^  и  ж^: 


- 

.1 


2Мд  »  ^  ~  ©вС« 

Этотъ  многочленъ: 

сходенъ  съ  многочленомъ'  ^^б': 

Д«5=($-Ь)(2г^-$^)-2^(2)-8)2 

второй  части  дифференц1альнаго  уравнешя  (835Д)  въ  вопросе  па-  •! 

раграфа  126-го;  разница  только  въ  томъ^  что  гд'Ь  во  второмъ  мно-  .: 
гочленЪ  стоять  величины  $,  В  у  Р^  танъ  въ  первомъ  многочлен^Ь 

стоять  величины  гг^,  ?,  (—  п1).  ^ 

Всл-Ьдствхе  такого  сходства  вида  многочленовь  /81, 1?8,  мы  мо-  ] 

жемъ  въ  занииающемъ  нась  теперь  вопросЬ  прямо  воспользоваться  1 
результатами,  полученными  вьконц'Ь  §  126-го;  а  именно^  мы  вправ'Ь 

заключить  следующее:  1 

Для  того,  чтобы  уголь  наклонен1я  волчка  къ  вертикальной  линш  ^ 

оставался  постоянно  равнымъ  ф^  во  все  время  движешя^  необходимо,  ' 
чтобы  постоянная  2)  им^Ьла  одно  изъ  двухъ  сл'бдующихъ  значен1й: 


дач1,  а  нятегралъ,  выра&аю1ц1&  заковъ  хввоё  с 
дующи!  вндъ: 

Ж(й  тф  —  Н  81П  ф}'  (9?)^  н-  %  [{жУ  вш 
=  2\—Мд{Вв1офч-Н 

Исиючввъ  отсюда  н  взъ  интегра1а  (891)  щ 
следующее  двфферевщадьаое  7равнев1в  для  < 
иехду  ф  V  и 

[3(еН-ЛГ(ВсОЗй()  — Я810^)*]81 

=[%Ь^—(^сС^—М9{иьтф-*-Ншф))в 

Въ  это'мъ  прпн^р^  огранпчвися  равснотр^ 
кев1В  двдввдра,  который  ве  сопроввхдаютса  в; 

Д1Я  ТОГО,  чтобы  ф  быю  постоянно  равао  ф 
все  вреыя  двпжев1я  было:  ^'=0,  ф"=0,  а  < 
при  этихъ  7С10В1ахъ  Дйфферей1|1а2ьвни  уравнен 

обратятся  въ  сл^>дующ1я  равевства: 

Мд=^,^с{ж^шф^т^ф^!,—^сС^ж'шфа-X 

ясЕлючивъ  взъ  внхъ  X,  волучннъ  уравнение,  ] 
нехду  ж'  в  ф^\  это  уравЕев1е  даетъ  дв^  веявя 


Если  проэкц]я  центра  11вер1цв  ва  илоско 
скорость  точки  арвкосвовев1я  (4^,  1[„,  ^ц)  реб; 
тальвою  влоскостью  аерпевдакулярва  къ  рад 
точку  съ  точкою  {Хс,  Ус!  0)  ц  величина  скор 
зд^сь 

рд^йсоарЗд — Ншф^,  9  =  0, 

ПрикФръ  107'&.  Одвородвое  тяжелое  тве] 
поверхностью  вращев1Я,  опирается  на  олоскс 
угломъ  ^  хъ  горизонту. 
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Прнж^ръ  108-й.  Дважен1в  тяжехаго  однороднаго  шара  по  накдовнс 
негладкой  пюскостн;  принять  въразсчетъ  греше  неацу  шаромъ  в  пхо! 
костью. 

Въ  еюиъ  случае  вырахеше  связп  прннниаегь  весьма  простоб  вид 
г^  =  I,  гдЪ  I  есть  веднчияа  радиуса  шара;  реакщя  длоскости  налравдеЕ 
къ  центру  шара  и  иоиентъ  ея  вокрут'Ь  центра  равенъ  нулю. 

Треше  мезду  шаронъ  в  пдоскоотью  приложено  къ  точе1>  нрнкосн! 
вен1я  шара  къ  влосеости  в  заключается  въ  этоб  нлоскостн;  оэначни 
череэъ  Тх  н  Ъ'у  ороэкцш  его  иа  оси  коорднватъ;  нроэнщи  на  оси  Х" 
У"»  п  2"*  момента  (вонругъ  С)  этой  силы  выразятся  такъ: 

(Л)вг  =  1Ру,  {Лс)у  =  — 11'^,  (Дг)»  =  0. 

Составимъ  дифференщальння  уравневи  двпжешя  центра  нверд1и 

п  дифференц1альнна  ураввен!я  вращения  шара  вокругъ  центра  янерц! 
(формулы  (867): 

гд^  Р,  ^,  Я  суть  вроэкц1п  угловой  СЕоростп  ва  веводвогныя  ос 
коордвиатъ. 

Последнее  пзъ  этихъ  уравневШ  пвтегрвруется  неиосрвдствеиво 
даетъ 

В  =  С,; (901 

взъ  остальвыхъ  же  четырехъ,  пснлючввъ  Р„  н  ^„  получвмъ  два  днфф( 
ренц1альныя  уравнен18,  Еоторыл  тоже  интегрируются  н  даютъ  слФдук 
пие  вятегралы: 

§ч-|гд=5(8ш/-нс„|-'-|-гр=с.....(ш 

Такимъ  образомъ,  не  опред1ливъ  еще  вида  внражев1В  для  силъ  1", 
Р^,  мы  вм11емъ  возможность  получить  три  интеграла  дифференц{альных 
уравнений  движен1а.  Для  дальнЪйшаго  же  р1шен1я  вопроса  необходим 
условиться  отБОснтельво  того,  вакъ  выражается  величина  силн  трешя. 

Въ  §  4б-мъ  на  стр.  219  были  ириведеив  законы,  которымъ,  как' 
вредаолагается,  сл^дуетъ  трен1в  между  натерьяльвою  точкою,  давяще] 
ва  поверхность,  и  поверхностью;  мы  нредположнмъ,  что  втн  закош 
ирюН^ваютсд  в  къ  разсматроваеиону  нами  вопросу,  хотя  зд^сь  трев11 


нвтегрируя,  найден'ь: 

тхЬ  авЪ  суть  начиьвыя  звачен1я  коордннать  центра  нн< 
начальняа  8цачен1л  провкцШ  СЕоростн  цеатра  пверц! 
нУ"ь. 

Следовательно,  когда  шарь  Еатнгся  бвяъ  скольхвн! 
иверц!!!  его  опнсываетъ  парабол7>  нлооеость  которой 
кюнной.плоскоста,  а  ось  параиельна  оси  Х""*;  ускорен 
шн  равно  не  д  вт  7,  во  у  этой  велячвны. 

Иэъ  полученныхъ  виражевхй  (903)  найдеиъ: 

гд = а  ч- у  3*  зш  ^,  гр  = — р,  ^'. = — у  Д^  Я 

следовательно  Р=^]^1дят^■,  но  съ  другой  стороны, 
точка  К  равна  нулю,  тогда  треа1е  не  долхво  бвть  ( 
ноэюху  катапе  шара  по  наклонной  тосностн  безъ 
иожво  только  прн  тоиъ  условш,  чтобы  у  510  (7  было  ! 
т.  е.,  чтобн  ^$^  бнлъ  не  бол*е  ^к.   Шарь  не  может 

наклонной  плоскости  безъ  скольженгя,  если  уголь  накл 

ризонту  бодпе  агс(8  (^  А). 

Чтобы  вЕОлие  опред^лоть  Д8и&ен1е  т^да,  надо  ввт 

феревщальныя  уравнев1в; 

э'совжвлаф  —  ф'шж^ —  1^^^ 

э'ятж  втф -+- ^ созж  =  ~ -*-  -;^-  ^ 

9  твф -*- ж'=  С1  =  В^. 

Ъ)  Богда  шаръ  скользптъ  по  плоскости,  тогда  проэ! 
вл  оси  Х""  п  У°"  вИрахаютсн  тавъ: 

Ря  =  — кМдсоа^сов{го^,X),  Ру^  —  кМдсоа^ 

Эта  В11рахев1а  должво  додставать  въ  вервыя  два  д] 
уравнешя  движен1я  центра  пнерц1н,  прнчекъ  велнчнн) 
всклочить  прн  посредстве  ивтеградовъ  (902).  Полу 
Ц1альныя  уравнен1а: 

x^"=дш^ — (х^ — -^^■д^вт^ — у  СЛ- 


до  этого  ионента  цевтръ  внерд!!!  шара  бужетъ  совершать  пврабо^и- 
чесвое  дввхев1е  по  завову: 

а;^,  =  о-^-о^^-ь{а^п^-I-4со8^)^,  у^:=р1-*-Ь, 

прнчеиъ  проавша  ртловой  скорости  ва  оов  X*"  и  И"**  будутъ  оста- 
сатьсв  востоавннин,  я  вроэвщя  угювой  скороств  ва  ось  У°"  будетъ 
Тхевьшаться  до  и^дующеиу  завову: 

е=е.--|^9(;  (р=р.,в=в.). 

Во  ереия  этого  дввжев1я  свла  трев1я  навравлева  варалледьво  воло- 
хвтельвону  ваправлев1Ю  осв  X"*  в  В1г*егь  велвчвву:  Мкд  соя  ^. 

Въ  ноневтъ  <=:^}  навравлев1е  селы  тревш  взи^Ьвлетса  въ  вряио- 
вротввоволохвов  в  вачвваетса  вовое  дввхев1е,  врв  которохъ  вачальаал 
скорость  к^  равва  вулю. 

Если  Щ^  хеа'Ье  |-%,  то  новое  дввхев1е  будетъ  ваткв1енъ  шара  безъ 
СЕ0льхев1в,  врвчеиъ  свла  трев1а  будетъ  вавравлева  вараллельво  отрв- 
аательвой  оси  Х""^  в  будетъ  равва  ^Мдв^а^. 

Еслп  »е  1я7  6оЛе  ~7е,  то  дввжев1е  центра  в]ара  посл'Ё  монента  ^, 
ставетъ  совершаться  во  сл^уюшеиу  закову: 

а  вращев1е  шара  будетъ  совершаться  такъ: 

Р==Р„  ^  =  ^,ч-^кдш^{^—2^,),Е  =  Ео•, 

при  этоиъ  величина  силы  трен1я  равва  кМд  соз  /,  а  напрае1ев1е  ся 
вараллельво  отрвцательвоЁ  оси  Х'"\ 

ПереОдеиъ  теверь  въ  т'Ьиъ  случаямъ,  въ  которыгъ  вачальвое  эваче- 
Н1е  с1сороств  у'    не  равно  нулю. 

Чтобы  сортаввть  ввтеграаы  двфференц1альвых'ь  ураввевхй  (904), 
воспользуеисх  т^иъ  обстоятельствонъ,  что  вовросъ  о  двихев1и  тяжелой 
матерьальвой  то^вв  по  шероховатоВ  накловноб  плосвоств  сводвтса  къ 
ыоаросу  о  дввхев1в  свободвой  натерьяльвой  точвв  врв  д'Ёйств^в  на  вее 
постояЕвой  свлы  и  совротввлев!я  среды,  вн^ющаго  постоаввую  вели- 
чпву;  ва  освовав1в  этого  8ан(чае1л,  вриведевнаго  ухе  въ  врии1>р^&  2в->1ъ 
ва  стр.  221-&,  иы  волучвмъ  внтегралы  дЕфферевд1альных'ь  ураввенКк 
(904)  въ  ввл1>  форнулъ  страввцы  144-й  (задача  13),  если  эаи'Ёнвиъ  въ 
ввхъ:  д  —  велвчввою  ;^■да^а^Г,  Л  —  величавою  х  =  ^ксо^в^•,  врои^ 
того,  вадо  вредполохвть,  что  востояввал  села  д'Ё&ствуетъ  во  осв  Х'^, 


переливная  п  непрерывно  убываегь,  ест  нача. 
жвтехьное;  это  17чше  всего  ввдво  пзъ  сл^дуюп 

тг= — ^^яш^ 

Непрерывно-убывающая  перек^нвая  т}  дрн( 
X  ^  1,  то,  какъ  впдно  изъ  равенства  (905,  а] 
въ  моневтъ  ^^  —  Г„  еси  же  х-<1,  то  1Iрпб^ 
доджаетоя  безъ  вовца. 

Есан  х^»  1,  т.  е.  ^^^<С^к,  то  врв  *  =  — 
въ  ву1ь,  скорость  точки  К  тоже  обратится  I 
формулы  (906,  Ь),  прн^ежъ  коордннаты  центра  : 
выя  значев1я  а^  н  Ь^  (эти  звачев1я  получнмъ  I 
еслв  сдЪлаеиъ  въ  ввхъ  Ь  раввынъ  —  Г^,  &  п  ^ 
еъ  ноневта  Ь^  —  Г^  шаръ  ватаетъ  белвться 
безъ  свол>хеЕ1я  (св.  а). 

Если  х<1,  т.  е.  ^4^^'р■^Ь,  то,  но  М'Ьр* 
вечности  в  врнблва:ен1я  г  къ  нулю,  скорость 
стать  до  безконвчвоств,  вакъ  видно  нэъ  (905,  Ь) 
ввдво,  что  Хе  и  уе  тоже  возростаетъ  неогр^нчс 

Првв^ръ  109.  Дввжен1е  тяхелаго  одвород 
тальЕОй  шероховатое  пдоскоств. 

Днфферевц1а1ьвыя  уравнения  двпжен1а  от1 
предыдущаго  нрпвЪра  т^къ,  что  теверь  &т^^ 

Интегрыы  (901),  (902)  въ  настоящеиъ  с^уч 

Начвехъ  со  сдучаевъ: 

(б),  когда  шаръ  ско1ьзатъ  по  вдоскости.  Днф( 
(904)  прп  17"=  О  получатъ  слФдующШ  видъ: 

изъ  впгь  сл4дуетъ; 


интегрируя  это  ;равнев1е  два  раза,  набденъ: 
т.  е.  точка  (х  движется  пряиолинейво. 
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а^—ач-^^ 1^ 

Когда  шаръ  катится  безъ  ско1ьхетя,  трен1е  равно  нулю. 

Ес1н  ^^0,  то  двихеие  цевтра  шара  совершается  по  аряной  1п- 
В1н;  свачала  это  двнхеше  равЕозаиедюввое,  а,  вачннаа  съ  ноневта  2, 
шаръ  катится  равнон1рно;  ес1и  ^„  есть  велнчнва  отряцатедьвая  и  а, 
неи^е  вуяя,  то  раввом^ряаа  часть  движенш  совв1}шается  въ  вовврат- 
волъ  ваправлен1и. 

§  132.  Дн»Ф«ренц1а1ьныя  уравнвн1я  двиае«н1я  твердаго 
т11а,  1н1Бющаго  яен1Ёе  пята  степеней  свободы. 

Дяфферевщальяыя  уравнеБ]я  двиаив1л  твердаго  т^х&,  связавнаго 
Б^сЕОлькими  евязяии: 

»1  (я'»)  У»,  ■е^»)  Ф,  «С)  9)  =  О, 

*^з(^»>  У»>  «»)  Ф,  э«,  9)  =  0, 


жоруть  быть  получена  на  тФхъ  хе  освовав1ЯХЪ,  Еакъ  и  въ  параг- 
рафе 129-нъ;  во  вторыхъ  частяхъ  атихъ  шести  ураввен!!)  будетъ 

ввБЛЮчатьеа  столько  мвожителей  Х^,  Х^, ,  сбольбнмъ  свазямъ 

подчнвево  Г&10.  Если  чвсло  связей  хенЪе  шести,  то,  иселючивъ  8ти 
похители,  нолуомъ  столько  дифференщальныхъ  уравнев1й,  сбольео 
т'Ьло  инЪетъ  степеней  свободы. 

§  133.  Вращен1е  твердаго  тЪла  ВФкругъ  неподвшкно! 
точи. 

Твердое  т11ло,  одна  взъ  тозесъ  вотораго  неподвижна  (Еазовекъ 
вту  точку — точкою  Ю),  связано  трена  связанн; 

Хм  =  постоаня.,  у„  ^  ностоанн.,  ;м  =  постоянв. 

и  Я111етъ  три  степени  свободы. 
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состоять  въ  тожъ,  что  теаерь  центромъ  иоментовъ  свлъ  слухжтъ  точка 
Ю,  а  ОСЯМ!  Н,  V,  2 —  главная  оси  ииерц11  т^ая,  въ  ато1  точк1Ь  Ю, 
■вжду  т^ъ,  квкъ  при  соетавлевш  ]^внешй  (762)  центронъ  мо1ен- 
товъ  СЕТЬ  служилъ  цевтръ  инерщн  т^яа,  а  оеяш  Н,  V,  Т. —  павння 
централшыя  оси  инерщи  т'Ьла. 

По  претив!  такого  сюдства,  вихеа^^дувпце  два  вопроса  жогуть 
быть  р^Ьшввн  такъ,  какъ  показано  въ  §§  120  и  126. 

11ри]г1>ръ  110.  Вращение  твердаго  тиха  вокругъ  неподвижной 
точки,  если  главвый  ножентъ  (вокругь  этой  точки)  прилохенвшъ 
силъ  равенъ  нулю. 

Бъ  9тонъ  случае  дифференц1альння  уравнев1д  (906,  Ъ18)  полу- 
чаютъ  слЪдующ1й  видъ: 

31»|  =  (®»-6,)дг,  93.Й  =  (6.-31,)7у, 

б-1;=(««-аз-)рз; 

а  потону  вращев1е  твердаго  т1(ла  вокругъ  неподвижной  точки  совер- 
шается по  тону  же  закону,  по  кавожу  свободное  твердое  т^ло  вра- 
щается по  инерщн  вокругь  своего  1(ентра  инерц1и;  разница  только  въ 
тожъ,  что  теперь,  вж1>сто  главнтъ  центральшлъ  иожентовъ  инерц1и 
9(^,  93р,  (5д,  будугь  входить  воженты  инерция  31„,  ЯЗ^,  6„  твердаго 
гЬла  вокругь  главвнхъ  осей  иаерц1я  въ  неподвижной  точкФ  Ю. 

Прижарь  111.  Цеятръ  инерщи  С  твердаго  т'Ьла  не  совпадаетъ 
съ  неподвижною  точкою  Ю;  вллвпеондъ  инерщн  для  точки  Ю  есть 
вллжпсондъ  вращешя  вокругь  оси  ЮС\  двил»н1е  т^^а  подъ  вл1я- 
пежъ  силы  тахести. 

Возьиежъ  ось  2"*  по  направлен!»  силы  тяжести,  а  за  ось  2 
првиемъ  ось  сиш|етр1я  ЮС;  означниъ  черезъ  I  разстояше  центра 
инерщи  отъ  точки  Ю. 

Потевщалъ  силъ  тяжести,  првложенныхъ  ко  веФиъ  элежвнтажъ 
г!|ла,  выразится  такъ: 

Л^д  I    \оеАО=:  Мд1^-=  М1д(лъф; 


'^^"Щ^^' 
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го  внрахеше  совершенно  сходно  съ  внражвн1е1гь  (810);  разд1п1е 
(Елючается  только  въ  тоиъ,  что  тамъ  носинусъ  помвожевъ  вй  М,л 
[^лъ—  за  М1д,  поэтону  все  сЕязанное  въ  §  126-1Ъ  приж'Ёндвтся 
ь  настоящему  прим'Ьру  съ  вадяехащею  за1^ною  величивъ  Ак,  ^~ 
!личи&аки  М1д,  3(„. 

Меа^д;  арочииъ  мохеиъ  вак'^тить,  что  если  и  будетъ  равно  нулю, 
}  ось  2  будетъ  совершать  то  же  саиое  двихен1е,  вакое  совершат 
1ть  натеиатичесЕаго  хаятника,  ииЪющаго  следующую  длину: 

В  =  Щ==^*1 (9в7| 

)  формул*  (837)  параграфа  126-го. 

При1|1|ръ  112.  Цевтръ  вверщи  т'Ьм  неподввжеиъ;  пасса  его  ох'кп 
;ь  сви11етр1в  (2)  и  пераендввулярвую  еъ  ноЗ  плоскость  сиккетр!! 
лосвость  ^Т).  ТЪю  орвтлгвваетсл  во  завову  тягогЬнгя  одаородвшъ 
шодвижвыиъ  шаромъ  пассы  ЛГ„  центръ  кстораго  находвгся  на  отрв- 
1тельвоб  осв  2"^  вь  весьма  большонъ  разстоав1в  Ь  отъ  цевтра  пвер- 
Е  вритягнваеиаго  т^да.  Имеется  въ  ввду  вревебрегать  четвертывв  л 
лсшвии  стелевянЕ  01воо1енШ  нешду  разм^рохн  ткла  в  разстолнхенъ  Ь 
,акъ  въ  врв1г1рЪ  ЮЗ-мъ,  стр.  582  —  583). 

Янь  форнулъ  (814  Ыв)  в  (821)  сд^дуетъ,  что  сады  прпгвжеви,  врв- 
1женЕая  въ  первому  т^у,  вм^ютъ  слФдующШ  вотевц1а1ъ: 

0-==  .ж.  (^н- «•-"'- ''^|г'''"°''''), 

1къ  какъ  въ  вастояшемъ  сдуча'Ё: 

По  форнудамъ  (318)  стр.  585  мы  ваВденъ,  что  вроэкщв  н&  осп 
'"",  У°"  и  2"*  главваго  момента  првтлжен!б  (вовругъ  С)  равнн: 

К=-^  (в  -  3(.)  V,».,  Л= ^#  (6  -  а,) ..»,,  Л= 0; 

по  формудаиъ  (817)  стр.  586  ели  (819)  вроэка1в  того  же  момента  на 
1Н  В,  Т,  2  равны: 
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Тавз  1авъ  прозкц1Я  павнаго  ноиенте 
то  проэиця  а&  ту  же,  ось  гдавваго  номв! 
ин^етъ  постоянную  вмичлну;  даяФе,  та 
мента  аяп  ва  ось  2  равна  Н71Ю,  то  1 
7раввеи1В  (906,  Ь)  дастъ:  г^аостоавно! 
сдуча'Ь  нн^етъ  н^Ьсто  вавонъ  живой  сн1ьг. 
&14|дуювив  трв  автеграла: 

91дЯс'  81П*!^  -*-  6р»  С08  ф  -- 

а,[(^"  -*-  {<жУ  з1п^]  =  2А,  - 

Д(иьв^[|йшее  р^швН1е  этого  вопроса  и) 
хе  методу,  которая  арвн'Ъвеаъ  в'ъ  §  12| 
п1хмв. 

Еъ  ЧНС1У  т1хъ  дввжев!0,  которые  м 
при  услов1яхъ  данвыхъ  въ  этокъ  прнм^р' 
сопровохдаемва  нутацЮю.  При  дааномъ 
скороств  а  вознокнн  два  таия  двнжевхя, 

12сЛГ1«е(1$( 

внЪетъ  звакъ  воложительвыб;  велвчввы  в 
хевйхъ  равны: 

=**''  =  257^**  "*"  ^"*'      ^' 

(  131.  ОбщШ  ввглядъ  на  гЬ  < 
С1мметр1н  т11а  совершаетъ  пвстоя 
нутацШ. 

При  излохенш  предндущихъ  прим1 
щалв  внгааше  на  гЪ  случаи,  въ  кото 
тЪла  вращешя  совершаетъ  постоянную 
въ  вастоащекъ  параграф'^  хн  сдФлаемъ 
отЕосительно  вращев!в  втого  рода. 

Полохимъ,  что  масса  твердаго  тЬла 

ТаКЪ  что  для  ВСЯЕОЙ  точки  этой  оси  8ЛЛ 

еоидъ  вращешя  вокругъ  нея  хе. 


=[>- 


-ТГТ — Я^1^ — ^ 
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Оваачимъ  черезъ  ^  уголь  ХЮО  (черт.  101,  102),  составляе- 
мый направлен1емъ  ЮО  главнаго  момента  количествъ  движен1Я  съ 
осью  2 ;  полошггельння  значешя  этого  угла  будемъ  также  отсчиты- 
вать отъ  оси  Ю2.  въ  ту  сторону,  гд'Ь  находится  ось  Ю2;  изъ  выше- 
сказаннаго  сд'Ьдуетъ: 

л^со8  7  =  6^0со8р,   л^8Ш7  =  91,о08шр;.    ..(909) 

а  отсюда  оолучимъ,  во  первыхъ,  выражеше  для  л^: 


л,  =  ОУГ,8111^р  -Н  е^С03«Р,      (910) 

во  вторыхъ,  выражеше  для  (д^: 

^9^  =  ^„^99  (Ш) 

И,  въ  третьихъ,  выражоше  для  проэкщи  главнаго  момента  количествъ 
движения  на  направлеше  мгновенной  оси: 

л„  соя  (т  —  Р)  =  О!,  1=^п>  81п*Э  ■*-  93«  соа^р ....  (9 12) 

Такъ  накъ  величины  угловой  скорости  О  и  угла  ^  —  постоянны, 
то  изъ  выражен1й  (9 1 0)  и  (9 1 1 )  сл'Ьдуетъ,  что  главный  моментъ  ко- 
личествъ движен1я  долженъ  им'Ьть  постоянную  величину  (означимъ 
эту  постоянную  черезъ  в)  и  долженъ  составлять  постоянный  уголъ 
7  съ  осью  2. 

Кром'Ь  того,  изъ  равенства  (911)  видно,  что: 

7  <  р,  если  6„  >  91„,  т.  е.  если  эллипсоидъ  инерцш  —  сжатый 
по  оси  вращешя  (черт.  102);  напротивъ: 

7  >  Р,  если  21»  >  6»)  т.  е.  если  эллипсоидъ  ияерщи  растянутъ 
по  оси  вращешя  (черт.  101). 

Дифференц1альныя  уравнен1я  вращешя  т'Ьла  вокругъ  неподвиж- 
вой  точки : 

внражаютЪу  что  скорость  шочщ  отесывающей  годографь  главнаго 
момента  количествъ  движенгя^  равна  и  параллельна  главному 
моменту  силь^  прилооюенныхъ  кь  тчьлу  (сравн.  §  96  стр.  456). 


« :  • 
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плоскость  ЛЮ2  вращалась  бы  во^&руи  оси  Е^'*  съ  постоянною 
угловою  скоростью  ж\  необходимо,  чтобы: 

мавный  моментъ  Л^  силъ,  приложемшосъ  къ  тгьлу^  быль  на-, 
правленъ  по  линги  Ю1Я  параллельно  скорости  точки^  описываю- 
щей юдографъ  количествъ  движетя, 

и  чтобы  главный  моментъ  Л^  этихъ  силъ  имгьлъ  величину 
постоянную  и  равную  (914)  или: 

До  =  6^ V 8ш ^5 -*- (6«, —  ^^{жУ тпф^оъф . .  .(914,Ь18) 


§  135.  Уеы1е,  потребное  для  ■зн^6нен1я  направлен1я 
оси  сшметр]!  тФла,  вращающагося  по  янерцШ  вокругь 

этой  0С1. 

Представииъ  себ^  твердое  гЬло,  им'Ьющеб  неподвижную  точку 
Ю  и  имеющее  ось  си1!шетр1в  //?21,  проходящую  черезъ  ту  же  точку, 
такъ  что  моменты  инерц1И  этого  г1^ла  вокругъ  всМъ  экватор1альннхъ 
оееЯ,  проходящихъ  черезъ  точку  Ю^  равны  между  собою. 

Пусть  это  тйло  вращается  по  инерщи  вокругъ  оси  Ю2,  съ  уг- 
ловою скоростью  (о;  если  къ  т'Ьлу  не  приложено  никакихъ  силъ,  то 
направлен1е  оси  2  остается  неизм'Ьннымъ  въ  пространств'^. 

Требуется  опред'Ьлить,  какую  силу  надо  приложить  къ  точк'Ь  К^ 
находящейся  на  оси  2  въ  разстоян1И  I  отъ  точки  Юу  для  того,  чтобы 
сообщить  этой  оси  данную  угловую  скорость  въ  данной  плоскости. 

Примемъ  за  ось  Ю2  какое  либо  направлеше  въ  этой  плоскости, 
а  эту  самую  плоскость  возьмемъ  за  плоскость  2ЮХ;  сл^кдовательно, 
аю  будетъ  равно  нулю,  а  такъ  какъ  ось  ^^921  должна  оставаться  въ  пло- 
скости 2ЮХу  то  ж  и  ж"  тоже  должны  быть  равны  нулю.  Силу, 
приложенную  къ  точк'Ь  К,  разложимъ  на  три  составляющ1я :  на  со- 
ставляющую В  по  направлен1Ю  ЮК,  на  составляющую  Ф  по  направ- 
ленш,  проведенному  изъ  точки  К  въ  плоскости  2ЮХ  перпендику- 
лярно къ  ЮК  (въ  сторону  возрастающаго  ф)^  и  на  составляющую  У 
параллельно  оси  У^. 

Возьмемъ  Лагранжевы  уравнешя  (769)  стр.  548  и  прим'Ьнимъ 
яхъ  къ  настоящему  случаю^  положивъ:  93^»  равнымъ  Щ^,  ж^ж  и  ж' 


Номенгь  инерц11  стержня  =: 

Еольца      =331,11(2^-*-5л^ 

пластим  =      5,06  .'^(1"-^  (^ 

Мохентъ  янерцш  всего  тЪлл 

Пусть  это  тФло  вращается  I 
товъ  въ  секунду,  тавъ  что: 

о  =  2г.  100^ 

Спрашивается,  какую  сил; 
Ю  неподвижна)  для  того,  чтоб) 
оборотовъ  въ  минуту;  по  преды; 
равна 

=  345 

Полагая  з=.981^,, 
335560  динажъ;  сл'1довательно 

Если  точка  К  будетъ  уд^ 
при  возростати  угла  ф,  эта 
иге  на  плоскость  по  направ^ 
при  уменъгиенги  угла  ф, —  дт 
ной  оси  У'"-;  величина  давлен 

Въ  существован1и  такого  . 
при  попшщ  ел^Ьдующаго  прибор: 

Твердое  т^о,  изображенное 
цахъ  оси  симметрии  по  одному  Б 
лешяии  т^о  вставлено  иежду  о 
(черт.  1 04),  ввинчевныхъ  въ  ш 
чевъ  или  вдЪлааъ  небольшой  Ш1 

Ткю  приводится  въ  быет 
шнурка  съ  петлею  на  конц^. 


'Г       I 
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Этотъ  приборъ  служить  главннмъ  образоиъ  для  показан1Я  пре- 
цеес10нальной  части  движен1я  быстро  вращающагося  т'Ьла.  Для  этого 
поступаютъ  такъ:  уравнов'Ьшиваютъ  противовЪсъ  в  съ  кольцомъ 
ЕВ;  зат'Ьиъ,  помощью  шнурка,  сообщаютъ  т'Ьлу  М  быстрое  враща- 
тельное движете  вокругъ  его  оси  си][нетр1и;  если  теперь  передвинуть 
противов'Ьсъ  О  ближе  еъ  муфт'Ь  ^  в,  закр'Ьпивъ  его  винтомъ  д  въ 
новоиъ  положен1И,  предоставить  снарядъ  самому  се6%  то  замечается 
следующее:  посл'Ь  н^Ьсеольбихъ  порывистыхъ  колебан]й,  стержень  /95 
приметъ  н'Ькоторое  наклонное  положен1е  къ  горизонту  и  вм'Ьст'Ь  съ 
вилкою  V  и  стержнемъ  РР  получить  вращательное  движенхе  вовругъ 
вертикальной  оси  этого  посл'Ьдняго;  это  прецесс10нальное  движен1е 
т^мъ  медленн'Ьеу  ч'Ьмъ  быстрее  вращен1е  т'Ьла  М  вокругъ  его  оси 
симметр]и  и  ч'Ьмъ  меньше  передвинуть  противов'Ьсъ  в;  если  проти- 
вов^^сь  в  передвинуть  въ  противоположную  сторону,  дал'Ье  отъ  муф- 
ты, то  получится  прецесс1ональное  движен1е  противоположнаго  знака. 

Приборъ  Фуко  есть  ни  что  иное,  какъ  снарядъ,  описанный  въ 
предыдущемъ  параграф'^  и  изображенный  на  чертеж'Ь  104-мъ;  на 
кольц1Ь,  надь  однимъ  изъ  винтовъ  Л  или  Б,  сд'Ьлано  коническое  уг- 
лублеше,  изображенное  точкою  у  на  чертеже  104-мъ;  этимъ  углуб- 
лешемъ  кольцо  накладывается  на  остр1е  какого  либо  заостреннаго 
вертикальнаго  стержня,  прикр^кпленнаго  къ  тяжелой  подставк'Ь. 

Если  т'Ьло  М  не  вращается,  то,  при  наложеши  кольца  ЕЕ  уг- 
лублен1емъ  у  на  остр1е  стержня,  придется  поддерживать  кольцо  ру- 
кою, чтобы  оно  не  упало;  если  же  т'Ьлу  М  предварительно  сообщено 
быстрое  вращен1е  вокругъ  его  оси  симметр1и,  то  можно  отнять  руку 
и  кольцо  не  упадеть,  а  будетъ  вращаться  на  остр1'Ь,  совершая  пре- 
цесс10нальное  движеше  ткжъ  медленн'Ье,  ч^мъ  быстр'1е  вращается 
гЬло  М. 

Если  т4ло  ЛГ  вращается  вокругъ  оси  АВ  (черт,  106)  въ  сто- 
рону, означенную  оперенною  стр'Ьлкою,  то  прецесс1я  оси  АВ  будетъ 
совершаться  въ  сторону,  означенную  неоперенною  стр1^лкою  ВN.  Въ 
самоиъ  Д'Ьл'Ь,  сила  тяжести  сообщаетъ  точк'Ь  В  движеше  по  направ- 
лешю  Вву  а,  сл'Ьдовательно,  гЬлу  М  и  кольцу  ЕЕ  угловую  скорость 
вокругъ  оси  А  У;  какъ  только  это  движеше  начнетъ  Зарождаться 


"^"^^ЯЧВ^^-?'  : 
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Эта  Еривна  отлвчаются  отъ  теоретичесв! 
ннхъ  на  чертехахъ  93  а,  94  а,  95  а,  92  а, 
взъ  поиЪдншъ  заЕЛОчается  между  двумя  ео 
тогда  каЕъ  первыя  ям^Ьютъ  видъ  спиралей  ви 
каховъ  волчка  отъ  совротивлен]я  возд^гха. 

Брявыя  9ТЯ  получева  при  сл^Ьдующихъ  ; 

Когда  волчокъ  не  вращется  ж  стоять 
инвъ  его  язь  полохеша  равновФск  толчеон 
часть  етерхня  АВ,  приведемъ  волчокъ  въ 
тохдественвое  съ  Еачан1емъ  простаго  иатв! 
вертяяальной  плосеоств;  при  атомъ  острее  '. 
Еопченаой  буиаг11  прямую  лив!ю,  а  равна! 
всл'6дств1е  сопротивлен1я  воздуха  и  трен)я  о 
передъ  сообщен1емъ  толчея,  волчЕу  было  со 
воЕругь  оея  АВ,  то  остр]е  йудеть  чертить  к 
иую  на  чертеже  108;  соответствующая  е 
изобралина  на  чертех'Ё  93  а. 

Если  оси  АВ  вращающагося  волчка  I 
скорость  воЕругь  вертнЕальноЙ  оси  въ  сторо! 
получатся  кривыя  вида,  язображеннаго  на  че 
94,  а),  или  вида,  изобракенваго  на  чертеж1Ь 
92,  а);  если  же  оси  АВ  сообщена  угловая  с 
тивополохную,  то  острее  чертить  криввя  и 
112  и  ИЗ  (сравнить  черт.  96,  а).  Бели  в] 
отвлонено  за  остр1е  В  и  затФмъ  оущево  без1 
лучится  одна  изь  Бривыхъ  вида,  нзобрахе: 
(сравнить  чертежъ  95,  а). 

Бели  волчЕу  сообщена  значительная  сео 
оси  симметрии  и  ось  его  АВ  отклонена  от 
острхе  вычерчиваеть  спираль  съ  зазубринами. 
техЪ  1 1 4'Иъ;  подобный  хе  спирали  вычерчя 
оси  и  вь  приборахъ  Фесселя  и  Фуко. 


^ 


"-^|!РЩ)^-'''''"' 
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'Д^  %и%,^  суть  отяоевтедьвца  каорлнзаты 
двихущагосд  гЬла. 

Для  прнн^Ьра,  разснотрпнъ  вовросъ  о  тяеъ  ни 
чесважъ  вращвши. 

ПракЪръ  112.  Твердое  однородное  гЬло,  огр 
сты)  вращев1Я,  пгЬетъ  неаодвнхвую  точку  на  о 
нвврщн  его  не  совпадветъ  съ  неподвижною  точк< 
верхность,  на  которую  опираетсл  наружная  иове 
тЬла,  такова,  что  точка  взанинаго  нрнкосновев^ 
дится  въ  постояннонъ  разстояв1В  II  отъ  неподвня 
полагается,  что  движущееся  т^ю  подвержено  д^1 
Обратить  внн11ав1е  ва  тФ  С1учан,  въ  воторыхъ  Д1 
опред^к1еао  вполне). 

При  задавнонъ  ус10В1в,  в^воторыб  овред^леав 
вращающагося  ткк  прикасается  къ  перииетру  н') 
венодввжной  фигуры,  образуемой  перес'Ёчен1еыъ 
ностн  со  сферою  рад1уса  Л;  пусть  9  есть  рад1усъ  е 
а  ^0  —  разстояв1е  его  пдоскости  отъ  точки  Ю;  (9 
чииъ  черезъ  |3  величвву  угла,  подъ  которымъ  рад1у 
да(р  =  Л8шр,  ^о^Лсов^).  Усювимсл  обоэна' 
вою  ^,  л  сферическую  кривую  —  буквою  |9. 

Прежде  всего  внразимъ  усяов1е  взаиинаго  л 
ннхъ  кривыхъ.  Проведеиъ  сферу  рад1уса  равна: 
цевтровъ  точку  Ю;  означннъ  черезъ  ^,  2  н  ^ 
перес4чея1я  этой  сферы  осями  Ю2  (направлена 
радгуоомъ,  проведеввымъ  озъ  Ю  къ  точкФ  прико 
выхъ  крввыхъ;  пусть  ф  н  ф  суть  сферическ!я  коо] 


?=ЛФ). 


—  ураввевЕе  конической  поверхвостп,, вершиною  > 

Ю,  а  навравдяющею  —  периметръ  неподвижной  I 

Такъ  какъ  дуга  К2  постоявяо  равна  ^,  то  (с 

соэ  р  =  С08  ф  С08  ^ -ь  аш  <р  аш  (^^  соз ' 

крох^  того,  дута  2.К  доджаа  быть  ортогонадьва 
вой  ^<т  (черт.  115),  образуемой  нерес^чешенъ  во 
(916)  со  сферою;  это  внрозвтся  такъ:     ■ 

шЬ*—^ 


■^.^1^.:^У''> 


? 
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Ваавъ  .производную  отъ  (917,Ы8)  по  {  и  приндвъ  во  вниман1е  ра- 
венство (918,  Ыв),  будехъ  им^кть: 

зам^нивъ  производння  отъ  косивусовъ  ихъ  внраа&ешяхи  по  формуламъ 
(120)  стр.  105  кинематической  части,  подучимъ: 

паи: 

«Ь— Л  =  0 (!>1*,») 

^=^ <»•»») 

Это  равенство,  по1ученное  таквмъ  образоиъ  чрезъ  однократное  диф- 
ференцнроваше  уравнешя  связи  (917,Ъ18)  по  ^,  можно  ооаучить  гораздо 
проще  при  помощи  сл'Ьдующаго  соображен1я: 

Такъ  какъ  кругъ  ^  долженъ  всегда  касаться  къ  неподвижной  сфе- 
рической кривой  /$^  то  скорость  той  точки  движущагося  твердаго  т^да, 
которою  оно  прикасается  къ  кривой  5,  должна  быть  либо  перпбвднку- 
1арна  къ  тому  рад1усу  круга  ^^  который  направляется  къ  точк'Ь  прикос- 
иовен1я,  либо  равна  нулю;  поэтому,  во  всдкомъ  случае,  проэкцхя  ва  ось 
2  скорости  этой  точки  должна  бать  нуль,  т.  е.:  ' 

ЧоР  — &)2  =  0. 

Бром^  этой  формулы  (919),  которою  намъ  придется  воспользоваться 
при  изсл1дован1и  вопроса,  мы  выведемъ  теперь-же  еще  и  друпя  фор- 
мулы и  выражен1я,  необходимый  намъ  для  той  же  ц-бли. 

а)  Изъ  равенства  (9 19, а)  можемъ  прямо  заключить,  что: 

^<?^  — 1Г1о<?5  =  0, (920) 

а  отсюда  видно,  что  проэкцш  на  оси  3,  Т,  2  момента  реакц1И  вокругъ 
точки  Ю  равны: 

(А„)|  =  -  Х1(1о,  (А„)^  =  Х§о,  (А»)с  =  О (921) 

Ъ)  Для  олред%лев1я  множителя  X  намъ  послужитъ  равенство: 

^|-%1  =  И^-г§, (922) 

получаемое  изъ  равенства  (919  а)  чрезъ  диффереицироваше  по  {. 

42* 
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г»»:  

А"  =  У8ш'-р-ь(Г(ф))', 

е)  Дута  2.К  (черт.  116)  сохрЕШлетъ  посюлнную  дшну  и.  всегда  ор- 
тотонална  еъ  крввой  Ке,  а  ковтону  она  ортогона1ьва  также  и  еъ  то1 
кривой  1НВ1В,  которую  опнснваотъ  точЕа  2,  поэтому: 

вш^л«~ж'11п^~*&^1> (927) 

но  таБъ  каЕъ: 

10  нзъ  равенства  (927),  при  помощи  форнулъ  сфернчесЕоВ  триговонетр1Н, 
оолучииъ : 

/  =  оЛе,  =  .втт'-!^!^=^' (928) 

аю'аш^^осозе,^  ^  (соз  ^  втф—  зт1рсо8(^со8(ф— з«)) . .  (929) 

/)  Изъ  равенствъ  (928)  п  (925)  сгЬдуетъ: 

-^=4*т)™ч>; (930) 

равенство  же  (929)  ыошао  представить  еще  такъ: 

ж'вт* ф=  0(608 '^шп^-*- СОВ ^ ^ш^ (р) . .   (929, а) 

д)  Возьнеиъ  производную  по  ^  отъ  сов  ф,  выракенваго  фориуюп 
(924);  по  сравнен!»  наВдениаго  тавнмъ  образонъ  вырахеи1я  съ  выраке- 
н1емъ  (930),  полутанъ  сдйдующую  заввсвиость  между  ^  н  о: 

й|  =  ов1Е<р .(931) 

и*; 

К)  СлФдуетъ  заметить,  что 


■-гтэ^';^?«^'-"\.^ь" 


Если  вращающеесл  тЪю  свользитъ  по  ] 
прав1ев1е  силы  трен1я  противоположно  напр 
ТОЧЕН  Р,  в  велнявва  свлы  равна: 

ГЛ1  1^  —  Е0эфнЦ1еНТЪ  ТрвВ1Л. 

Озвачакъ  черезъ  Кд  величину  и  наорав, 
даю  т^а;  кавъ  известно: 

%ш{ю^,  и)  =  ^1;^—^■%,  и>„ш\ 

Ес1и  и>а  не  равна  нулю,  то  проэкцЕн  < 
булутъ: 

—  ^'со8(гсо,  Н),    — 2^со1 
а  кометы  ея  вОЕругъ  этнхъ  осей  выразятс. 

?,г'«)з(»„У),  — Е„р»К,Н),  -1,р 

Если  хе  вращающееся  тФло  катится  л 
окольхен1я,  то  величина  силы  ^Р  варанов 
случа!;  она  вв  мохетъ  быть  бол^е  Щ;  вей 
лева  сила  треаи:  вдоль  лн  по  скорости  V^, 
ВТО  ножетъ  быть  определено  только  оосл1 
сделается  нзв^ствымъ. 

Во  всякой  случа'Ё,  если  означикъ  чер 
трен1а  на  оси  Б  и  Т,  то  хомевты  еа  вокр; 
тАКъ: 

Днфференц1альныя  уравнеи1я  вращен1я( 

%%  =  т-й)дг-Мт 
Я^  =  (в  — 81)гр-1-Жу() 


^А'ЭДЬ*-^ 


чоиъ 
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в  по: 

такъ  какъ  сиа  тренья  11ерпев1ИБу1ярна  бъ  р^,  п01учвкъ: 

2(р„о-|-{6-аГ)о'?о-ь  ЛГпС^о— ^«8^  =  V- ■  .  .{936) 

Величину  н  иаправ^ен^е  снш  1рев1Я  ховно  определить  аэъ  ураиие- 
н1я  (932,  с);  вторая  часть  этого  ураввев1я  выражаетъ  ноиантъ  силы  тре- 
в1я  воируть  осп  2,  таЕЪ  что: 

•.Х,^^И:Б,  ЕОэтоиу  на  освованш  равенствъ  (935),  (930)  полу- 

^=-^е1^.™'ПФ)ё (93Г) 

Изъ  этого  ВЕ1ракев1я  видно,  что  сила  трвЕ1а  равна  нулю  въ  т^хъ 
жйстагь  ЕрнвоО  5,  гд4  у*  (ф)  =  О,  Въ  1*хъ  к^стахъ,  гд* /' (ф)  ]>  О,  по- 
лучается отрицательное  эначее1е  для  Р;  это  озвачаетъ,  что  въ  этнхъ 
мфстахъ  сила  трен1я  пн'Ёетъ  отрнцатольннб  хохевтъ  воаругъ  осв  2. 
Напротпвъ,  въ  т1хъ  м^стахъ,  гд'Ё  /'(ф)<^0,  сила  треии  инФетъ  про- 
тивоположное иаправлев1е. 

В11ражен!е  (936)  послужить  для  того,  чтобы  о1гред'Ьлнть,  въ  вакихъ 
и^тахъ  перниетра  ^  движущееся  т1>ло  отделится  отъ  сферическоА  ирн- 
вой;  это  будетъ  таиъ,  гд11  В11рааев1е: 

-»-Ж9^(г.-ад (93в,а) 

обращается  въ   вуль,  переходя  отъ  положнтельинхъ  значевШ  кь  отри- 
цательншъ. 

Съ  другой  стороны  это  ае  самое  выражеи1е  п  внрахен1е  (937)  по- 
служатъ  для  того,  чтобы  опред'Ьлнть,  въ  какнгь  агЪстахъ  движущееся  т^о 
начнетъ  скользить  по  периметру  |9;  это  будетъ  тамъ,  тд^  абсолютная  ве- 
личина Р  будетъ  бол1е  кШ. 


—  667—. 

гд^Ь  верхн1е  знаки  отн.осдтса  къ  'случаю  катадхя  вруга  ^  вя^  круга  /9, 
нижн1е  —  къ  случаю  каташд  внутренндго. 

Изъ  соотношешб  между  синусами  угдовъ  сферическихъ  треуго^[ь- 
никовъ  2К7^  и  2^С  (см.  черт^жъ  118-й)  лодучимъ  равенство: 

81П  9  8Ш  ^  ШП  (^^  -г-  ф)  =  81П  Р  8Ш  X  8111  «* , 

съ  помощью  котораго  изъ  равенствъ  (925)  и  (930)  выведемъ  ед-^^дующее: 

Л  сов  Ф  •  • 

— 2Р  =0  81п>с8тг«; 

1 

зат^мъ,  изъ  равенствъ,  приведепныхъ  въ  конц']^  предыдущей  страницы, 
иодучимъ: 

•пЛ(Т Двша 

^0  — -^5?  — 8ш(аньр)^- 

Всл*дств1е  этого  величины  Хр^*  и  1^(936,  а)  (937)  выразятся  сле- 
дующими формулами: 

^=(51з-1^-ь(6-31)?о)о^± 

±  Ддгуро  (С08  Х  81П  (а  ±  Р)  -+-  81П  X  СОВ  (л  ±  р)  С08  «*),..-..  (939) 

Разсмотримъ  случай  наружнаго  каташя.  Означимъ  черезъ  о^  то  зна- 
чеше,  которое  им^етъ  о  тогда,  когда  кругъ  ^  прикасается  къ  самой 
верхней  точк-Ь  круга  5,  т.  е.,  при  и  =  '7г,  гд4  р5  =  ач-р  —  х.  Взявъ 
въ  формуле  (939)  верхв1е  знаки,  дадимъ  ей  сл1дующ1й  видъ: 

Хр/=БС082у  -+- Л8Ш^у, 
гд*: 

В  =  Во,^  —  К,К  =  ЛГ^ггРо  {Е  вт  X  н-  б'  мп  (а-ь  р)), 

4> 
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г;=  ^8ш{ач-Й^гав(«-1-Р), 

_(3  =  ^ятк-совх,.  Л'/=Яр,'-|-6!;". 

Очевидно,  Л  есть  велнчнна  поюжвтельвая.  Есхн  и  В  юже  веючвна 
(Житыьваа,  т.  е.,  ес1н  7)(1),'  бол^е  К,  то  >.  будетъ  поюжитыьншгь 
велхвхъ  и;  етио  бить  вругъ  ^  тогда  нпгд'Ь  не  со&детъ  съ  перв- 
№  Я 

Если  же  2)<1}1'  нев^е  ^,  то  X  будетъ  ин^ть  подохптел1>внл  значе- 
только  для  т1|хъ  и,  которыя  ве  кев^е  и,  в  не  бод^Ье  (Зтс  —  «,),  гд1 
1сть  угодъ,  опред'!Ёдяеиы11  раввнствомъ: 


ГЛ^'- 


-Вы,* 


ону  въ  таввхъ  сдучаяхъ  овонечвость  т^ла  будетъ  дввгаться  сд^дую- 
ъ  обравоиъ  (ся.  черт.  119-9):  отъ  а  череэъ  &  до  с  хругъ  ^  ейтвтся 
[брвиетру  8,  въ  точк^  с  овъ  отделяется  отъ  |9  в  оконечность  т^ла, 
аясь  на  свобод!,  овнсываетъ  дугу  с/а  в^котораго  круга,  ом'Ёющато 
гръ  аа  вертввальЕоВ  лвн1п  02,  пока  овлть  ве  прпляжетъ  къ  пери- 
)у  въ  точк!  а;  затЪнъ  катав1е  во  первивтру  вовюрается  снова. 
Надо  еще  узнать,  везд*  ля  вругг  ^  будетъ  ватвться  беэъ  своль- 
1я  по  веримвтру  круга  &  Чистое  катание  возможно  только  тамъ^гд! 
1ЛК>твая  велвчвна  силы  Р  (940)  иен'Ье  кЗЬ  Соотаввиъ  выражение 
ости  (ЛЭТ  —  Ю  или  разности: 

Авт^-^  -*-Всо8*  ^  —  2Л^^роС8шкзт-|-со8-|- 


•едставннъ  это  выражен1е  подъ  сл^дуюнцгмъ  вндонъ: 


N—ЛВ  —  ^М}■((,Св^и  «)'. 
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Легко  убедиться,  что 


8Ш (а -ь  р  —  х)  ^  Е81П X  —  в8т(а -ь  Р), 
а  потому  N  выразится  такъ: 

N={^о^'-Мд^^р,  в  зш  {ач-^)У-(Мд'^р,  вш  х)^  [Е^-*-  (?) .  (942) 

Изъ  быражен1й  (941)  и  (942)  оказывается,  что  Батан1е  будетъ  со- 
вершаться безъ  сБ0льжен1я  по  всему  периметру,  если  N  бол'Ье  нуля, 
т.  е.,  2)(1)1^  не  только  бол±е  К^  но  еще  и  бол^е  сл'Ъдующей  величины: 


Ь  =  Мд^^^  [(8ш  х)УЕ2-н  С  -^  в  8Ш  (а  -н  Р)]. 

Если  Юо^^  бол'^е  К,  но  мев'Ьв  Д  то  катан!е  будетъ.  совершаться 
безъ  скольжешл  только  по  той  части  периметра,  на  которой  и  не  ме- 
н-Ье  и^  и  не  бол'Ье  {2'7:  —  и^),  гд-Ь  щ  есть  уголъ,  определяемый  раиен- 
ствомъ: 


Если  1)а>^'  мен:Ьв  К^  то  уголъ  и^  оказывается  больше  угла  иу\ 
следовательно,  отъ  и^  до  и^  и  отъ  (2тс  —  и^  до  {2%  — 1*1)  катате 
круга  ^  по  периметру  должно  сопровождаться  скольжешемъ. 

*   Обратимся  теперь  къ  т^мъ  случаямъ,  въ  которыхъ  движущееся  т^ло 
сБОльзитъ  по  периметру  Я^,  не  отделяясь  отъ  него. 

Предварительно  изм^нимь  вндъ  н^которыхъ  предыдущихъ  формулъ, 
а  именно  т^хъ,  кбторыя  заключаютъ  съ  себе  выражен1е  {р?,^  ч-  дт^^)  = 
=  орвС08(о,  р^)  или  со8(о,  рд);  этотъ  косинусъ  равняется  (-Ы)  въ 
т^хъ  случаяхъ,  когда  катанхе  не  сопровождается  скольженхемъ,  такъ 
какъ  тогда  мгновенная  ось  должна  проходить  черезъ  точку  прикосно- 
венья; въ  т^хъ  Ж9  случаяхъ,  когда  т^ло  скользитъ  по  периметру  /5, 
не  отделяясь  отъ  него,  угловая  скорость  о  можетъ  быть  направлена 
вдоль  по  р^  или  противоположно  9о9  ^*  ®-  косинусъ  со8  (о,  ро)  можетъ 
быть  равенъ  плюсъ  единице  или  минусъ  единице. 

Условимся  обозначать  произведенхе:  осо9(о,  ро)  звакомъ  о,  причемъ 
будемъ  иметь  въ  виду,  что  со  =  ±  о. 
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Ери  таконъ  услои1м: 

тому  формулу  (923)  бл4д>етъ  писать  такъ: 

Р\  —  4%,  =  *'о"  -»-  »'?о"  —  »^ (923,  Ые) 

[алФе,  <|>орну1а  (927)  справедлива  во  всяконъ  случае),  по  формулы 
)  в   (929)  придетсл   н^ккольво  нспраялть,  а  имевно   атЛ   долявы 


|5'  =  в8гае;,. .  .(928Ы8),  !мс'81пд5=мсо8б1  *). .  ,(929 Ш) 

[оэтоиу  въ  формулахъ^ЭЗО),  (929,  о),  (931)  величина  о  должаабып. 
вена  величиною  и,  а  пронзввдев1е  ^ро*  выраэптса  тявъ: 

=  ^Ва'^^^  —  91»*1;,-ь6поро-ьЖ"з-1'(г^— ?^С08^.(936,Ыб) 

[ъ  слу<1алхъ  С1[а1ьжеп1я  диффереидхальное  ураввеше  (932,  с)  ^удетъ 
ь  сл^луюииЙ  ввдъ: 

«5=  -Ро^  Ср.— ?.^«) (932,с,Ь!в) 


")  Величины  ф'  и  як^ та.ф  можно  рвзснатриввть  двояко:  дибокаяъшроэа- 
ивейяой  скорости  точки  2  (черт.  115  и  120;  давна  ЮТ.  равва  едивлцЪ), 
какъпроэкцт  угловой  скорости  с;  въ  первоиъсвысл^д^'выражает'ьпро- 
I  скорости  точки  2  "а  коордипатную  ось  р  полярныхъ  коордннатъ  этой 
г,  я  ж* шаф  —  проэки,1Ю  этоП  скорости  аа  ось  т  (ва  чертеже  130-мъ  эти 
:ш&  изображены  дликани  2^1  и  '2^\)^  во  второнъ  смысле  ф'  представ- 
я  длиною  ЮЛ,  отложенною  по  вавравлев1ю  ЮЯ  (когда  ф'  >  0)  или  т 
1ВЛЁВ1Ю  протввопо.южвову  (когда  ф'  ■<  0),  угдовая  же  скорость  ав'  вш  ф 
павляется  дшеАю  ЮЪ,  отложенною  по  направлен1ю  Ш^  вврал- 
ому  в  вротивоволожнону  р  (когда  31^  %\аф>-  0)  или  по  направлен!»  Х)^, 
а  я^ %\лф  <.  0).  Отложимъ  отъ  точки  2  длвиы  2&  в  2'  равныл  и  ва- 
львыя  длинанъ  ЮЪ  и  ЮЖ;  дЕагональ  2^  врявоугольвикв,  востроен- 
ва  этихъ  рДЛИВахъ,  будетъ  равна  и  параллельна  о  и  вк^^ег!;  съ  тЁиъ  бу- 
перпсндикулярва  къ  скорости  2^1  точки  2)  такъ  что  СФерическЗб  угол 
I  т.  е.  «1,  равеаъ  сферическому  углу  ^{Ю^^. 

[в  чертеж*  120-1гь  изображенъ  тотъ  случай,  когда  сов  (о,  р^)  =  1;  тогда 
О  81П  г,  и  яс'  а1п  г5  =  о  сое  «,;  если  же  соз  (о,  р^)  =  —  1,  то  ф'  будетъ  равва 
;1п  «,)  в  ас*  вш  ^  =  —  о  соа  »,. 


::  р-  ^  '^''ячВД''>.-К|^(«;^ууг.'^7"  Г^^^^Т??^!ЧЧВ1«!1  ■  '■" 


—  671  — 

тхк  №  есть  абсоштнаа  велвшна  разноств  (грд — К^ь*),  такъ  что: 
б5=-Р.Р,  в™  (гр.-?.«)>0| 


(943) 


6^=      9.Р,  вМ1  (гр,— Е.»)<0| 

Изъ  двухъ  другихъ  дифференд|а1ьныхъ  ураввешВ  (932,а)  (933,Ь) 
в  взъ  равеветва: 

составимъ  С1'|1дуюшее  дифференц1а1ьное  уравнев1е: 

я  ^р.=-%г(Ч1.-и-.и-ьи^  (>•?.-« (9«) 

гдФ  перввВ  члевъ   второА  части  нохетъ  быть  преобразованъ  еЛлул- 
тямъ  образонъ: 

Иаъ  двффервнцхальЕвхъ  ураввен!&  (944)  н  (933,  с,  Ьц)  составимъ 
стЬдующее  ураввеа1е: 

^>,'^*^К.^=М^п'^^ (945) 

Для  р^шев1л  вопроса  о  скольаешк  т^а  по  даввоиу  периметру,  надо 
интегрировать  дпффереищыьвна  ур1^внвви  (943)  в  (945). 

Ыы  вмЪемъ  воэмохвость  решить  вопросъ  дш  того  сдутая,  когда  пе- 
рнмвтръ  1$  есть  кругь  ^^л;  тогда  ф=  постоянному,  а  потому  интег* 
радъ  уравнен!!  (915)  будетъ  таковъ: 

%«  -ь  ®;г  *=  С (946) 

Есдн  кругъ  ^  вн*  круга  5,  то  ф^{л-+-^),  Я=8ш((и-р);  иск1ю- 
чивъ  изъ  выразев1а  (936  Ыа)  п  интеграла  (94в)  велнчиву  г,  получимъ 
следующее  вЕ1рахен1е  для  >рц*: 


Ес1н  ы,  мен^е  и,,  до  бо1^е 
тогда  двнвенйе  гЁла  долхво  удои 
иыхъ  уравнен1В  (943);  асиючнв') 
(946),  оолучнмъ  сд'^дующее  даффе 


••=1^}/1- 


Пнтегрирул  это  уравнен1е  в  в 
столнноА  произвольной,  получшъ 

Угловая  скорость  и  умевьша* 
пока  не  сделается  равною  а^,  п< 
тан1е  без'ь  СЕ0льхеи1я, 

Если  Ыр  нев%е  ыц,  во  бол^е 
двн2ев1е  должно  удовлетворять  ■ 
нешй  (943);  р{|шев1е  —  слЪдующе! 

а  —  0-,  =  ^-^^А^ 

Угловая  скорость  увелвчвва» 
пока  во  достигветъ  велвчввы  Ыя 
катав1е  безъ  скольжев1я. 

Подобны  к  ъ    хе    образом  ъ    м< 

§  138.  Вр&щев1е  твердаг 
аорижной  ОСИ.  Дя**ервнц1а 
1>ажев1я  реакции  связей. 

Твердое  тЪло,  шсЁющее  воз1 
данной  постоянной  неподвижной 
вдоль  втой  оси,  И'Ёетъ  только  оди 

его  Д8ихец1в  ограничено  пятью  } 


Я71'Л'1?ТЧ!'=Т'''^5!^11:;!!!??^"- 
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вшгь  I,  л,  кроиФ  того,  арниеиъ  во  внпапе,  что  всЪ  л  остаются  по- 
стоя1ннх1,  тогда  равенства  будить  таковы: 

^^?'  =  -В.--)',-ьХ (948,  а) 

31%'  =  В^-^\-,-\ (948,Ь) 

О  =  В.-н  Х„ (948,  с) 

-^"«л'^  =  Д.-»>. (918.1) 

1=1 

2'"'"'^'=-'^»"^'^ <"*" 

2«.(^.5'-».$')=^- ("«■о 

Шсл'Ёднее  равевство  есть  диффврввц1&льное  ураввев!е  вращевш 
т^а,  я  первня  пять  слухать  для  оар«А^ев1я  величвяъ  реакшй 
связей. 

Первня  части  равенетвъ  (948,  Л,  е,  /)  суть  проивводння  по 
вреяенн  оть  проэЕщй  на  оси  Х"",  У**  и  2*"  главнаго  момента 
Еолчествъ  движев1я  вокруть  вачала  коордвнатъ;  можно  выразить 
ведичЕНН  этихъ  11ровЕЦ1й  ПО  форяулаиъ  (658,  а,  Ь,  с)  стр.  471-В, 
прячеиъ  ел'Ёдуетъ  прянять  въ  разсчетъ,  что  въ  вастоящемъ  случае 
^п,  У»)  ^'»)  Р  я  Я  раввы  нулю,  такъ  какъ  тФло  мохетъ  только 
вращаться  вокругъ  оси  2Г,  я  что  х„,  у„,  г„  равны  нулю,  таяъ  какъ 
точш  Ю  находятся  въ  начал^Ь  абсолютныхъ  коордиватъ;  поатому: 

гд* 

I,  =  '^^^^^^У^)^  5„=2*"*''^<'  ^!,»=2*"'2'Л- 
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опорн ;  третье  изъ  атдхъ  равенствъ  даетъ  величину  проэкщи  главнаго 
вектора  ^  этихъ  давлещй  на  оеь  ^'*: 

Фсо8(Ф,2Г)  =  — Хз=В,,. (949,  а> 

а  изъ  равенствъ  (948  а,  Ъ)  мы  могемъ  получить  внрахеша  проэшцй 
этого  главнаго  вектора  ^  на  оси  X  и  У  или  на  оси  В  и  У,  а 
именно: 

2)  С08  (2),  Н)  =  —  ((Х^ч-Х^)  С08  9-4-(Х2н-Х5)8ш  э)  = 

=  Вш{В,&)ч-Щ^{эУ (949,к) 

Фсо8(2),У)  =  —  ((Х2-ьХ5)соза— (Х1-ьХ^8Шд)  = 

=  Вт{В,Г)-М^/ (949,  с) 

Изъ  этихъ  фориулъ  видно^  что  главный  векторъ  давлешй  вра- 
щающагосд  т'Ьла  на  точки  опоры  постоянной  оси  есть  геометрическая 
сумма  трехъ  силъ: 

а)  Силы  равной  и  параллельной  главному  вектору  В  задавае- 
мыхъ  силъ. 

Ь)  Силы  Щ^^эУу  равной  и  параллельной  центроб'Ьжной  сил'Ь^ 
которую  им'Ьла  бы  масса  Му  если  бы  она  была  сосредоточена  въ 
центр'Ь  инерцш  т^а;  эту  часть  давлен1Я  иногда  называютъ  ценшро' 
бгьоюною  силою  тгьла. 

с)  Силы  М^^э\  направленной  параллельно  отрицательной  оси 
У,  если  д''>0,  и  имеющей  направленхе  параллельное  положительной 
оси  У,  если  э"<0. 

Зд'Ьсь  ум'Ьстно  дшЪттЬу  что  геометрическая  сумма  двухъ  силъ 
бис  противоположна  ускорешю  центра  инерщи  т'Ьла,  а  по  величин'Ь 
равняется  произведешю  изъ  величицы  этого  ускорешя  на  массу  т^а. 

Слтьдовашельно ,  главный  векторъ  давленгй  у  прошеодимиосг 
вращающимся  тгьломб  на  точки  опоры  его  постоянной  оси,  есть 
геометрическая  сумма^  составленная  изъ  главнаго  вектора  зада- 
ваемыхб  силъ  и  изъ  фиктивой  силы  инерцш  всей  массы  тгьла^ 
накъ  бы  сосредоточенной  вь  ея  центра  гм^рцги. 
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(аокругъ  Ю)  яаправлет  по  зтой  оси,  то 
'  какихъ  давденгй  на  точки  опоры  этой  о* 
ти  слпдующихъ  условгй  отноеитеямо  п< 

1)  ее  должно  быть  равно  нулю,  т.  е. 
долокенъ  быть  на  оси  вращенгя , 

2)  1)„  и  Е„  должны  быть  рскны  ну/^ 
должна  быть  одною  изъ  глаеныхй  осей  ин 

При  этнхъ  уелов1яхъ  ось  вращешя  иох1 
что  точЕИ  опорц  нужны  тольБО  ив  случай 
роянихъ  силъ,  которыя  будутъ  бтреивться  ] 
первоначальваго  положеша. 

Если  цевтръ  инерщи  тЪла  не  ваходи1 
пря  вращев1и  является  центроб^Ьхвая  свла, 
съ  нолшипвиковъ  въ  сторону  полохевк  цен1 
если  вращен1е  не  равномерно,  то  является 
ложное  вращательной  части  ускоретя  цент; 

Если  тольЕО  соблюдено  первое  ;слов]е  ( 
второе  (т.  е.  В„  и  Е„  не  равны  нулю),  то 
1ИТСЯ  повернуться  вокругъ  н'Ёкоторой  оси, 
стояниой  оси,  и  давлешя,  проиэводиння  на 
ч^нъ  болЪе  величины  В„  и  Е„. 

§  140.  Лрни1Ёры  ооред11ен1я  зако 
тЬяя  вокругъ  пветвяиной  оснпвдъвл!; 
ФнзнческШ  наятиикъ. 

Для  опред^ен1я  закона  вращен1я  над 
ренщальное  ураввеше  (948,  О* 

Прин11ръ  113-й.  Однородный  Еругово! 
вавк  Е,  масса  М)  вожетъ  вращаться  во 
которая,  посредствонъ  двухъ  точекъ  оиорь 
аонтальвонъ  а«лохев1и;  на  боковую  поверх 
(весьма  большое  число  разъ)  безконечно-тон 
растяхвиая  нить,  своборая  часть  которой  I 
(черт.  121)  и  имЪеть  ва  концЪ  своекъ  тях< 


[-\;»  *•-«!■'  •■,•.'•■••    ♦>'• 
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гд4: 

^  =  ^5 (951) 

сравнивъ  его  еъ  уравненхемъ: 

внражающимъ  завонъ  живой  силы  въ  движеши  простаго  круговаго 
хатематическаго  иадтннва  (примфръ  33-й,  стр.  235 — 241),  иы  уви- 
дшЪу  что  ес1и  въ  первоиъ  (т.  е.  въ  (950,  Ыв))  зам'Ьнить  уголь  э 
угломъ  9»  я  величину  I  длиною  Д  то  получииъ  посл'Ьднее  уравнен1е; 
при  этоиъ  сл'Ьдуетъ  заи'Ьтить,  что  I  иш'Ъьть  изм^^рен1я  длины,  такъ 
ваЕЪ  это  есть  отношен1е  иоиента  инерщи  къ  произведешю  изъ  массы 
на  длину. 

На  этомъ  основаши  мы  можемъ  составить  себ'Ь  сл'Ьдующее  поня- 
Т1е  о  закон'Ь  вращешя  твердаго  т'Ьла  вокругъ  горизонтальной  оси 
подъ  вл1яшемъ  силы  тяжести: 

Если  отложимъ  отъ  начала  коордииать  по  оси  В  длину  I 
(951),  то  точка  Ц  твердаго  ттьла,  находящаяся  на  концгь  этой 
длины,  будетъ  совершать  то  же  самое  движете,  какое  совер- 
шаешь тяжелая  точка  круговаго  математическаго  маятника 
длины  I  при  начальном^  уить  отклоненгя  9о=^о  ^  '^Р^  началь- 
ной скорости  V^^  равной  1д\. 

Твердое  т'Ьло,  находящееся  въ  т'Ьхъ  услов1яхъ9  при  воторыхъ 
мы  разсматриваемъ  его  движете  въ  настоящемъ  прим^^р^,  т.  е.  им^Ью- 
щее  возможность  свободно  вращаться  вокругъ  горизонтальной  оси,  не 
проходящей  черезъ  центръ  инерщи,  и  подверженное  дМствхю  силы 
тяжести,  называется  физическимг  маятникомъ.  Длина  I  называется 
приведенною  длимою  физическаго  маятника  или  длиною  маят- 
ника математическаго,  эквивалентнаго  данному  физическому 
маятнику;  точка  Ц  называется  г^нтромъ  качангй,  соотв'Ьтствую- 
щимъ  данной  оси  прив^Ьса,  т.  е.  оси  вращен1я  т^Ьла;  лишя,  проведен- 
ная черезъ  центръ  качашя  параллельно  оси  прив'Ьса,  называется 
осью  качатй,  соответствующею  оси  прив'Ьса. 


Ту  хе  саиую  [фодолхительность  будить  иагЬть  размаха  того  же 
твердаго  тЬла,  подв^^шенняго  за  ось  Еачан1й. 

Осью  прнв^са  давнаго  тпердаго  т^1л  иохетъ  быть  пропзвольная 
ораная  1вни,  взатая  въ  т1к1±  П1И  неиэм^&ао-связаяная  съ  вп»ъ;  каждоВ 
иен  прпв^са  соотв^тстиуетъ  опрвд'Ьленная  ось  Еачав1я,  которая  парал- 
лсльна  оса  лрввЪса  я  заключается  въ  одцо&  аюскостп  С1  всю  п  съ 
певтроиъ  впер111и,  во  ваходвтся  по  другую  сторову  этого  цевтра.  Оэ- 
вачви^  чврезъ  у  разстояВ1е  оса  орвв-Ёса  отг  центра  йвера1в,  черезъ 
X  —  разстоан1е  оси  вачав1а  отг  вето  аю,  череаъ  /^  —  ноиевтъ  вверц1в 
воЕругъ  цевтральвоб  осв,  иараллвльвоЗ  осв  врвв^са,  и  черезъ  г  —  плечо 
инерд!в  тЪла  вовругъ  тоб  ге  цевтральвой  осв  (см.  стр.  491-ю);  во  фор- 
]|у.111(951,Ы8)  буденъ  им'Ьть  сл^дуюв;ую  иаввспмость  иевду  этвив  велв- 
чнвамл: 

'9  =  ^  =  '' (954) 

Сунпа  разстояв1&  х  я  у  даетъ  приведсввую  длвву  I  фвзвчесваго 
ыалтввка  для  качав!!!  вокругъ  вабраеноб  осв  врпв1са,  а  эту  длвву 
иохво  янразвть  до  формул*  (953),  такъ  что  будемъ  вм1;ть  еще  другую 

завлсвиость: 

и-8,  =  5^ (959) 

яегду  а,  у  а  продолжвтельвостью  т  калыхъ  рнзнаховъ  шалтвпиа  ко- 
кругь  вабраввоА  осв  врвв^са  влв  вокругъ  оси  качав1й. 

Равенства  (954)  и  (955)  воказываютъ,  что  х  и  у  суть  два  корвя 
ураввевЗл  второб  етевевв: 

такъ  что  еслв  давы:  ваправлев1е  оси  врпв^са  въ  твердоиъ  т1л*  в  ве- 
личава вродолхвтельвостп  налыхъ  вачав1В  в  требуется  вабтп  волохе- 
В|е  осв  првв'Ъса  въ  т^1%  то  сл'^Ьдуетъ  врезде  всего  овред'Ьлвть  велпчвву 
влеча  ивера1в  г  вокругъ  цевтральноб  осп  вараллельвоП  даввоыу  ва> 
правлев1Ю  п  зат^нъ  опред^вть  звакъ  развостп: 

(тВД'— 41.'Н; 
если  овахется,  что  звакъ  этоК  развостп  отряцательвыП,  то  это   будетъ 
звачнть,  что  корвн  предыдущаго  уравнва1я   ивпиые  л  что  т'Ёло  ве  ио- 
аетъ  совершать  разнаховъ  столь  краткой  1[родола:втельвостп  вокругъ 
осеб  давваго  вавравлев1я ;  еслв  хе 


■  -  л*г=  *у»1Ч(^>т^""- ; 
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ПроэБЩЕ  на  тЬ  хе  оси  главнаго  ш 
тора  реакшй  обозначинъ  черезъ  Л,,  В, 

Првпоштъ  теперь  8Еачен1е  шести 
В1Я  двихеша  твердаго  т1и1а.  Три  уравж 
внражаютъ,  что  аройзведев1е  иаъ  уско 
хеннаго  на  кассу  т11а,  равияется  геоме; 
веЕтора  задаваеиыхъ  силъ  и  главваго  в( 
В1Я  жомеитовъ  югутъ  бнть  разсматрнва 
рахев!я  того,  что  скорость  точки,  черт^ 
мента  (воЕругь  центра  внерц1и)  колче* 
равняется  геометрической  суин11  иэъ  гл 
еилъ  в  главваго  юнента  реакц1й. 

Новыя  дифферевщальння  ураввеш! 
ство  11ро9ЕЦ1в  вышесказанЕыхъ  величнв 
какъ  эти  оси  нам^вяютъ  свои  направлев 
роста  дентра  внерщи  и  главнаго  иоиент 
зятся,  ва  основаБ1и  формулы  (293)  кит 


.8(г'^,Эе)  = 


Д(РС08(Г,Л[)) 


Повтоиу  новыя  диффереяц1альныя 

у'-0^,-1-0,/1,*)  =  . 


*)  Моменты  воличествъ  движен1я  л, ,  л,, 

■"1=  (■'е)я'С0б  {X,  2)  -I-  {л.)у  сое  (Ж, 
ши  гакъ: 

П%  входятъ  ионевты  и  пронзведея1я  инерц!) 


г^'»?щр^- 


:  этп  вырозетя,  аооб^ряяамъ  сеМ,  кро|1 
%1  ^1  3<  ^Щ^  ДРТг1я  не&одвижныя  оси  хоордиат 
ъ  выракев!л  косввусовъ  умовъ  иежжу  гЬмв  н  лру- 
Ыъ  вычпслшъ  вырахешя  для  ы,,  и,,  ы^  по  форк;- 
\2-й  Евнематвческоб  части. 
что  ураввев1е  воверхвосив,  по  Ботороб  дввжетег 


Р{х,у)  —  г=6; 


звачев1ЛИЕ,  привятымп  на  стр.  187  в  врвведеввою 
15). 

Оу  озвачаютъ  воснвусы  уновъ,  составляеиыхъ  съ 
1нъ  двбо  ваврав1ев1емъ,  проведеввимъ  черезъ  раз- 
:у  поверхвости  въ  касательвой  въ  ае&  плоекоств,  по- 
I  долхвы  удовлетворять  ураввен1ю: 


иставать  еще  а  такъ: 

>.'-ь2и<..о,->-(1  -.-5')а/=  1 (96«) 

В  $  определяется  т'ёнъ,  что  для  вихъ  тричлеяъ 


пее  влв  вааненьшее  звачев1е.  Постувоа  по  нзв^ст' 
11Е1  наВде»ь,  что  значен!я  восавусовъ  а,  в  а^,  оп- 
1авлев1я  осей  X,  ^,  до^хавы  удовлетворять,  вром^ 
це  о  сд^дующеиу  ураввен1ю: 


(9в1) 


есть  ураваен1е  второй  стевеан  относительно  част- 
Еорви  ето  обозвачанъ  череэъ  х,  а  к,,  лредволатал, 

етъ  осп  X,  а  зс,  —  оси  ?);   врон*  того,  означннъ  че- 

ЮШ1Л  выражев1я: 

=  У(1  -+-^^)  к,^-1-2узк1-ь  1 1-2= 
1=  1/(1н-/)Хг^-1-22?2Кг-»-1-нв*, 


'*.-*•  -  '        .    "    .    :  ;    \  ^..-^—      ^-  :г.,;..,^^,-..-:  - ':.:--.•  --V. 
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тогда  косинусы  угловъ,  составдяеыыхъ  осяии  X,  %  3  ^'ь  осами  Х^  У,  2^ 
выразятся  такъ: 

г    ЛЧ.     г    ^1     г    1>Х|-ьд 

^х  —}С1^   ^У~  к^^   ^г  ~     к^     ' 

"х=71^г=р»  "у=У1=р=р>  "*=ут^=|^---  (***) 

Для  упро1цен1я  дальн^йшихъ  выводовъ  мы  можемъ  предположить, 
что  неподвижный  оси  2,  У,  2Г  совпадаютъ  съ  положенгемъ,  которое 
вм^ютъ  подвижный  оси  X,  ^,  3  въразсматриваемыймоментъ;  для  этого 
положешя  неи8М'1нлемо&  среды: 


1х=1.  «"^=1»  «.=1»  У1ч-/-*-2»=~1; 

дроше  шесть  косинусе въ  равны  нулю,  дал^^е: 

1 

Р  =0,  2  =0,  «=0,  Х1=оо,  Х2=0,  й1=Х1,  й2=1»-  -(963) 

тогда  изъ  формулъ  (113)  и  трехъ  сл-^дующихъ  за  ними  на  страни!^ 
102-й  кинематической  части  получимъ: 

6)1=  — тп  =  — п'     <аа=1  п',=п'  ,  ^ 

(964) 

Такъ  вакъ  вс4  девать  кооивусовъ  дредпохагаются  внрааеннымн  въ 
фувкц{яхъ  отъ  X  н  отъ  2^,  то  пронзводння  отъ  вихъ  ио  вреиенЕ  внра- 
зятся  такъ: 


а  составляя  выражен1Я  частныхъ  производныхъ  отъ  косинусовъ  по  о;  и 

44 
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Сравяивъ  уравнен1Я  (958,  а,)  и  (958,  Ъ^)  еъ  уравнешяни  (957^  а) 
н  (957,  6),  мы  вайдемъ  внражен1я  вагачнвъ  проэкцШ  силы  трен1Я  на 
касательную  къ  траэвторш  и  на  ось  ^: 

Т^'соз  (--Р,  Зе)=— у  {В С08  (В,3е)  —  МВат), 
Рш  {Р,  3))=— 4  (Б  соз  (В,  §))  —  ЛЯгЛе;р). 

Полохинъ,  что  ^В=0;  спрашивается,  не  будетъ  ли  центръ  шара 
описывать  тогда  геодезическую  ливш? 

Изъ  уравнен!я  (958,  Ъ^)  видно,  что  геодезическая  кривизна  траек- 
тор1И  будетъ  только  тогда  равна  нулю,  когда  г=0;  но  изъ  уравнен1Я 
(958,/^)  видно,  что  Г  хохетъ  быть  ностояннымъ  только  тамъ,  гд'Ь  <т=0, 
т.  е.,  гд^  геодезическая  лин1я  не  им^етъ  завипя. 

Сл']^довательно,  если  шаръ  катится  по  какой  либо  поверхности 
безъ  скольжен1я  н  нритомъ,  если  къ  нему  не  орилоясено  ннкакихъ 
другихъ  силъ,  за  нсключен1емъ  силы  трен1я,  то  центръ  инерц1и  его 
мохетъ  описывать  геодезическую  лин1ю  только  при  томъ  услов1и,  чтобы 
она  была  плоскою. 

Обратимся  къ  разсмотр^шю  частныхъ  случаевъ. 

Прин^ръ  115-й.  Данная  поверхность  есть  шаръ  рад1уса  (12^ — В) 
и  подвижный  шаръ  прикасается  къ  иеху  снаружи. 

Въ  этомъ  случа*]^  за  линш  кривизны  поверхности  шара  рад1уса  Л^ 
можно  принять  систему  меридхановъ  и  систему  параллельныхъ  крутовъ; 
положеш.е  центра  ннерщи  движущагося  шара  будемъ  выражать  въ  сфе- 
ричесвихъ  координатахъ  (риф. 

Ось  3  направимъ  внутрь  неподвижной  сферы,  ось  X  по  касательной 
къ  мерид1аву,  въ  сторону  убывающихъ  ф,  а  ось  ^  по  касательной  къ 
параллельному  кругу,  въ  сторону  возрастающнхъ  ф;  тогда  а  =  —  ^19'» 
Ь  =  ^2|ф^  8ш  9)  дал'1е: 


следовательно: 


о^=ф'8Ш9)   <^2=9'>   ®з=  —  ф'сОЗф- 


V.-.-*-..-    -     '    •  •    .  ^      •■  ,.•-..:  — -;;^' 


I 


•л 
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а  6С1И  провк1ид  свлн  В  на  ось  ^  всегда  равен  в улэ,  70  будемъ  им^ть 
еще  и  другой  ннтеграхъ,  а  именно: 

ЖВ1ф'вш«9  =  (7-*-|-Д«ггсо89; (969) 

Обратимъ  внимаше  на  тотъ  случай,  когда  сила  В  есть  гДавнБкй 
векторъ  сидн  тяжести,  а  шарь  однороденъ;  предпоюжимъ,  что  поляр- 
ная ось  сферическихъ  воординатъ  направлена  вертикально  сверху  внизъ 
н  служнтъ,  вн^ст^Ь  съ  т'1нъ,  неподвижною  осью  У^  имеющей  начало 

■ 

въ  центре;  тогда: 

Уравненхе  (968)  можно  нредставить  подъ  ел^дующимъ  видомъ: 

е;«  =  ^^;(у--Ь) («68,Ж) 

гд*!  Ъ  им^етъ  следующее  значенхе: 

^  =  Уо  —  ТоТ' 

Давлеше  шара  на  сферу  (направленное  къ  центру  ея)  выразится 
такъ: 

П  =  -Мд ш^~М^=—М^{у-^^Ъ)....  (970) 

Батяпцйся  шаръ  оставляетъ  поверхность  сферы  въ  тонъ  м-Ьст^  ея, 
гд4  В  обращается  въ  нуль,  переходя  отъ  положительныхъ  значешй  къ 
отрицательнымъ:  изъ  внражешя  (970)  видно,  что  В  божЬе  нуля  до  т^хъ 
норъ,  пока  центръ  шара  находится  выше  уровня  у  =  ЦЪ;  на  этомъ 
уровн'Ь  шаръ  отд^^ляется  отъ  сферы  и  дал^е  падаетъ  свободно. 

Прим^ръ  116-й.  Движенхе  однороднаго  шара  рад1уса  В  по  внутрен- 
ней стороне  неподвижной  сферы  радхуса  (224-^6^). 

Въ  этихъ  случаяхъ  центръ  шара  ножетъ  находиться  внутри  или  на 
поверхности  сферы  рад1уса  В^. 

Ось  3  направимъ  внаружу  сферы,  ось  X  —  по  касательной  въ  ко- 
ординатной оси  ^  (т.  е.  въ  сторону  возрастающихъ  ф)  и  ось  ^  -—  по 


•'•    ". 


-Ч       Т-Т' 


Г" 


и 
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верхвости,  а  ось  координатъ  <г  —  съ  прямою  лин1ею,  въ  которую  об- 
ращается периметръ  одного  изъ  С'1чен1й,  ортогональнаго  къ  про^зво- 
дящимъ. 

Лннш  вривнзнн  цилиндрической  поверхности  суть:  прямолинейный 
производяпця.  <;  =г  постоянн.  и  ортогональный  въ  нииъ  сЬченгя  я  = 
постоднн.;  какъ  известно,  для  цилиндрической  поверхности: 

^.=0,  %(рх,3)=о,  %(Р2,3)=о, 

{(ф  есть  кривизна  ортогональнаго  с^чев1я,  взятая  со  знакомь  плюсь, 
если  рз  направленъ  по  положительной  оси  3»  и  взятая  со  знакомь  ми- 
нусъ,  если  9^1  направленъ  но  отрицательной  оси  3  (полозштельная  ось 
3  направлена  изъ  точки  С  чрезъ  точку  прикосновен1я  шара  съ  поверх- 
ностью, по  которой  онъ  катается);  поэтому  формулы  (959)  для  цилин- 
дрической поверхности  будутъ: 

а  дифференщальння  уравнен1я  движешя  будутъ  таковы: 


гд*: 


/  есть  н']&которая  фунвщя,  выражающая  зависимость  кривизны  {(^  ^'^'^ 
координаты  (7. 

Если  Вд^  зависитъ  только  отъ  (7,  но  не  отъ  ;?,  то  второе  изъ  диффе- 
ренщальныхъ  уравнен1й  будетъ  им'^&ть  сл'ЬдующШ  ннтегралъ: 


{оУ=С,'ч.Щв^с 


ФИ) 


Въ  томъ  случа*]^,  когда  В^  равно   нулю,  мы  получймъ  следующее 
р1шеше: 


.         » 


699- 


смотрж  по  тому,  направдевъ  п  рад1усъ  этой  главной  кривизны  по.  пою- 
аштедьной  или  отрицательной  оси  3*  Въ  формулы  (959)  входитъ  геоде- 
зическая кривизна  криволивейвой  линш  кривизны: 

-7  =  'й«*&(?2,  3). 

Если  развернуть  коническую  (или  вообще  линейчатую  развертывае- 
мую на  плоскость)  поверхность  на  плоскость,  то  плоская  кривая,  обра- 
зующаяся И8ъ  какой  либо  начерченной  на  поверхности  кривой  линш, 
будеть  им^ть  кривизну  равную  геодезической  кривизн'Ь  ея  на  неразвер- 
вутой  поверхности,  тахъ  что  геодезическая  кривизна  какого  либо  эле- 
лента  кривой  на  неразвернутой  поверхности  обратится  въ  обыкновенную 
кривизну  того-же  элемента  кривой  на  плоскости.  Ортогональная  траэк- 
тор1Я  г=поетоянн.  прямолвнейныхъ  пронзводящихъ  конической  поверх- 
ности обращается,  при  развертыван1н  поверхности  на  плоскость,  въ 
вругъ  рад1уса  г,  поэтому: 


Л8%(р2,3)  =  -^-=?7 


д 

Изъ  сказаннаго  сл^^дуетъ,  что  для  конической  поверхности  формуяа 
(959)  получатъ  такой  видъ: 

»1=*^Л,^,  ©3  =  0,    ы,=  -5^. 
Дяфференц1а1ьныа  уравнения  двигев1я  будутъ  таЕОвы: 


Л; 


^\а*)~  7   М         7  ^^^^2  л» 

Есдв  сиа  В  ямЬетъ  потевщалъ,  то  вн^етъ  н^сто  заковъ  жввой 
сиы,  внраасяежый  ивхетраюмъ:  ^ 

М[(^У-^-^^{вУ-^-  |-2г«г«]  =  ^  СГ-»-  2А (972) 


Если  постоянно  В^  =  0,  то  будекъ  ик^ть  интеграхъ: 

г^0'=С1 


(973) 


Если  поверхность  есть  прямой  круговой  конусъ  и  шаръ  находится 
внутри  того  конуса,  по  которому  онъ  катится,  то:  гЛ,  =  —  со^^о^)  ^Д*)^ 


.»  - 


7Г^^    :^    «5 
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въ  проокщахъ  ускорвЕ1в  относительнаго,  переноснаго  и  поворотааго; 
тогда  получатся  таш  уравнеш: 

Мх^'=  В  С08  (В,  Ж)-*-7  С08  (Г,  Ж)  —  ЛГм;„соз  (м;„ ,  Ж)  - 

-».  ЛГЛ  —  2Ж(о/,-  о,9'с). (975,  а) 

Ж9;'=  В  С08  {В,  Ю)-^-Vт  (7, 8))— Мй;^  сов  {го^ ,  §))  — 
—  Ж(гХ—  8,0/)  —  Жо,  («,г^-+-  о,9е-+-  в>:^с)-^ 

-нЖм\— 2Ж(о,г;— ог}/), (975,  Ь) 

Ж-§;'=  Вео8(В,3)-*-  Гео8(7;3)  -ЛГм;оС08(м;о,3)  — 

ч-  Ж-о«}  -  2М(0,%'-  оаО (975,  С) 

гд4  в  и  7 —  главные  векторы  задаваеннхь  силъ  и  реакщй,  прило- 
женннхъ  къ  твердому  т^у,  го^  —  уекореше  точки  О  неизм^^няеной 
средн. 

Дифферен1цальвыя  уравнен1я  монентовъ  количествъ  относвтедь- 
наго  движения  иогутъ  быть  представлены  въ  раздичнонъ  вид^,  смотря 
по  выбору  координатныхъ  осей;  мы  составимъ  дифференц1альЕыя 
уравнен1я  при  осяхъ  ЮЕ,  10)С,  ЮТ.,  неизм11Нно  связанныхъ  съ  твер- 
днмъ  т^Ьломъ  и  совпадающихъ  съ  главными  осями  инерщи  гЬла  въ 
точк*  Ю. 

Проакцш  на  эти  оси  главнаго  момента  количествъ  движешя  во- 
кругъ  точки  Ю  выразятся  такъ  (си.  (661)  стр.  473  и  (757)  стр. 
542): 

(Д»)б=  ^-Р  -*-  -^("Пс-  К) .    (^«)^=  ®»2  -^  Ж(а$ -<у§,), 
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выражаюпря  проэкцш  утловаго  относительнато  усБорен1я  твердаго 
тЬла  на  оси  5,  У,  2,  и  производныд: 

(2(|)^        <}ш^        (2и^ 

"5Г'     "л"'    "5Г' 

которая  не  равны  проэкщямъ  утловаго  усБорен1я  со  неизвгЬняеиоЙ 
среды  на  т'Ь  же  оси;  въ  самомъ  д^^л'Ь,  по  общей  фориул'Ь  (293)  би- 
нематичесБОй  части  (стр.  251),  выражающей  проэБцш  СБорости  го- 
дографа на  подвижное  направлеше,  мы  найдемъ,  что  проакщи  угло- 
ваго  ус1(орешя  со  на  оси  Н,  У,  2  выразятся  таБЪ : 

0)5  =  (О  соз(а),  Н)  =  -^^ —  го^-н  2©^  = 

=  0|'  —  го^-нд«^ (9789а) 

(д^  =  ь>  СОЗ  (10,У)=  (д^ — рсо^н-го^ (ОТВуЬ) 

о^  =  о  соз(о),  2)  =  о^'—  ^«2-^•  р»^ (978,  с) 

( 

Прн  помощи  форнулъ  (977)  и  (978),  диффбренщальння  уравве- 
в1я  (976)  иогутъ  бнть  преобразованы  въ  слФдующ1я  дифференщаль- 
ння  уравнев1я  юиевтовъ  количествъ  относительнаго  двяжен1я  во- 
кругь  осей  2,  ТС,  2: 

^Л  =  (««-  ^»)  (<1Г-«-^«;)  -  ЗГ„«5-»-(Л)б-*-(А„)5-  Е^  -*- 

-ь  (31»-»-  «„—  (5«)  ао^-  (а1„~  ««-^  е,)  го^ (979,  а) 

»«  8  =  (6„-Я„)  (гр  -ь  «5О5)  -  дз„о^ч-(Д,)^-ь(А„)^-Е^-^ 

-♦.(«„-*- (1„-9С„)го5-(»„-(1„-4-31„)ро5 (979,Ь) 

6»  Т(  =  (51»— «»)  (М-ьо5<«ч)  —  6>5-»-(Д,)5Ч-(А„)5— 4  -^ 
н-(а:„-1-Ш„— 58„)ра)^-((5^-9Г„ч-«„)аа>5 (979,С) 

НаБОвецъ,  соетавииъ  еще  дифференщальння  уравнешя  нонентовъ 
кодвчествъ  отвоситедьнаго  двихев1я  при  воординатннхъ  осяхъ  Ж, 


•  '  4. 


*        у.. 
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дое  1^0  есть  днскъ  ММ^  подобнвб  т-^мъ,  которые  изображены  на  чер* 
тежахъ  104-хъ  и  105-мъ;  ась  сЛ  этого  т^ла  свободно  вращается  въпод- 
шнБникахъ  ВЯ1КН  ВВ^  привр'ЬпленноЁ  въ  концу  ^8'  стержня  ^$о6'  маят- 
впка,  иогущаго  вращаться  вовругъ  осп  О^,  неизменно  связанной  со 
с1)бдою.  Вращаясь  вокругъ  этой  оси,  стержень  остается  въ  плоскости 
2(Юш  Видка  прикреплена  къ  стержню  такъ,  что  ось  аЪ  (С2)  ос- 
таетсл  въ  той  же  плоскости. 

Т^лу  ММ  сообщена  угловая  скорость  С  вокругъ  оси  С2;  опреде- 
лить, какое  движен1е  будетъ  совершать  маятнивъ  подъ  влхяшемъ  силы 
тяжести  (действующей  параллельно  отрицательной  осп  2*^^)  и  перенос- 
ваго  движев1я  вместе  съ  вращающеюся  средою. 

Положимъ,  что  начало  О  неподвижныхъ  осей  координатъ  выбрано 
такъ,  что  точка  О  находится  въ  плоскости  ХУ\  положительная  ось  ОХ 
пусть  совпадаетъ  съ  продолжетемъ  направлен1Я,  проведеннаго  изъ  О 
черезъ  О,  а  ось  ОЗ  параллельна  оси  2Г^^.  Уголъ  ЛОХ  означимъ  че- 
резъ  э^  {Эу  =  со^,  а  уголъ  /ЙОЗ'  —  черезъ  ф. 

Чтобы  составить  уравнен1я  т^хъ  связей,  которыиъ  подчинено  твер- 
дое тело,  надо  принять  во  вниман1е,  что  маятникъ  имеетъ  по  отноше- 
шю  къ  неизиеняемой  среде  только  одну  степень  свободы  (именно  онъ 
можетъ  вращаться  вокругъ  оси  ^),  а  твердое  тело  имеетъ  по  отноше- 
шю  къ  маятнику  тоже  одну  степень  свободы;  следовательно,  твердое 
тело  имеетъ  въ  сложности  две  степени  свободы,  т.  е.  подчинено  четы- 
ремъ  связямъ.  Нетрудно  составить  ураввен1я  этихъ  связей;  оне  таковы: 

ч 

х^  —  (В-^  1со8ф) С08 (!)<  =  о,  у^  —  {В--^1  совф)^т ш1  =  О, 

;е?р  -н  2  81П  р5  =  О ,   ж  —  (1)^  =  О , 
или 

х^  —  иовф  =  0,  90=^5  5^-ьг81Пйб  =  0,  ж^  —  0, (981) 

где  2)  означаетъ  величину  разстояшя  ОО,  I  —  разстояше  центра  инер- 

цш  С  диска  отъ  точки  О;  ф=:  —  —  ф    есть  уголъ,  составляемый  осью 

2  съ  осью  3)  ^  ^3  ^^"^^  уголъ,  составляемый  плоскостью,  проведенною 
черезъ  ось  02  параллельно  оси  3  ^'^  плоскостью  3^^  (этотъ  уголъ 
равенъ  нулю  въ  настоящемъ  случае). 

По  формуламъ  (47  —  55)  кинематической  части  составимъ  выраже- 
н1я  для  косинусовъ  Х^,  (л^,  VI,  ...  .  Уз;  такъ  какъ  здесь   ж^  =  0  н 

ф  -==,  —  —  9,  то  они  будутъ  таковы: 

45 
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По  этяиъ  форму  1аиъ  найдеиъ,  что: 

Гсо8  (7,  Ж)  =  Д^,  Гсо8(Г,§))=Д2,  ^С08(7,3)  =  Д, 
(А^)^  =  О,  (А^)2  =  А, С08  (А,,  3))  =  Дх  г  С08  ср  -*-  Дз г  8Ш  ср. 

Теперь,  по  форнуханъ  предыдущаго  параграфа,  составииъ  дифферен- 
щадьныя  уравнен1я  относительнаго  движешя  центра  днерцш  (первое  и 
третье),  дифференщахьное  уравненхе  номентовъ  вокругъ  оси  2  (979,  с) 
а  дифференц1а1Ьное  уравнеше  номентовъ  вокругъ  оси  параиельной  осв 
^  и  проведенной  черезъ  точку  С;  эти  уравненха  въ  настоящемъ  случае 
будутъ  таковы: 

Жг^^  =  Д^  -*.  М{В  -н  1 8Ш  9)  со^ 

-Ш^  =  -ЛГ^-нДз,    (5,^^^6,со|з  =  о, 

—  31д^  =  (Д1С08  9  -«- Дз^^^ф)^  —  291/гсосо8<р  — 

—  (6^  —  91^)  а>*  81П  <р  С08  9  *). 

Третье  взъ  этпхъ  уравнешй  интегрируется  непосредственно  и  даетъ 
интегралы 

Г-1-С0  81П<р=С=Го, 

гд^  Гд  есть  уповая  скорость  вращен1я  вокругъ  оси  симметрш  при  ф 
равномъ  нулю. 

Псключивъ  пзъ  трехъ  остальннхъ  дифферевц1альныхъ  уравненШ 
многители  А|  и  Аз,  получинъ  дифференшальное  уравненхе  втораго 
порядка: 

(01^  н-  МР)  ^  =  ((5^^  -нЛГЛгсо)  со  С08  9  —3/^5^8111 9  -^ 

ч-(ЖР  — Ю(о2  8Ш9С089, (982) 


*)  Для  т-Ьлдвращешя: 

211с'  =  вс  (С",  «тр.  495). 


46* 
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Прежде  ч'Ьмъ  перейдемъ  къ  остальннмъ  двумъ  прим'^&рамъ,  обра- 
тииъ  внимаше  на  следующее  обстоятельство. 

Если  неизменяемая  среда  не  имЪетъ  угловаго  усЕО]Фешя,  а  точка 
О  им^етъ  постоянное  усБорен1е  А  по  оси  Х,  если  твердое  т'Ьло 
подчинено  тавимъ  связямъ^  внрагешя  воторнхъ  завлючаютъ  х^,  9е'  $о 

и  Еосинусн  Хх,  X,,  Хз,  (Лх, Vз,  но  не  завлючаютъ  времени  1\  на- 

конецъ,  если  силы,  приложеняня  въ  гЬлу,  имФютъ  потенщаломъ 
функщю  отъ  т4хъ  же  пврем*нныхъ  г^,  9^,  $д,  Хх,  Хд,  Х,,  1«.1,  ^ч,...Vз, 
то  дифференщадьныя  уравнешя  относительнаго  движетя  гЬла  им'Ь- 
ють  интегралъ,  заБлючающ1й  живую  силу  относительнаго  движетя. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  поиножимъ  уравнешя  (975,а,&,с)  на  г/,  р/, 
^с^  а  уравнешя  (979,  а,  Ь,  с)  на  р,  ^,  г,  причемъ  за  точку  Ю  примемъ 
центръ  инерщи  гЬла;  сложивъ,  получимъ: 

гд*: 

т =^[{х:?м^умь:/]-*-^(^-*-^-*-^оЛ--  .(984) 

Р/  =  *с'  -*-  9/  -*-  З/- 

На  основан1в  фори]глъ  (978,  а,Ь,с)  мы  найдемъ,  что  посл11дн1й 
нвогочленъ  второй  части  предыдущаго  уравнен1я  равенъ: 

а  потому  это  уравнеше  интегрируется  и  даетъ  сл'Ьдующ!!!  интегралъ: 
-^  I  (31с<^5^ -*- «е< -^  б.со^') -*- * (985) 

Прпм-Ьръ  120-й.  Непзм'Ьняемая  среда  вращается  равномерно  во- 
вругъ  постоянной  неподвижной  оси.  Центръ  инерщи  С  твердаго  т4ла  не- 
изм-Ьино  связанъ  съ  н-Ькоторою  точкою  О  неизм'Ьняемой  средн.   Ось  2 


1  ^    ».М       ■  -     -    . 


>  ».• 
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Нетрудно  уб'Ьдитьсл,  что  если  въ  начальный  иоментъ  ось  2  совпа- 
дала съ  осью  3  я  если  начальная  значен1я  проязводныхъ  ^'  и  ж'  были 
равнн  нулю,  то  ось  2  будетъ  постоянно  совпадать  съ  осью  3* 

Примерь  121-й.  Къ  дадан1ю  предыдущаго  нрни^^ра  присоединяется 
услов1е,  что  ось  сииметрхн  (ось  2)  твердаго  т^ла  должна  оставаться 
въ  какой  либо  плоскости,  нвиз)1'1^нно  связанной  съ  движущеюся  средою. 

Положимъ,  что  нормаль  Н  этой  плоскости  составляетъ  уголь  в  съ 
осью  3  и  ^1^0  плоскость,  проведенная  черезъ  3  ^  -^  составляетъ  уголъ' 
&    съ  плоскостью  3^)  т^^^'ь  что  косинусы  угловъ,  составляеинхъ  нор- 
малью  съ  осями  X,  ^,  3?  будутъ: 


81П6С083,    8те81П$,    С08в, 

а  услов1е,  что  ось  2  перпендикулярна  къ  Я,  выразится  такъ: 

у^8шесо88-1- Уа8те81п8-*-  УзС08б  =  О,. . . 


(991) 


пхе: 


8шевш5бсоз(8  —  ж)ч-соВгсовф  =  0 (991, Ыз) 


Такъ  какъ  это  уравнеше  не  заключаетъ  времени  явнымъ  образомъ, 
то  и  въ  настоящемъ  случа']^  вращен1е  т^ла  удовлетворяетъ  интегралу 
(988). 

Ером"!  того,  дифферевц1альное  уравненхе  моментовъ  вокругъ  оси  2 
им^етъ  совершенно  тотъ  же  самый  видъ,  какъ  и  въ  предыдущемъ  прн- 
м'Ьр'!,  поэтому  теперь  им-^еть  м'Ьсто  также  и  пнтегралъ  (986). 

По  псключенш  величины  г  изъ  этихъ  двухъ  интеграловъ,  получимъ 
сл^^дующее  уравнеше: 

^с  (^У  -*-  (^?  81п2  ф)  =  2Ь  —  К  С,2  н-  2К  С^  со  С08  ф 


Щ-СО^ЗШ^^ 


(992) 


Углы  ф  Е  ж  могутъ  быть  выражены  функцхямп  н^котораго  угла, 
опред']^ляющаго  положенхе  оси  2  на  данной  плоскости.  Означимъ  черезъ 
О  уголъ  между  плоскостью  Н2  я  плоскостью  ^ЕГЗ;  это  есть  вм-Ъст^  съ 
т^иъ  уголъ  при  вершин']^  И  сферическаго  треугольника  Н2З1  противу- 
лежащ1й  сферической  стороне  3^)  равной  ф]  друг1Я  ав^  стороны  этого 

треугольника  суть  ДЗ  =  е  и  П2.  =  -г- ;    сферически    уголъ    при    3» 

противулежащ1й  стороне  ^3^2,  равенъ  (5  —  ж);  по  И8в'1стны]кгь  форму- 
ламъ  сферической  тригонометр1и: 

С08  ^  =  81П  е  С08  ^,     Шф 81П  (Ь  —  ж)  =  Ш  в. 


\ 
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Сравнивъ  уравневхе  (992,  с)  съ  уравнешенъ 


(Оу  =  2^{т0  —  тб,), 


которому  удовжетворяютъ  ка^ашя  вруговаго  математическаго  маятника 
ддвны  Д  мы  уввдимъ,  что  колебан1я  оси  2  совершаются  по  закону 
бож^е  сложному,  Ч'Ъмъ  колебанхя  простаго  маятника;  но  если  вренебречь 
дробью  (сд :  Гф),  то  можно  сказать,  что  приблизительно  продолоюитель- 
ностъ  каждаго  весьма  малого  размаха  оси  2  равна: 


х|/ 


% 


•  •  • 


(993) 


Поэтому,  если  гироскопъ,  изображенный  на  чертеже  104-мъ,  будетъ 
подв^шевъ  такимъ  образомъ,  чтобы  онъ  могъ  свободно  вращаться  во- 
кругъ  оси  ТР,  неподввжиоб  по  отношешю  въ  земл%,  и  если  т^^у  М 
будетъ  сообщено  быстрое  вращенхе  г^  вокругъ  осп  ЛВ^  то,  всл-Ьдствае 
вращец1я  земли  вокругъ  оси,  ось  АВ  будетъ  совершать  качания  около 
н'1которато  положев1Я  раввов']&с1я. 

Если  ось  РР  будетъ  вертикальна,  то  есть  перпендикулярна  къ  ис- 
тинному горизонту  м^ста  наблюден1&,  то  положеше  равнов'1с1я  будетъ 
направлено  по  меридхональной  лин1и,  а  продолжительность  малыхъ  кача- 
е1&  будетъ  равна: 


ТА^  А  есть  иствнная  широта  м^ста  наблюдев1й. 

Если  же  ось  Т^В"  будетъ  перпендикулярна  къ  плоскости  меридхана 
того  м'Ьста,  гд^Ь  совершаются  наблюден1я,  то  положен1е  равнов']&с1я  со- 
впадаетъ  съ  направлен1емъ  осп  м1ра,  а  продолжительность  вачан]&  бу- 
детъ равна: 


г    6с  Го 


(й 


Эти  явлен1Я  показалъ  и  объясвилъ  Фуко. 


!■•    * 
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Относительно  силъ  взаиинодМетвхя ,  дМствующнхъ  между  на- 
терьяльныни  точками,  аамЪняющими  атомы,  делаются  обыкновенно 
сл'Ьдующ1я  11редподохен1я. 

Пр]^оложен12  ^^         ПрЕдаолАГАЕтся ,   что  силы  эти   СЛЪДУЮТЪ 

ОТНОСИТЕЛЬНО  ВЗАИМ-  НАЧАЛУ  РАВЕНСТВА  И  ПРОТИВОПОЛОЯШОСТИ,  Тг  Е., 
Н0ДФЙСТВ1Й  МЕЖДУ  ЧТО  СИЛЫ,  ДФЙСТВУЮЩЯ  МЕЖДУ  АТОМАМИ  АеВ^ 
АТОМАМИ.  РАВНЫ  И  ПРЯМОПРОТИВОПОЛОЖНЬ!. 

БрОИФ  ТОГО  ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ,  ЧТО  ЭТИ  СИЛЫ 
НАПРАВЛЕНЫ  ПО  ЛИШИ,  СОЕДИНЯЮЩЕЙ  ТОЧКИ,  ТО 
ЕСТЬ  АТОМЫ  АШ  В^Л  что  ВЕЛИЧИНА  КАЖДОЙ  ИЗЪ 
ЭТИХЪ  силъ  РАВНЯЕТСЯ  ПРОИЗВЕДЕШЮ 

гд*  т^  и  т^  СУТЬ  массы  атомовъ,  а  г^^  — 

РАЗСТ0ЯН1Ё  МЕЖДУ  НИМИ. 

Бром'Ь  ЭТИХЪ  силъ,  на  атомы  могутъ  дМствовать  еще  в  друпя 
силы,  исходяшдя  ИЗЪ  центровъ,  лежащихъ  инЪ  разематриваемаго  т^^а. 

При  такихъ  предположен1яхъ,  теор1я  движешя  и  равцов'к1я  ма- 
терьяльнаго  нетвердаго  тбла  приводится  къ  вопросу  механики  си- 
стемы матерьяльныхъ  точекъ,  къ  которымъ  приложены  данныя  силы. 

§  146.  Шесть  такмхъ  д|ФФеренц1альныхъ  уравненШ  для 
каждой  част  т&да,  нзъ  которыхъ  исключены  величины 
вс%1ъ  внутреннихъ  силъ  этой  части. 

Представимъ  евб'к  всю  систему  матерьяльныхъ  точекъ,  зам'Ьняю- 
щихъ  атомы  даннаго  матерьяльнаго  тФла. 

Выд'Ьлимъ  мысленно  какую  либо  часть  Ила,  какую  угодно  и  ко- 
торую угодно. 

Всю  совокупность  атомовъ,  заключающихся  внутри  выд'Ьленной 
части,  будемъ  обозначать  знакомъ  «7п,  а  всю  совокупность  атомовъ 
остальной  части  т^^ла  —  знакомъ  Ех. 

Атомъ  части  ^п  будемъ  обозначать  буквою  ш  съ  надлежащимъ 
значкомъ  внизу  и  сбоку  ея,  а  атомъ  части  Ех  —  буквою  [х,  тоже  съ 
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Эти  шесть  дифференщальныхъ  уравнбН1й  будутъ  таковы: 


^п  ^п      ех  ^п 


2«.У."  =  ^«»^^ни{ги)  ^-^2  ^*-  •  •  •(9»*'Ь) 


^п  ^п      Ех  ^п 


^п  ^п      Ех  ^п 

^п     Ех 

-^^(3^^г^-г,У,) (994,Л) 

^н 

</п         Ех 

■*-^^'*X^-^^г^),   (994,в) 

^п 

^п      Ех 

-^^(^*У^-У1^4): (994,0 

^п 

гд*  Лд.,  Лу  и  л,  суть  моменты  количествъ  движензя  части  ^п  во- 
кругь  осей  Х^**,  У^"*  и  2'^. 

Так1я  шесть  диффбренц1альныхъ  уравнешй  должны  им'Ьть  м']^сто, 
какъ  для  всего  иатерьяльнаго  т'Ьла,  такъ  и  для  всякой  части  его, 
большой  или  малой. 

§  147.  Рад1усъ  сФеры  д16йбтв1я  чаепчныхъ  сыъ. 

Произведеше  ^4^'^^а{^ц)у  заключающееся  въ  предыдущихъ 
формулахъ,  выражаетъ  полохительно-взятую  величину  отталкиваю- 
щей силы  или  отрицательно-взятую  величину  притягательной  силы, 
дМствующей  между  атомами  т^  и  (х^. 


Ч".    » 
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гохъ  сдоЪ  такой  же  толщины»  прилежащемъ  къ  той  хе  поверхности 
6^  со  стороны  ^п;  на  чертеж'Ь  123-мъ  изображены  оба  эти  слоя,  пер* 
вый  обозначенъ  буквою  ^,  второй  —  буквою  а. 

Такихъ  образонъ  оказывается,  что  частичный  силы,  д'Ьйствующ1Я 
со  стороны  части  т^а  Ех  на  часть  ^п ,  приложены  къ  атоиамъ  слол 
а  и  исходятъ  изъ  атоновъ  аоя  ^. 

§  148.  Напряжен1е  (8(ге88). 

Выд^Ьлимъ  икысленно  изъ  поверхности  ^8^  какой  либо  элементъ  А^б" 
весьма  иалыхъ  разм^ронъ. 

Представинъ  себ^  всю  совокупность  гЬхъ  частичныхъ  силъ^  при- 
ложенныхъ  къ  атоиамъ  части  слоя  а,  прилежащей  къ  элементу  А^в', 
направлешя  которыхъ  пересЬкаютъ  поверхность  этого  элемента. 

'  Въ  англ1йскомъ  научномъ  язык^к  существуетъ  особый  термин^ь  Для 
наименован1я  этой  совокупности  силъ,  а  именно  терминъ  „З^гезз"^,  ко- 
торый мы  переведемъ  на  русск1й  языкъ  словомъ  „напряжете";  но 
намъ  необходимо  условиться  относительно  правильнаго  употреблен]я 
этого  термина. 

Вышесказанную  совокупность  силъ  мы  будемъ  называть  напря- 
женгемь^  дтьйствующимв  скеозь  площадку  А5  на  часть  тгьла 
1п  со  стороны  части  Ех]  всл^^дств1е  равенства  и  противополож- 
ности взаимнод'6йств1й  между  атомами,  напряоюете^  дпйствующее 
сквозь  щ  оюе  площадку  на  часть  тгьла  Бх  со  стороны  части 
тгьла  ^п^  будетъ  совокупностью  силъ,  равныхъ  и  противоположныхъ 
силамъ  предыдущей  совокупности. 

Пусть  Л  есть  какая  либо  точка  поверхности  6^,  находящаяся 
внутри  площадки  А5  или  на  ея  периметр*]^.  Возстановимъ  нормаль  п 
изъ  точки  А  къ  поверхности  6^  внаружу  части  ^п. 

Составимъ  сумму  проэкщй  на  ось  X*"*  всЬхъ  силъ  первой  сово- 
купности и  разд'Ьлимъ  эту  сумму  на  величину  площади  элемента  Аб'; 
точно  также  поступимъ  и  съ  суммами  проэкщй  этихъ  силъ  на  дв'Ь 
друпя  оси;  получимъ  три  отношеюя: 

^'    18^    Ъ (*®^) 
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й  ногутъ  изменяться  съ  из|Фвен!е1ъ 
и  съ  вз1гЬнен1е11Ъ  разж'Ьровъ  его;  пр! 
Ьровъ  элемевта,  отношешя  втя  будуть 
Iред^ЬльвыIIг  значен1а|ъ,  величины  ео- 
1Г0,  ЕЪ  каБОй  точеЪ  поверхности  при- 
ощаяса  пбрифер]я  влежента. 
1еньшев1и  рязн'Ёровъ  элемента  Л5,  мв 
И1ъ  образомъ,  чтобы  точка  А  всегда 
фер1и;  пусть  Х„,  У„  и  2^  суть  пре- 
ь  отношев1Я  (995)  приближаются  пр1 
менеита  Л6^,  т.  е.: 


5=0 


8=0 


(996) 


'п-^Уп-*-^п (997) 

)»  напраокенгя,  дп>йствукта*о  на 
•.ности  8,  а  Еа[1равлев1е,  проведвЕНМ 
съ  осями  Еоорднватъ  таБ1в  углы,  ко- 
|Н1ямъ: 

Уд      г^ 

Е„ '     р„ » 
)  напряжения, 

ц  будемъ  обозначать  т^мъ  хе  зиаксгь 
[чиву  его;    поэтому  нохемъ  напвсать 

')=У„Л (998) 
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внрагающ1я9  что  Х^,  У^^  2^  суть  проэкщи  нааряжен1я  1"^  на  оси 
БОординатЪу  шш  составлающ1я  его  по  этимъ  осдмъ. 

§  149.  Выражен1я  проэ1щ1йнаос1  коордшатъ  гдавнаго 
вектора  н  гдавнаго  нонента  напряженШ,  д^^йствующпъ 
на  часть  т11а. 

Если  точка  приложешл  какой  либо  силы  будетъ  перенесена  на 
какую  либо  длину  вдоль  по  еа  направлешю,  то  черезъ  это  не  извгЬ- 
нитсд  ни  моментъ  ея  вокругъ  какой  нибудь  оси,  ни  иоментъ  еа  во- 
кругъ  какого  либо  центра. 

Поэтому  у  при  составлеши  уравнен1й  (994)  мы  вправ'Ь  предполо- 
жить, что  точка  приложешя  каждой  частичной  силы,  Д'Ьйствующбй 
изъ  атома  (I.  части  Бх  на  атомъ  ш  части  ^п^  перенесена ,  изъ  т^ 
вдоль  по  направлешю  т^^  въ  точку  пересЬченк  длины  т^  съ  по- 
верхностью /9;  черезъ  это  величины  проэкцхй  главнаго  вектора  и 
главнаго  момента  частичныхъ  силъ  не  изм'Ьнятся,  но  изм1^нится  видъ 
выражешй  этихъ  величинъ,  такъ  какъ  м'Ьстомъ  приложешя  частич- 
ныхъ силъ  будетъ  теперь  считаться  не  слой  а,  а  поверхность  /8". 

Для  того,  чтобы  составить  новыя  выражен1я  соотв'Ьтственныхъ 
членовъ  уравнешй  (994),  надо  прежде  всего  представить  себ'Ь,  что 
вся  поверхность  5  раздроблена  на  безчисленное  множество  элементовъ 
безконечно-малыхъ  разм'Ьровъ,  зат'Ьмъ  надо  составить  выражешя 
ародкц1й  на  оси  координатъ  вектора  и  момента  напряжешй,  прило- 
женныхъ  къ  каждому  элементу;  эти  выражешя  будутъ  заключать  ве- 
личины Х^,  У^,  2^.  Составивъ  надлежапця  выражен1я,  останется 
только  взять  интегралы  по  всей  поверхности. 

Величины  Х^,  У«,  ^„,  т.  е.  проэкщи  на  оси  координатъ  на- 
пряжен1я,  дМствующаго  въ  точк'Ь  поверхности  6",  суть  функцш  ко- 
ординатъ точекъ  поверхности,  но  функщи  не  сплошныя;  он'Ь  могли 
бы  быть  сплошными,  если  бы  вещество  было  сплошнымъ  въ  действи- 
тельности, а  не  состояло  бы  изъ  атомовъ,  разд'Ьленныхъ  промежут- 
ками, и  если  бы  частичныя  силы  д'Ьйствовали  между  всЬми  точками 
слоя  ^  и  вс']^ми  точками  слоя  а,  а  не  между  изолированными  точками- 
атомами  этихъ  слоевъ. 
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II  (2^,  Д, — г»  Уп)  с18,     \Ш,  Хп  —  х,  Л„)  с18 , 
\их»Уп-у,Хп)а8, 


. .  (1000) 


гдЪ  Хм,уг,  г,  суть  Боординатн  какой  либо  точки  элеиента,  а  Х^, 
Уц,  2Гц  —  проэкщи  наоряжешя,  дМетвующаго  въ  втой  точк^  на 
часть  т'Ьла  ^п. 

§  150.  ШшЦш\а  на1фяже111я,  д^^йствующаго  въ  тьчв!к 
данной  новерхносп.  Давлен1я,  натяж№1я  ■  тангенц1адьньш 
наиряжен1я. 

Всдшя  силы,  придоженныя  сплошнынь  образоиъ  къ  какой  либо 
поверхности,  разсчитнваются  такъ  сказать  на  единицу  поверхности, 
а  именно,  для  каждой  точки  поверхности  вычисляется  не  величина 
силы,  но  величина  нФкотораго  отношешя  силы  къ  площади. 

Разсчетъ  производится  такимъ  же  образоиъ,  какъ  показано  въ 
§148  относительно  опредФленхя  величины  и  направлешя  напря- 
жешя  Р^,  д'Ьйствующаго  въ  какой  либо  точк'Ь  поверхности  съ  той 
стороны,  куда  возстановлена  положительное  направлеше  нормали  п, 
на  часть  т'Ьла  ^п. 

Изъ  формулъ  (996),  (997)  и  (998)  видно,  что  величина  напря- 
ген]я  Р^  ии'Ьетъ  изм'Ьренхя  отношен1я  силы  къ  площади,  такъ  что: 

единица  иапряжешл  Р^  =  ^^^^.,.  .(1001) 

Чтобы  составить  себ'Ь  понят1е  о  значенш  этой  единицы,  пред- 
ставинъ  себ^^  такой  случай,  что  часть  поверхности  5  ланЬьтъ  видъ 
плоскости,  что  напряжен1д,  д'Ьйствующ1я  во  всЬхъ  точкахъ  этой  ча- 
сти поверхности,  равны  и  параллельны  между  собою  и  что  главный 
векторъ  напряжешй,  приложенныхъ  къ  каждой  единиц'Ь  площади 
этой  части  поверхности,  равенъ  единиц'Ь  силы;  тогда  величина  на- 
пряжешя,  дМствующаго  въ  каждой  точк^  этой  части  поверхности, 
будетъ  равна  единиц'Ь  напряжен1й. 

46* 


<  .         к 


».  -» 


•     I 


♦* 


725 


§  151.  Сын,  прможещшя  къ  эияентамъ  «бъеш 
еплипнаго  т^ла. 

Силы,  приложенння  во  вс^мъ  атоиаиъ  тФла  и  дМствуюпря  из- 
вн^Ь  его,  а  также  силы  тяготФшя,  дМствую1Ц1д  между  атомами  его, 
мы  будеиъ  называть  сгшши^  приложенными  кг  элемеитамг  объ- 
ема тгьла  мли  проще  объемными  сгшгми. 

Эти  силы,  приложенный  къ  атомамъ  сплошнаго  гбла,  вводятся 
въ  разсчетъ  сл^Ьдующимъ  образомъ. 

Бозьмемъ  какую  либо  точку  А  тЬлв.  и  мысленно  выд^^имъ  ма- 
лый объемъ  АО  его,  заключаюпцй  точку  А  внутри  себя  или  на  своей 
поверхности.  Составимъ  величины  проэкщй  на  оси  координатъ  глав- 
наго  вектора  силъ,  приложенныхъ  ко  вс^мъ  атомамъ  этого  объема  и 
равд-Клинъ  эти  величины  на  массу  Аш  объема  АО;  получатся  отно- 


шешя : 


2Х 


1У 


2^ 

Ат' 


величины  которыхъ  могутъ  зависать  отъ  величины  и  вида  выдоен- 
наго  объема  АО  т^ла.  Представимъ  себ'Ь,  что  мы  выд'Ьляемъ  все 
иеньш1е  и  меньппе  объемы  АО^  заключающ1е  въ  себЪ  точку  А;  по 
жкрЬ  приближешя  величины  объема  къ  нулю,  величины  вышесказан- 
ныхъ  отношешй  приближаются  къ  нФкоторымъ  пред1^амъ,  которые 
мы  означимъ  такъ:  ЗС^,  §)^,  3^;  следовательно: 


Величину : 


зе.= 


"Р^Д*-'У  [ж] 


ло=о 


§)^  =  пределу  [д5^] 


до  =  о 


3>1  — 


пред-Ьлу  Г-'— "^ 


Ато  ^ 


ло=  о 


(1003) 


5^  =  ^УЗЕ^2^§)/н-3/ 


(1004) 
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•лачыною  объемной  силы  въ  точюь  А.  Ш- 
16106  ЕОСЕнусажи: 

(г?^,У)=|^.со8(5л,2)  =  |4,.(18в5) 

направленгела  этой  силы;  тогда  пределы 
внк  проэкц]й  этой  силы  на  оси  Боординатъ, 
10  втииъ  осянъ. 

.  фунЕЩШ  коордйвагь  точен  а  и  арнтоп 
гакъ  вакъ  кг  проиежуткажъ  хехду  атожши 

ин  бдеиъ  аредполагать,  что  эти  фувЕЩ! 
)  объема  завижаенаго  тЪдонъ,  которое  1н  б;- 

солошныиъ;  такое  предполохеше  аналогично 
овноиу  отвоеительно  силъ  поверхностннхъ. 

Провкцш  X,  ^,  3  овинной  силы,  л^В- 

!ТВГЮЩЙ  ВЪ  ТОЧВАХЪ  СПДОШЕАГО  ТМА,  ПРВД- 
[0Л1ГЛЮТСЯ  СПЛОШНЕгаИ  ФГНКЩЯНИ  К0ОРД1Н1ТЬ 
ГГИХЪ  ТОЧБКЪ. 

0ЛОЖ6В1Я  объеиЕыя  силы  $  ВЪ  безЕОнечЕО- 
разнятся  иехду  еобою  безконечно-иало,  какь 
нааравлец1ю. 

ъ  изнЪрешя  усЕОрбюя,  такъ  каЕъ  она  ряв- 
къ  1асс1[. 


единиц,  сяды 
сяивиц.  массы 


.(1006) 


;но  скавать,  что  величины  и  направлен^  ц 
еличинн  и  направлешя  тктъ  ускорешй,  вото- 
I  свободнаго  т^а  при  д'Ьйствш  объемннгь 
:твовало  ни  частичнвхъ  силъ,  ни  вн1|швв:ъ 

и  направления  $  бшж  одинаковы  во  всФхъ 
1ННЯ  силы  были  бы  Е1рилохены  Еъ  нему  одво- 
[  нро»в1цй  силы,  прилохевюй  ко  всему  т^у, 


к: 
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равнялись  бы  произведешянъ  ЖМ^  §)ЛГ,  3^>  гд<]Ь  М  есть  иаоса 
т'Ьла. 

Тав1е  случаи  однороднаго  распред^^ешя  объемннхъ  силъ  ветр^Ь- 
чаютсл  сравнительно  р^Ьдво,  большею  частью  величины  и  направле- 
шя  $  неодинаковы  даже  въ  малыхъ  частлхъ  тЪла. 

Однако,  по  предполагаемой  нами  сплошности  объенныхъ  силъ, 
въ  безвонечно-близкихъ  точкахъ  гЬла  величины  и  направлен1я  $ 
разнятся  нехду  собою  безконечно-нало;  следовательно,  ч^мъ  менФе 
размеры  какого  либо  весьма  налаго  элемента  т^а,  ткшь  мен'Ье  раз- 
нятся между  собою  ускорен1я  $  различныхъ  точекъ  его  и  ткшъ  рас- 
пред'Ьлеше  приложенной  къ  нему  объемной  силы  однороднее. 

По  этинъ  причинамъ  провкщи  на  оси  координатъ  объемной  силы, 
приложенной  къ  безконечно-малому  объемному  элементу  ЛО^  выра- 
зятся такъ: 

ЖоЛО-^л,,  а)айО-ьаа,  ^оЛО-^а^, 
а  ороэкцш  на  оси  координатъ  момента  этой  силы — такъ: 

{хЮ  —  уЖ)со10^а^, 

где  Ху  Уу  0  суть  координаты  какой  либо  точки  внутри  или  на  по- 
верхности элемента  (20,  о-  —  плотность  матерш  въ  той  же  точке,  3?, 
§)у  3  —  проэкщи  на  оси  координатъ  объемной  силы  въ  той  же  точке, 

а^ ,  о, , а^  —  безконечно-малыя  величины  четвертаго  или  выс- 

шаго  порядка  малости. 

§  152.  Новы!  В1дъ  уравненМ  (994). 

На  основаши  всего  того,  что  сказано  въ§§  147  — 151,  урав- 
нешямъ  (994)  можно  дать  следующ1й  видъ: 

[[[о  -  зе)  ^<^0 = ^^Х^8, . . .  (994,  а,  Ыв) 
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т.  е.  на  Ло;  Лу  А2^ ;  зат']Ьмъ  предположииъ,  что  Ао: ,  А^,  Ае  приближаются 
къ  нулю  и  поеиотринъ,  во  что  обратятся  составленння  нани  уравне- 
тя  въ  щлЦЛ,  т.  е.  при  обращев1и  Ао;,  Ау,  Ахг  въ  нуль. 

При  еоставлеши  уравнешй  ин  уге  будемъ  им^Ьть  въ  виду,  что 
потомъ  сд'Ьлаеиъ  переходъ  къ  пределу;  поэтоиу,  составляя  первое 
изъ  уравнешй  (994,  Ы8),  поступииъ  сл'Ьдуюпцшъ  образонъ. 

Первую  часть  уравнешя  (994,  а,  Ыз),  прии'Ьненнаго  ко  взятому 
объему,  мы  напишемъ  такъ : 


[(^гг-^)<^'^^Уx^у^0, 


щ±  X  есть  координата  точки  Ж,  а — плотность  матер1и  т&1а  въ 
этой  точк-Ь,  Ж  —  проэкщя  на  ось  Х"""^  объемной  силн  въ  этой  точк'Ь, 
ас  —  малая  величина,  которая,  при  приближен»  къ  пред^,  обра- 
щается въ  безконечно-малую  величину. 

Вторая  часть  уравнешя  должна  быть  суммою  проэкфй  на  ось 
Х"""^  напряжешй,  приложенннхъ  къ  поверхности  параллелепипеда  и 
дМствующихъ  съ  внешней  стороны  этой  поверхности. 

Поверхность  параллелопипеда  состоитъ:  1)  изъ  грани  ас^с^^Ъ^ 
(см.  черт.  1 24-й),  наружная  нормаль  которой  направлена  параллельно 
положительной  оси  Х"""^,  2)  изъ  грани  о^се^б,  наружная  нормаль 
которой  направлена  параллельно  отрицательной  оси  Х""*^,  3)  изъ 
грани  Ъ  а!  Д^  С}  (наружная  нормаль  им^тъ  направлеше  положительной 
оси  У"*),  4)  изъ  грани  ЛсЪ^а  (наружная  нормаль  им'Ьетъ  направ- 
леше отрицательной  оси  У^"^),  5)  изъ  грани  сЪх  ^1  а^  (наружная  нор- 
маль им^^етъ  направлеше  положительной  оси  2^"^)  и  6)  изъ  грани 
Лас^Ъ  (наружная  нормаль  им^Ьетъ  направлеше  отрицательной  оси 

Проведемъ  черезъ  точку  М  три  плоскости,  перпендикулярный 
къ  осямъ  координатъ;  означимъ  черезъ  Х^,  У^,  2^  проэкщи  на  оси 
координатъ  напряжешя,  дЪйствующаго  въ  точк'Ь  М  со  стороны  той 
части  т'Ьла,  которая  находится  по  правую  сторону  плоскости  ВСВ^С^ 
(черт.  1 24),  на  часть  гЬла,  находящуюся  по  л^Ьвую  сторону  ея;  оз- 
начимъ еще  черезъ  X  ,  У  ,  2  проэкщи  напряжешя,  дМствующаго 


■--  — »»  -  г—  • 
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становится  безконечно-иадою  величиною  втораго  порядка,  но  от- 
нюдь не  1Щ>еаю. 

1Есш  въ  внраженш  (1007)  сд^Ьлаеиъ  (х^  —  х)  равнниъ  иинусъ 
полошгаД  Агг  и  произведеиъ  интегрироваше  въ  т^^хъ  же  пред^Ьлахъ, 
то  получнмъ  проэкщю  на  ось  Х""^  напряжешй,  приложенныхъ  въ 
грани  а^сЛЪ  и  дМствующихъ  со  стороны  тФхъ  частей  т'Ьла,  кото- 
рыя  прилежать  въ  грани  съ  правой  стороны  ея,  на  части  1Н^а  на- 
Х0ДЯЩ1ДСЯ  по  л^квую  ея  сторону;  наиъ  же  нузкно  ин'Ьть  выражеше 
сунмн  проэкщй  на  ось  Х^  противоположныхъ  напряжешй,  дШствую- 
щихъ  на  тк  части  параллелепипеда,  которыя  прилегаютъ  въ  грани 
а^еЛЪ  и,  стало  быть,  находятся  по  правую  сторону  ея;  это  сунш 
проэБЦ1й  выразится  тавъ: 


-(^--Фт-^».^!'^. 


гдЪ  в^  есть  величина  того  же  порядка  малости,  какъ  и  в^. 

Сл'Ьдовательно,  сумма  проевщй  на  ось  Х^  напряжешй,  прило- 
женныхъ  къ  гранямъ  {ас^Л^>^)  и  {а^ссК>)  параллелепипеда,  выразится 
такъ: 


(^-^•^^^^у^^- 


ожъ 


Подобнымъ  же  образомъ  составимъ  суммы  проэЕЦ1й  на  ось  X 
напряженШ,  приложенныхъ  въ  остальнымъ  четыремъ  гранямъ  парал- 
лелепипеда. 

Составивъ  уравнеше,  раздЪливъ  об'Ь  части  его  на  ^х  Лу  А^?,  пе- 
реходя къ  пред'Ьламъ  (т.  е.  полагая  что  Ао;,  А^,  А2г  приближаются 
къ  нулю)  и  имФя  въ  виду,  что  тогда  в  и  проч1е  добавочные  члены 
обращаются  въ  безконечно-малыя  величины  перваго  порядка,  мы  по- 
лучнмъ сл'Ьдующее  дифференщальное  уравнен1е  для  точки  М: 


дХ. 


X 


дх 


ИГ 


(1008,  а) 


Подобнымъ  же  образомъ,  изъ  уравнешй  (994,  Ъ,  Ыв)  и  (994, 


"да=3»н-^ч-9'н-^- (Ш8,.) 

|дъ  точЕОЮ  М  здФсь  подраву1гЬваетея  всякая  такая  точи 
аго  т'Ёла,  которая  жохеп>  бать  центронъ  безконечно-каиго 
"арваго  трамоюпипеда,  вполв'Ь  заполенваго  ■атер1ею  т^да; 
1телъво,  для  всякой  точки  тпла,  хотя  бы  даже  находя- 
безконечно  близко  кг  ею  наружной  поверхности,  должны 
/довдетворены  уравнетя  вода  (1008,  а,  Ь,  с),  заклочающй: 
'■рожцш  на  оси  координатъ  уск<^ен%я  этой  тпсмки, 
^)0ЭК№Ы  на  тгь  оке  оси  объемныха  силъ  въ  этой  точть 
\  производный  {по  координатамъ)  отъ  прожтй  нащяэт- 
\гйу  дгьйотвующияя  въ  этой  точкгь  на  площадки,  перпеп- 
'ит/лярния  къ  осям!^  кординатъ. 

ши^Ежкъ  теперь  остальвня  три  ураввев]я  (994,  д,  е,  ^  въ 
е  9леневтарвому  пар&ллелопвпеду. 
9рвую  часть  ураввев{я  994,  д)  вапвшенъ  такъ: 

есть  малая  велвчина,  которая,  прв  прибдихен]В  къ  првд^гу, 

лтся  въ  безБОиечво-иалую  велвтану. 

I  выч11слев1и  кокввтовъ  вапряхев)!!  мы  врвмемъ  во  винмше, 

одставивъ  вм*сто  (2'^),,  ^У^^ внракешя  вида  (1007), 

ируя  по  площадяиъ  граней  и  еоетавивъ  сумму  подобннп  ю- 


•■♦  •*.••.  '■     ■         •       .  .  *  ......  .     ■      • 
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жентовъ  для  всЬхъ  шести  граней  паралдедопиаедау  получЕмъ  вторую 
часть  уравнешд  (994,  Л)  подъ  сдфдующииъ  видояъ: 

/дУ^        дУу        дУ,.  Пл     л     л 

гд'Ь  щ  есть  величина,  которая,  при  прибдихеши  къ  пред'Ьлу,  стано- 
вится безЕонечно-малою. 

Разд&швъ  обЬ  части  составленнаго  равенства  на  Ао;  ^у  ^г^  при- 
нявъ  во  внииаше  полученный  уже  презкде  равенства  (1008,  Ъ\ 
(1008,  с)  и  перейдя  къ  лред'Ьламъ,  найдемъ,  что  равенство  (994,  с2) 
получить  сл'ЬдующШ  видъ: 

гу^^У, (1в08,Л) 

Подобныиъ  же  образоиъ  получииъ; 

^,  =  2^, (1008,в) 

У.  =  ^у (1008,0 

изъ  равенствъ  (994,  е,  (). 

Надо  принять  во  внимаше,  что  направлешя  осей  Х^°^,  У"^  и 
^^"^  могутъ  быть  изи^Ьнены  относительно  т'Ьла,  такъ  что  за  зти  оси 
можно  принять  три  Бак1Я  либо  взаимно  ортогональный  направлешя; 
]шЬя  въ  виду  это  зам'Ёчаше,  мы  можемъ  изъ  предыдущихъ  уравнешй 
(1008,  Л^е^О  вывести  сл'Ьдующее  заключеше. 

Нстряженгя  Р^  и  Р^^^  дгьйстбуюи(/1я  въ  точкть  М  сплошнаго 
ттьла  на  деть  взаимно-ортогональныя  площадки,  находятся  меоюду 
собою  въ  такой  зависимости^  что : 

^;со8(-р;,  к)  =  Р^ш(Р^,  п), (1009) 

ГД'Ь  п  я  к  означаютъ  взаимно-ортогональныя  направлешя  нормалей 
об'Ьихъ  площадоБЪ. 
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Первая  часть  уравнеш  (994,  а,  Ыа),  пршФненнаго  въ  атому 
тетраэдру,  южетъ  быть  написана  такъ: 


[(^-З^)'"^»] 


Дж  Ду  Д|Г 
6 


гд'Ь  а  есть  величина,  д^ающадся  безконечно-иалою  при  приближе- 
ши  длинъ  ^Ху  Ау,  Ля  въ  нулю. 

Составляя  вторую  часть  этого  уравнен1я  подобннмъ  хе  образомъ, 
кавъ  показано  въ  предндущемъ  параграф'^,  получииъ  слЪдующ1й  ре- 
зультатъ: 

гд'Ь  а^^  «з,  о,,  а^  суть  величины  того  хе  рода,  кавъ  л. 

Написавъ  равенство,  разд'Ёливъ  об'Ь  части  его  на  о  и  предполо- 
хивъ,  что  Ао;,  Ау,  А^  приближаются  въ  нулю,  получииъ  следующее 
равенство : 

x„=x,x^-Xу^^-ьX,V (Шв.а) 

Прии^^нивъ  въ  тетраэдру  подобншгь  же  образфгь  равенства 
(994,  6,  Ыз)  и  (994,  с,  Ыз),  получииъ  еще  два  равенства: 

Уп=У^^'^УуV"^Уп^^ ЦШ,Ь) 

2^  =  г^\ч^2;^ч.2^^ (1010,  с) 

ПримЪнивъ  въ  тетраэдру  равенства  (994,  (2, 6,  Д  получииъ  та- 
кая равенства,  воторня  обращаются  въ  тождества  на  основаши  урав- 
нешй(1010). 

Изъ  предыдущаго  слФдуетъ ,  что  если  будет  знать  значеигя 
шести  величины 

^Х9    Уу1   ^«»    Уж9  ^х9  ^у 

для  какой  либо  точки  сплошнаю  тгьла,  то^  при  помощи  фор- 
мула (1010) у  будемъ  импть  возможность  опредп^лить  величину 


н 


I 
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$  155.  Сплошное  т'бло,  им^^ющее  видъ  весьма  тонкой 
НИИ  или  проволоки.  Линейная  плотноет:ь.  Разсчетъ  силъ  на 
ерницу  длины  оси  нити. 

Подъ  именемъ  тонкой  нити  или  проволоки  подразум'Ьвается  та- 
кое сплошное  тЪлОу  наружная  поверхность  котораго  мохетъ  быть 
представлена  сл^^дующимъ  образомъ. 

Вообразинъ  себ'Ь  отр'Ьзокъ  кривой  лиши  какого  бы  то  ни  было 
вида;  пусть  А  и  В  суть  концы  этого  отрезка.  Положен1е  точки  М, 
находящейся  на  этой  кривой,  будемъ  выражать  разстоян1емъ  ^^  счи- 
таеиымъ  отъ  точки  Л  вдоль  по  кривой  лин1И  до  точки  М;  разстоя- 
н1я,  отсчитываемыя  въ  направлеши  отъ  А  къ  В^  будемъ  выражать 
положительными  величинами. 

Возьиемъ  какую  либо  плоскую  площадку  неизм'Ьняемаго  вида 
и  положимъ,  что  эта  площадка  движется  такъ,  что  н'Ькоторая  точка 
3№  ея  всегда  остается  на  вышесказанной  кривой,  некоторая  линк  Ш^ 
ея  совпадаетъ  съ  главною  нормалью  кривой,  а  плоскость  площадки 
совпадаетъ  съ  нормальною  плоскостью  кривой.  Поверхность,  образу- 
емая сл'Ёдомъ  периметра  этой  площадки  при  движеши  точки  Ш  вдоль 
всей  кривой,  представляетъ  боковую  поверхность  правильной  нити 
или  проволоки,  поперечное  сгьченге  которой  одинаково  по  всей 
длгшгь;  на  концахъ  нить  или  проволока  ограничена  плоскостями  нор- 
мальными къ  кривой. 

Мы  всегда  будемъ  предполагать ,  что  точкою  Ш  слуоюитг 
и^ншръ  инерцги  плогцадки,  вычерчивающей  боковую  поверхность 
проволоки  или  нити;  направляющую  кривую,  образуемую  центрами 
инерщи  вс^^хъ  сЬчешй  нити  или  проволоки,  мы  будемъ  называть 
осью  этой  нити  или  проволоки. 

При  томъ  же  вид'Ь  оси  проволоки  и  при  томъ  же  вид'Ь  образующей 
площадки,  мы  можемъ  получить  безчисленное  множество  другихъ 
формъ  боковыхъ  поверхностей;  стоитъ  только  перемещать  образую- 
щую площадку  такимъ  образомъ,  чтобы  лин1я  ШШ  не  совпадала  съ 
главными  нормалями  кривой,  а  составляла  бы  съ  ними  уголъ,  тжк- 
НЯЮЩ1ЙСЯ  по  тому  или  другому  закону.  Так1я  проволоки>  или  нити  мы 
условимся  называть  неправильными  проволоками  съ  поперечнымъ 
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Составимъ  главный  векторъ  ве'Ьхъ  объеиннхъ  тлъ,  придожен- 
ннхъ  Бъ  части  нити,  простирающейся  отъ  конца  А  до  поперечнаго 
сЬчетл  въ  1;рчк'Ь  М^  и  вс^Ьхъ  вн1^шнихъ  напряжешй,  приложениыхъ 
къ  боЕовой  поверхности  этой  части  нити;  означииъ  черезъ  и,  Ф,  Ш} 
продкцш  этого  главнаго  вектора  на  оси  координать. 

и,  Шу  ЗВ  суть  фунБцш  отъ  длины  8,  выражающей  положеще 
точки  М  на  оси  нити;  крои'Ь  того,  оеЬ  же  суть  функщи  параметровъ 
той  кривой  лиши,  которую  образуетъ  ось  нити. 

Производныя  отъ  этихъ  функц1й  по  в: 

1  • 

^  =  Х„    ^=8)„   ^=3. (1012) 

мы  будеиъ  называть  прожтями  на  оси  координатъ  силы^  дгьйст- 
вующей  бъ  тачкть  М  оси  нгипщ  величина  этой  силы  выражается  по- 
ложительно-вздтыиъ  корнемъ  : 


^,  =  н-УЖ/-нЗ)/н-ЗЛ (1013) 

а  направлеше  ея  определяется  отношен1яни: 

|:^со8(8„Х),  |;  =  со8(й„  У),  |-;  =  со8(8„^),..,(Ш4) 

выражающими  величины  косинусовъ  угловъ,  составляеиыхъ  этимъ 
направлешеиъ  съ  осями  координатъ. 

^9  9  Ш^}  Зз  ^уть  функщи  отъ  $  и  отъ  параметровъ  оси  нити; 
величины  ихъ  им^Ьютъ  измФрешя  силы,  д'Ьленной  на  длину. 

Взявъ  значешя  Ж$,  ^в,  3«  РМ  какой  либо  точки  М  оси  нити 
и  помноживъ  ихъ  на  с18^  получимъ  проэкщи  на  оси  координатъ  глав- 
наго  вектора  объемныхъ  силъ,  приложениыхъ  къ  элементу  нити,  за- 
ключающемуся между  поперечными  с^чешями  $  ж  8ч-с18у  и  вн^ш- 
нихъ  напряжен1й,  приложениыхъ  къ  боковой  поверхности  этого  эле- 
мента^ 

Такок  способъ  разсчета  силъ  можетъ  быть  названъ  разсчетомъ 
на  единицу  длины  оси  нити, 
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со  стороны  т*хъ  частей  нити,  которыя  ближе  къ  А^  ч'Ьмъ  это  сЬче- 
Н16  и  2)  сумма  проакцШ  напряхешй,  д'Ьйетвующихъ  сквозь  второе 
поперечное  сЪчеше  со  стороны  т'Ьхъ  частей  нити,  которыя  дальше 
отъ  А,  ч^мъ  это  с']^чеше;  первая  сумма  равна  ( —  Х$),  вторая  же, 
всл'Ьдств1е  сплошности  функцш  Х^,  можетъ  быть  выражена  такъ: 

Составивъ  уравнен1е,  разд'Ьливъ  обЬ  части  равенства  на  А$  и 
предположивъ,  что  Ав  уменьшается  до  нуля,  причемъ,  конечно,  точка 
С  приближается  къ  точк^Ь  М  до  совпаден1я  съ  нею,  получимъ  сл'Ь- 
дующее  уравнеше  для  точки  М  оси  нити : 

''5  =  ЗЕ.-'4' (*04б.а) 

Подобнымъ  же  образомъ  изъ  уравненШ  (994,  Ь,  с)  получимъ 
два  друг1я  уравнешя: 

''5=8)' -^5. а015.Ь) 

''8  =  3.-*- '4' (101б,с) 

Точка  М  есть  которая  либо  изъ  точекъ  оси  нити ;  сл'Ьдовательно, 
для  веяной  точки  оси  нити  долоюпы  быть  удовлетворены  урав- 
ненгя  вида  {1015\  заключстщгя: 

продкцги  ускоренгй  этой  точки  на  оси  координать^ 
продкцги  на  тгь  оюе  оси  силы  ^з  для  этой  точки 
и  производныя  по  8  проэкцгй  напряженгй^  приложенные 
кд  поперечному  сгьченгЮу  проведенному  черезъ  ту  оюе  точку. 

§  157.  Прин%нен1е  уравнен18  (994,  Л,  е,  Г)  къ  элементу 
ВП0Ш1;  гибкой  нити. 

Составимъ  уравнеше  (944,  д)  для  элемента  длины  А5,  но  будемъ 
брать  моменты  не  вокругъ  начала  координатъ,  но  вокругъ  точки  Му 
координаты  которой  означимъ  черезъ  а?,  у,  а. 


I 
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Такимъ  образомъ  окажется,  что  уравнеше  (944,  Л)  будетъ  га4ть 
сд'б  дуюпцй  видъ : 

гд'Б  а^  есть  величина,  заключающая  вторыя  и  внсшя  степени  А$. 

Теперь  мы  ограннчимъ  общность  нашихъ  внводовъ  и  ограничимся 
прим'Ьнен1еиъ  составленннхъ  нами  уравнешй  къ  вполн'Ь  гибкимъ  ни- 
тяиъ  съ  сЬчешяии  безЕОнечно-малнхъ  разм'Ё]ровъ. 

1)  Мы  предполооюимб у  что  размгьры  .поперечныхь  сгьченш 
нити  столь  ничтожны ,  что  можно  принять  ихь  безконечно- 
малыми^  и  чт^  объемныя  силы  и  внгьштя^  дгьйствующгя  на  бо- 
ковую поверхность^  напряженгя  приложены  столь  сплошнымв 
образомъ,  что  предтьлы  величинъ  8^.,  8  ,  8^^,  е^.,  г  ,  г^  и  производ- 
ныхъ  бд.',  е  ',  &^  суть  безконечно-малыя  величины  втораю  или 
высгиаю  порядка  малости. 

2)  Мы  предположим^  нить  вполнть  гибкою,  такь  что  ни  въ 
какомъ  изъ  своихъ  сгьченгй  она  не  представляешь  никакою  сопро* 
тивленгя  самому  крутому  изгибу  или  даоюе  сгибу  оси  ея  подг 
какимъ  либо  угломъ;  для  этого  необходимо,  чтобы  моментъ  на- 
пряоюенгй,  приложенныхъ  къ  каждому  поперечному  сгьченш,  во- 
кругъ  осевой  точки  этого  стьчепгя  былъ  равенъ  нулю,  т.  е.,  чтобы 
Ь«,  М^,  N9  были  равны  нулю  для  всгьхъ  точекъ  оси  нити. 

ПрииЪнивъ  предыдущее  уравнеше  (1016,  а)  къ  элементу  такой 
вполне  гибкой  нити,  разд'Ьливъ  об'Ь  части  уравнешя  на  А^  и  пред- 
полохивъ,  что  длина  элемента  приближается  къ  нулю,  получимъ,  въ 
предЪл'Ь,  уравнеше: 

г4=У'Т. (1047,8) 

Составивъ  и  прим-Ьнинъ  подобннмъ  же  образомъ  два  остальныя 
уравнешя,  получимъ: 

"^^Тз—^'Та^   ^'Т8  —  -^'Т8 (1в17,Ь,в) 
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ГЛАВА  ХШ. 

О  положен1яхъ  равнов%С1я  системы   матерьяльныхъ   точекъ, 

твердыхъ  тЪлъ  и  гибкихъ  нитей. 

§  159.  Заи1^чан]я  относительно  числа  уравнен18  равно- 
в1&с1я  и  числа  связей. 

Въ  §  79-мъ  на  страниц'^  398-й  объяснено  было  значеше  тер- 
миновъ:  „подожен1е  равнов'Ёс]л  системы  матерьяльныхъ  точекъ'', 
„уравнен1Я  равнов'Ьс1я  силъ  н  реакщй  связей"",  „услов1я  равнов'Ьс1я 
задаваемыхъ  силъ"". 

Число  уравнен1й  равнов'Ьс1я  данной  системы  матерьяльныхъ  то- 
чекъ,  связанныхъ  удерживающими  связями,  равняется  числу  коорди- 
натъ  вс4хъ  точекъ  (а  именно  Зп,  если  л  есть  число  точекъ  системы). 

Число  связей  (р),  связывающихъ  точки  данной  системы,  можетъ 
быть  нен'Ье,  равно  или  бол'Ье  числа  Зм. 

А)  Когда  (р)  мепгье  (Зп),  то  можно  получить  н  {н  =  ^п  —  р) 
услов1й  равнов'к1я  задаваемыхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  данной  си- 
стем*. 

Если  задаваемыл  силы  не  удовлетворлютъ  хотя  одному  изъ  этихъ 
услов1й  равнов']Ьс1я,  то  данная  система  не  можетъ  имФть  положен1й 
равнов'Ьс1я  при  заданныхъ  силахъ. 

Если  проэкщи  задаваемыхъ  силъ  на  оси  координатъ  суть  функ- 
щи  координатъ  точекъ  системы,  то  система  можетъ  им'Ьть  одно  или 
н'Ьсколько  положен1й  равнов'Ьс1я;  координаты  всЬхъ  точекъ  при  каждомъ 
изъ  этихъ  положен1й  системы  должны  быть  найдены  ^езъ  р'Ьп1ен1е 
Зп  уравнен1&  (а  именно,  н  условий  равновЪс1я  и  р  уравнешй  связей); 
сколько  ата  совокупность  уравнешй  им'Ьетъ  р^шешй,  столько  данная 
система  матерьяльныхъ  точекъ  им'Ьетъ  положен1й  равнов'Ьс1я. 

Если  по10жен1Я  системы  будутъ  выражены  не  въ  девартовыхъ  коор- 
динатахЪ)  но  помощхю  какихъ  либо  другихъ  координатвыхъ  параметровъ, 
то  число  уравнев1Й  раввов'Ьс]я,  выраженныхъ  въ  этихъ  параметрахъ, 
будетъ  равно  числу  параметровъ;  а  если  число  посл-Ьднихъ  будетъ равно 


—  747  — 

н  иехду  кагщнш  двупя  изъ  этнъ  точевъ  дЪЙствуютъ  вэашння  при- 
тяжен]я,  п|юпорц1она2Ьнаа  □роязведвЕ1ю  язъ  яаесъ  Н1ъ  в  нвъ  раз- 
стоавк  между  вши.  Опред1111ть  подожев1е  равнов^ск  евстемы  и 
реавцк  свлв«й. 

Озвачвнъ  черезъ  >„  Х^,  Х„  Х^  велвчины  кнохитвлей,  соотвЪт- 
ствующихъ  евязшгь;  еоетаввжъ  ураввен1я  равновЪс1я: 

—  р.' »»|Л&,  •+-)*,  (>а — У^-*-\т1=\), 

—  ^^т^Му^  —  \{х2 — х^'*'\т1-*-\  =  0, 
— 11*  яц  Л&з -I- X,  (^^8  — «/,) -#- \  т,  =  О , 

— 11^»4  Л1^з  —  X,  (а:,  —  х^-^-\т^  =  О, 

—  ^'щМх,~'К^{Уг  —  */[)-+- ХаЯ»в  =  0. 

—  [I?  «а  Жув  -»-  XI  (а^  —  агО  -н  Хд  %=>0;  Мг^т^ч-щч-т,; 

въ  этигь  урйВЕен1яхъ  должно  подставить  у,  =  О ;  вровй  того,  три 
изъ  Боординатъ  х^,  х^,  у^,  X,,  у,  югуть  быть  выражена  функщяхн 
дву1ъ  остальныхъ,  на  основанш  имФюпщса  уравнен!!!  связей. 

Услов]в  раввов'Ьс1я  должно  быть  два  (б  —  4  =:  2);  одно  ваъ 
нжхъ  получииъ,  поннохивъ  третье  взъ  уравнений  раввовФая  на  т^, 
пятое  —  на  т^,  вычтя  одно  изъ  дрраго  и  принавъ  во  ввяманЕе  урав- 
нен1в  третьей  связи;  получатся:  х^  =  х,. 

Теперь  иохеиъ  уже  выразить  четыре  воордиватн  фуякщею  пя- 
той, а  якенво: 


Преаде,  ч^1ъ  составить  поея^Ьднее  услов1в  равнов^1а,  еложпъ 
4-е  и  6-е  уравнвн1я  равновФпя;  получижъ  X,  (т, -ь  т,)  ^  О,  от- 
куда ыйдуеть,  что  X,  =  0. 

Поэтому  6-е  уравнеше  равнов^1я  можно  представить  тавъ: 

'>чХв  =  ^'ЩЩУз- 


■• V 


.^ч;^  Л7-. --;,,. -:77;л^/- 


*  '  .' 
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Исключивъ  изъ  нюсъ  X,  и  Хз  и  внразивъ  у-^  въ  х-^  и  у^  въ  я;^, 
получимъ  уелов1а  равнов'Ьш: 

изъ  которыхъ  можно  вывести  сл'Ьдующ1я  два  уравнен1я : 


2т5^  ж^а?з  "^  2^?1^ 


2 


^^— .  =  0. 


4|)*  -ь  (а?1  -I-  х^)* 


Изъ  этихъ  уравнен!  й  получимъ  два  р'ЬшбН1я: 

\  =  X  = — • 

12  2р 


2)     х,ч-х^=у^У}х.'  —  2ртд,     х,х,  =  —р\ 

Приа^Ьръ  1 24-й.  Три  тяхелыя  иатерьяльння  точки  т^,  т^,  т^ 
находятся  въ  плоскости  X  У  на  одной  прямой  лин1И  въ  неизм'Ьнныхъ 
разстояшяхъ  одна  отъ  другой: 

(^8  —  ^1)  (2^2  — г/з)  — (%  — ^з)  (Уз  — 2/1)  =  0, 

(^8  — ^1)"-*-  (Уз  -  Ух)"  —  V  =  0, 
(^2-^»Г-Ь(У2-»з)'  — г28'=0; 

кром*  того,  точка  Шд  (находяи1аяся  между  т^  и  Шд,  см.  черт.  1 27), 
связана  съ  началомъ  координатъ  О  гибкою  нерастяжимою  нитью 
длины  Ъ\ 


Исклочивъ  изъ  1-го  и  2-го  ве1нчиву  Х,,  а  1зъ  3-го  I  4-го  ве- 
Л1Ч1ву  X,,  при  аомощи  уравнешя  первой  связи,  нолучюгь: 

Изъ  втяхъ  четырехъ  равенствъ  пол;чихъ  игЬдуюпця  внрахешя 
дляХ^иХд: 

а  затЪиъ  юхенъ  вывести  следующее  выражение  лдя  Х^: 

Длд  того,  чтобы  систеха  могла  быть  въ  покоФ,  необходшо, 
чтобы  ати  три  жЕОхителя  не  были  женФе  нуля,  а  это  требувтъ,  чтобы 
1^  было  бол^е  2,д  и  болЪе  Ь. 

Прик'Ёры  систеиъ  съ  излвпшинъ  числоиъ ,  связей  будуть  приве- 
дены посл^. 

§  160.  Услов1я  равнов1&с1я  силъ,  приожешшхъ  жъ 

твердоиу  тЁлу. 

Разснотрихъ  услов1я  равнов'!Ёс1я  свободнаго  твердаго  гкмл. 

Въ  начал*  главы  XI  (стр.  Б36  —  537)  было  показано,  что 
для  такого  т'Ъла  н  ^  6,  т.  е.,  что  число  степеней  свободы  его  равно 
шести;  отсюда  сл'Ёдуетъ,  что  таково хе  число  условий  его  равнов'Ьск. 

Эти  условк  жохБО  получить  изъ  шести  уравнешй  (616,  Л)  и 
(641)  (стр.  537)  движешя  свободнаго  твердаго  т4ла,  если  принять 
во  внш1ан1е^  что  уекоренк  всЪхъ  точекъ  т^а  должны  быть  равны 
нулю,  когда  оно  ваходитса  въ  положен1и  равнов'Ёс1я;  тогда  полу- 
чатся равенства: 

Х,-1-з;,ч-Х,н- н-Х^  =  0,  или  2^*  =  0,(1019,а) 
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противоположны,  но  Е  вм'Ьст^  съ  тЬиъ  направлены  по  лиши,  соеди- 
няющей  точки  ихъ  приложешя ;  всл'Ьдствхе  этого  въ  первыхъ  частдхъ 
полученныхъ  равенствъ  оетанутся  только  суммы  проэкщй  моиентовъ 
эадаваехыхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  гЬлу,  сл'Ьдоватбльно,  равенства 
эти  будутъ  ни  что  иное,  какъ:  (1019,  й,в,  ?). 

Наконецъ,  условия  равнов%С1я  (1019)  ногутъ  быть  получены 
еще  изъ  равенства  (567,  Ъ)  (стр.  399),  выражающаго  такъ  называе- 
мое начало  возможныхъ  перем'Ьщен1й ;  для  этого  надо  въ  равенств'^ 
(567,  Ъ)  зам'Ьнить  варьящи  Ьх^^  Ьу^^  Ь0^  выражешямя,  приведенными 
въ  формулахъ  (750)  на  стр.  (539),  а  зат-Ьмъ  приравнять  нулю  ко- 
9фиц1енты  независимыхъ  варьящй;  получииъ  равенства  (101 9,  а,  Ъ,  с) 
и  три  равенства  такого  вида,  какъ: 

« 

2((У*  -  У-)^^  -  (^<  —  ^«)  У*)  =  <^. 

»=1 

ИЛИ,  иначе: 

нзъ  которыхъ,  на  основанш  равенствъ  (1019уа,Ъ,с),  слЪдуютЪ  ра- 
венства (1019,(1,  е,  Г).   - 

Значеше  условШ  (1019)  можно  выразить  сл'Ьдующими  словами: 
Для  того  у  чтобы  силы^  приложенния  къ  свободному  твер- 
дому тгьлу  взаимно  уравновгьитвались  чрезъ  его  посредство^  не-^ 
обходимОу  чтобы  ихд  главный  векторъ  и  главный  моментъ  (во- 
кругъ  какой  угодно  точки)  были  равны  нулю. 

§  161.  Усдов1е,  при  которомъ  совокупность  сндъ,  пркдо* 
женныхъ  къ  свободному  твердому  тбду,  можетъ  быть  урав- 
новешена одною  сыою. 

Положимъ,  что  силы,  приложенныя  къ  точвамъ  свободнаго  твер-. 
даго  гЬла,  не  уравнов'бшиванугся  между  собою,  т.  е.,  что  всЬ  или 
н'Ькоторыя  изъ  шести  величинъ : 

^аг»    ^у>   ^ж»    '^х^    -^у»    ^я 
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№  равны  кулю;  спрашивается,  нельзя  ли  урввиов'Ьсвть  ату  совокуп- 
гость  свлъ  одною  силою,  вргложенною  бъ  н11которо1(  точ&Ь  того  хе 

Означииъ  череаъ  X,  У,  2  проакц1и  вскоиой  еилн  на  оси  коор- 
(инатъ  и  черезъ  х,  у,  г  Еоордиватн  точея  ея  11рвлохеЕ1я. 

Чтобы  данная  совокупность  снлъ  уравнов'Ьсялась  этою  свлою,  не- 
)бходв110,  чтобы  были  удовлетворены  равевства: 

г^н-у2-гУ=0,  Лд-*-гХ—х2=0,  Л,ч-хУ-уХ^О] 

Изъ  нвхъ  нохно  составвть  следующее  равенство: 

В^Л^ч-В^Лу-+'В^Л^  =  Х{г:У~уг)ч- 

н-  У{х2  -  еХ)  -+-  2{уХ  —  жУ), 

)торая  часть  котораго,  очевидно,  равна  нулю;  поатояу  и  первая  часть 
его  должна  быть  равна  нулю,  если  данную  совоБупвость  свлъ  нохво 
ГравювЪсить  одною  силою. 

Следовательно,  для  того,  чтобы  данную  совокупность  силъ, 
ярилоокенныхъ  къ  свободному  твердому  тплу,  можно  было  урав- 
новзьсгтгь  одною  силою,  необходимо,  чтобы  было  удовлетворено 
'/слоте: 

В.Л,-^В,Л,-кВ,Л,  =  0 (63?) 

т.  е.,  чтобы  главный  моментъ  и  главный  векторг  данной  сово- 
купности силг  были  взаимно  перпендикулярны  и  чтобы  пр1- 
чюмъ  главный  векторъ  не  быль  равенъ  нулю. 

Бели  услов1е  это  удовлетворено  данною  совокуовоетью  снлъ,  то 
какъ  найти  величину,  направлеше  в  точку  прнлохешя  уравнов'Ёшя- 
шощеб  силы? 

Белнчива  и  Еаправлвв1е  втой  силы  определяются  первЕОШ  трена 
[)авевсгванв  (1020);  изъ  нвхъ  сл'Ёдуетъ,  что  ясвохая  сила  равна  в 
зряиопротивополохна  главвоку  вевтору  данной  совокупвош  свлъ. 
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Чтобы  опред'Ьлить  иФсто  ариложешя  уравновешивающей  силы, 
припомнимъ  конецъ  параграфа  94-го  (стр.  454),  гд*  сказано,  что 
бслиглавннй  векторъ  и  главный  монентъ  данной  совокупности  силъ 
взаинцо  перпендикулярны^  то  главный  иоментъ  этой  совокупности 
вокругъ  центра,  находящагося  на  центральной  оси,  равенъ  нулю;* 
ириаомнимъ,  кронф  того,  формулы  (633)  на  стр.  451-й. 

Пусть  Хщу'  Уц,  0^  суть  координаты  какой  либо  точки  центральной 
оси;  такъ  какъ  главный  иоиевтъ  совокупности  силъ  вокругъ  этой  точки 
равенъ  нулю,  то,  прим^нивъ  формулы  (633)  къ  этой  точк'Ь,  получимъ: 

Изъ  этихъ  равенствъ  и  изъ  равенствъ  (1020)  получимъ  сл'Ьдую- 
пця  уравнешя,  служащ1я  для  опред']Ьлен1я  величинъ  координатъ  точки 
приложешя  уравнов'Ьшивающей  силы: 

х  —  хц  У'—уц е  —  ац  ^ 

Вх  Ву  Вщ     ^ 

такъ  какъ  это  суть  уравнешя  центральной  оси,  то  мы  можемъ  ска- 
зать сл'Ьдующее: 

Если  данная  совокупность  силъ^  приложенныхъ  къ  свобод- 
ному твердому  тгьлу^  удовлетворяетъ  условгю  (637)^  причемь 
глааныЛ  векторъ  ея  не  равенъ  нулю^  то  ее  можно  уравновгьсить 
одною  силоЮу  пргмоо/сенною  къ  одной  изъ  тгьхъ  точекъ  твердаго 
тгьла^  который  находятся  на  центральной  оси  совокупности 
си4ъ;  направленге  уравновгьишвающей  силы  должно  быть  про- 
тивоположно направленгю  иавнаго  вектора  (т.  е.  сила  должна 
быть  направлена  вдоль  по  центральной  оси),  а  величина  ея  должна 
быть  равна  величингь  главнаго  вектора. 

Найти  положен1е  центральной  оси  данной  совокупности  силъ 
весьма  легко;  принявъ  во  внимаше  указанную  на  странице  453-й 
аналопю  между  теор1ею  скоростей  точекъ  неизм'бцяемой  среды  и  тео* 
р1ею  главныхъ  моментовъ  совокупности  силъ,  мы  можемъ  руковод- 
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дой  силы  перенесена  на  какую  угодно  длину  вдоль  ао  наоравлешю 
силы  или  по  направлен1ю  противоположному;  черезъ  это  видъ  уело- 
В1Й  не  изм'Ьнится,  но  могутъ  быть  достигнуты  н'Ькоторыя  упрощешя 
въ  выводахъ  услов1й  и  формулъ. 

Воспользуемся  этимъ  пр1еиоиъ  въ  сж^дующемъ  вопрос]^: 

Прпм^ръ  125-&.  Тяжелый  одвородннй  стержень  ЛВ  длины  21  опи- 
рается однинъ  Еонцомъ  А  на  лнтю  ОВ  (черт.  129),  наклоненную  подъ 
угломъ  сТ^  къ  горизонту,  другимъ  Еонцонъ  в  —  на  ЛПН1Ю  од  накло- 
денную  подъ  угломъ  (180°  —  ^^  къ  горизонту;  опред'Ьлить  положеше 
равнов'Ьс1Я  стержня. 

Къ  стержню  приложены  сл^дующ1я  силы  п  реакщи:  1)  силы  тяже- 
сти, который  могутъ  быть  зам']^нены  в']&сонъ  стержня,  нрнложеннымъ  къ 
его  центру  инерцш,  2)  реакц1я  Х^  лпн1и  02),  Д'Ьйствующая  въ  точк'Ь  Л 
но  направлен1ю  перпендикуляра  АК^  3)  реакщя  Х,  лиши  ОД  дМст- 
вующая  въ  точк^  В  по  направлешю  перпендикуляра  ВК\  точка  К 
есть  точка  перес^чешя  обоихъ  перпенднкуляровъ. 

Когда  стержень  покоится,  тогда  можемъ  мысленно  перенести  точхл 
приложев1я  реакц1Ё  Х^  и  Х^  въ  точку  К^  предполагая,  что  эта  точка 
неизм']&нно  связана  со  стержнемъ  АВ. 

Чтобы  положеше  стержня  было  положешемъ  равнов'^^сЦ  необходимо, 
чтобы  равнодействующая  2А  реакц1й  Кк^  п  ^2)  перенесенныхъ  въ 
точку  К^  уравнов'Ьшивалась  съ  в^сомъ  С^  стержня  АВ  чрезъ  посред- 
ство воображаемаго  неизм'Ъняемаго  стержня  СК^  скр^пляющаго  точки 
СтК. 

Силы,  прпложенныя  къ  концамъ  свободнаго  неизм-^^няемаго  стержня, 
ура!вновешнваются  только  тогда,  когДа  он^  равны,  прямопротпвоположнн 
II  направлены  вдоль  по  стержню  илн  по  его  продолжешямъ. 

Следовательно,  для  равновесхя  стержня  АВ  необходимо,  чтобы 
точка  К  была  на  одной  вертикальной  лпн1п  съ  точкою  О,  какъ  и  пред- 
ставлено на  чертеже  129-мъ. 

Такъ  какъ  лин1я  КС^  при  положен1и  равновес!я  стержня  АВ^  дол- 
жна быть  вертикальна,  то  уголъ  АКС  тогда  долженъ  быть  равенъ  с7^|, 
а  уголъ  ВКС=^^2^ 

Означимъ  черезъ  х  уголъ  НВА^  составляемый  стержнемъ  В  А  .  съ 
горизонтомъ;  очевидно,  что  уголъ  СВК  выразится  тогда  такъ: 

(^  —  ^2 —  ж),  а  уголъ  СМг— такъ:  [•^  —  ^^'^  ^\ 


'с""^ 


.  изв^ствыыъ  форнулаыъ  пряиолоаебвоД  тригононетрти,  Iфв)[^веи- 
къ  треугояьвнБаиъ  АКС  н  ВКС,  составиыъ  равенства: 

СК  _  соз(Л-я:)         Ш  _  сов (.Г^ -1-х) , 
СА  "И  ^,      '      СВ  вш  ^I      ' 

акъ  точка  С  нахолатся  ва  середвн1^  ялааи'  стержвя  АВ,  ю  изъ 
равевствъ  нозеиъ  вывести  с^^дуюшее: 

сов  {^^  -  X)  _  сов^н-а;) 

в^п^,     ~     а^п^,    > 

него  ваИдеиъ:     - 

^втаеиъ  нухвымъ  заи1Ьтить,  что  прии%нев1в  сказавнаго  пр^ена 
1росаиъ  объ  опред'Ьлев)!  уеловШ  равнов^с1я  оовоющихся  твер- 
тЁлъ  вполн'Ё  законво  и  не  яохетъ  повести  къ  вев^рншгь  аа- 
н1я11ъ;  дальвЪйш1л  же  при1гЬнев1я  его  должно  Д'Ьлать  съ  на- 
щею  осмотрительностью,  а  иногда  принанять  его  не  сл^еть 
Такъ,  напримЪръ,  при]гЁнен1е  этого  пр1е11а  при  разсжотр1)В1в 
Й  устойчивости  раввов'Ьс!я  можетъ  привести  еъ  совершенно  ве- 
иъ  результатамъ.  ,  • 

163.  Пара  еялъ. 

братинъ  теперь  внинаЕ1е  на  так!я  сововупвости  силъ,  главный 
[гь  которыхъ  равенъ  нулю,  а  главный  ноиентъ  веравенъ  нулю. 
[ростФйшая  совонупвость  этого  рода  состоитъ  изъ  двухъ  силъ 
хъ  в  прямопротивоположныхъ,  но  направленныхъ  но  по  лян!и, 
1ЯЮщеВ  точЕи  игъ  11риложен1я;  тавая  совокупность  двухъ  сил 
аетса  па^ою  сидг. 

1слн  главный  векторъ  совонупвости  силъ  равенъ  нулю,  то  глав- 
:оиенть  ея  (если  овъ  не  равевъ  нулю),  обладаетъ  т'Ъхъ  веявыгь 
гвонъ,  что  величина  и  направлен1е  его  не  зависять  отъ  выбора 
1  иожентовъ;  въ  саноиъ  д^л1[,  изъ  фориулъ  (63В)  (стр.  451) 
етъ,  что  если  главный  векторъ  сововупвости  силъ  равенъ  нул)", 
1ВНЫЙ  моментъ  ея  вокругь  какого  угодно  центра  ии4егъ  ту  хе 
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смфа  величину  и  то  же  самое  направдеше,  канъ  и  главный  иоиентъ 
вокругъ  начала  координатъ. 

ТФиъ  же  Бачествоиъ  обладаетъ  и  главный  моментъ  пары  силъ, 
назнваеиБЕЙ  просто  момеитомъ  пары. 

Изъ  этого  слФдуетъ,  что  если  за  центръ  моиентовъ  возьмемъ 
точку  прнлохешя  одной  изъ  силъ  пары,  то  величина  и  направленхе 
моиента  другой  силы  представятъ  величину  и  направлеше  иомента 
пары. 

Сл'бдовательно,  величина  момента  пары  равняется  произведешю 
Р^,  гд'Ь  в  есть  длина  кратчайшаго  разстоян1я  между  силами,  а  Р — 
величина  каждой  изъ  силъ;  моментъ  пары  направленъ  перпендику- 
лярно къ  плоскости,  проведенной  черезъ  об^Ь  силы. 

Разстояше  V  называется  плечомъ  пары,  а  плоскость  —  заклю« 
чающая  06*6  силы,  плоскостью  пары;  если  изъ  какой  либо  точки 
кратчайшаго  разстояшя  В  возстановить  длину,  изображающую  мо- 
ментъ пары,  то,  съ  конца  этой  длины,  обЪ  силы  пары  будутъ  казаться 
дМствующими  сл'Ьва  на  право  (см.  черт,  1 30). 

§  164.  Совокупность  снлъ,  эквивалентная  пар^б  силъ. 

Если  къ  свободному  твердому  т-Ьлу  приложена  такая  совокуп- 
ность силъ,  главный  векторъ  которой  равенъ  нулю,  а  главный  мо- 
ментъ не  равенъ  нулю,  то  совокупность  эта,  очевидно,  можетъ  быть 
уравнов'Ьшена  одною  парою  силъ,  моментъ  которой  долженъ  быть  ра- 
венъ и  цротивоположенъ  главному  моменту  данной  совокупности. 

Зд'Ьсь  должно  зам'Ётить,  что,  исключая  величины  момента  урав- 
нов'Ьшивающей  пары  и  направлешя  момента  ея,  все  остальное  отно- 
еящееся  къ  строен1ю  пары,  остается  произвольнымъ;  такъ  что: 

1 )  Плоскость  пары  можетъ  быть  выбрана  по  произволу,  лишь  бы 
она  была  перпендикулярна  къ  направлешю  главнаго  момента  данной 
совокупности  силъ. 

2)  Величины  (равныхъ  и  противоположныхъ)  силъ  пары  произ- 
вольны, но  кратчайшее  разстоян1е  между  ними  должно  быть  равно 
главному  моменту  совокупности  силъ,  д'бленному  на  величину  одной 
силы  пары. 
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В)  Бъ  лзбранвой  плоскости,  направ1ен1я  сеть  аарн  югутъ  1$нп 

произвольны. 

4)  НаЕОвецъ,  остается  еще  произвольныиъ  внборъ  точекъ  пр|- 

-— ЭВ1Я  сиъ  пары. 

Следовательно,  даанал  совокупность  селъ  кожегь  быть  уравво- 
ена  равличныии  парахи  сялъ,  равнообразннми  до  безвонечносп, 
отря  на  то,  что  коиентн  ян  одиаановы  по  велнчив'Ь  и  по  вк- 
1Лвн!ю;  вс'!Ь  таша.  пары,  «окентн  которнхъ  одинаковн  но  вел- 
\  я  по  направлешю,  вазнваются  аквивалент^аши  меокду  собою 
чми  сим. 

Вообще,  р1  каЕ1Д  либо  совокупности  силъ  назнваются  аквива- 
внни  иежду  (^обою,  если,  будучи  порознь  приложены  къ  одвовт 
му  же  свободному  твердоиу  т*лу,  он*  югутъ  быть  уравнов*швБН 
ьею  совокупностью  силъ,  приложенною  къ  нему  же. 
Всякая  пара  сялъ,  прилохеннаа  еъ  свободножу  твердоиу  тЪлу, 
УТЬ  быть  уравнов'Ьшеаа  парою,  ионентъ  которой  р&веиъ  и  оряхо- 
ивоположевъ  моменту  первой  пярн. 

Пусть  БЪ  свободному  твердому  т11у  приложена  совокупность 
,  главный  векторъ  которой  есть  нуль;  ота  совокупность  иожетъ 
>  уравнов-Ьшева  никоторою  парою  силъ  (означимъ  ее,  для  крат- 
и,  знакоиъ  Л)  или  всякими  другими  парами,  вквиваюнтнып 

I  А 

Если  къ  тому  хе  тФлу  будетъ  приложена  только  пара  Л,  то  ее  мохва 

тъ  ураввов'Ьсить  в'Ёкотораю  парою  В,  моиентъ  которой  равевъ 

ютивополохенъ  моменту  пары  Л. 

Такъ  какъ  данная  совокупность  силъ  и  пара  В  порозвь  уравво- 

иваются  одною  и  тою  же  парою  А,  то  ш%  по  вышесказанному, 

1НЫ  быть  признаны  аквивалентныки  мезцу  собою. 

Поэтому,  всякую  такую  совокупность  сила,  главный  вект^ 

орой  равенъ  нулю,  а  главный  моментъ  не  равенъ  нулю,  лы 

мъ  называть  совокупностью  салъ,  эквивалентною  парть  аш- 
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§  165.  Совокупность  еиъ,  не  удовлетворяющая  уе1ов1ю 
(637).  Прнведен1е  совокупноетн  снлъ  къ  каношпеекону 

ИДУ-  ^ 

Если  къ  сЁободноиу  твердому  т'Ьлу  приложена  такая  совокуп- 
ность силъ,  которая  не  удовлетворяетъ  уеловш  (637),  то  она  не  ио- 
жетъ  быть  уравновешена  одною  отд'Ьльною  силою,  не  можетъ  быть 
уравнов'Ёшена  также  и  одною  отд'бльною  парою  силъ,  но  ее  можно 
уравнов'Ёсить  совокупностью  силы  съ  парою  снлъ  или  совокупностью 
двухъ  силъ  непараллельныхъ  и  не  пересекающихся. 

Пусть  ОВ  (черт.  131)  есть  главный  векторъ  данной  совокуп- 
ности силъ,  ОЛ^  —  главный  моментъ  ея  вокругъ  начала  координатъ, 
а  величины 

^х^  ^у»  ^«'   Л?>  -^у^  л 

суть  проэкцш  главнаго  вектора  и  этого  главнаго  момента  на  оси 
коордииатъ. 

Чтобы  уравновесить  эту  совокупность  силъ,  приложимъ  къ  т4лу 
въ  точк-е  о  силу  0В>  (черт.  131),  равную  и  противоположную  глав- 
кому вектору  ОВ  и  пару  силъ,  моментъ  которой  ОЛ^  равенъ  и  про- 
тивоположенъ  главному  моменту  0Л^\  после  этогб,  услов1я  равнове- 
С1Я  твердаго  тела,  очевидно,  удовлетворятся. 

Сила  ОВ^  и  пара  силъ,  имеющая  моментъ  ОЛ^у  могутъ  быть 
заменены  двумя  силами.  Въ  самомъ  деле,  проведемъ  черезъ  О  плос- 
кость П  перпендикулярную  къ  ОЛ^  и  примемъ  ее  за  плоскость  пары; 
въ  этой  плоскости  изъ  точки  о  проведемъ  какую  либо  длину  ОР^ 
которую  примемъ  за  изображен1е  одной  изъ  силъ  Р  пары;  затемъ 
возстановимъ  перпендикуляръ  011  къ  ОРт  къ  ОЛ^^  въ  такомъ  на- 
правленш,  съ  котораго  ОЛ^  видно  по  левую,  а  ОР  —  по  правую 
руку;  на  этомъ  перпендикуляре,  который  будетъ  заключаться  въ 
плоскости  пары  силъ,  отложимъ  длину  ОЖ,  равную  отношенш  Л^  къ 
Р;  изъ  точки  М  проведемъ  длину  МР^  равную  и  противоположную 
длине  ОР^  которая  будетъ  представлять  другую  силу  пары;  нако- 
нецъ  построимъ  равнодействующую  ОР^  силъ  ОР  и  0В\  приложен- 
ныхъ  къ  точке  О.  После  этого  окажется,  что  данная  совокупность 
силъ  уравновешена  двумя  силами:  силою  ОР^^  приложенною  къ  телу 
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ьъ  Т0Ч&4  О  и  силою  МР,  приложенною  еъ  тФлу  въ  точв^^  Ж.  На* 
иравлешд  этихъ  силъ  не  аерес&Баются,  такъ  Бакъ  последняя  ш§1 
заключается  въ  плоскости  П  и  направлеше  ея  не  встр'бчаетъ  точку 
О,  между  т'Ьиъ  накъ  первая  сила  проходить  черезъ  эту  точку;  эти 
силы  не  параллельны^  такъ  какъ  сила  ОР,  параллельно-противопо- 
ложная сил^Ь  МРу  встр'Ьчаетъ  силу  ОРу  въ  точб'Ь  О. 

Такимъ  образоиЪу  всякую  совокупность  силъ,  неудовлетворяю- 
щую УСЛ0В1Ю  (637)^  можно  уравнов'Ьсить  силою^  соединенною  съ  на- 
рою силЪу  илд  двумя  непараллельными  и  неперес^ккающимися  сила1и. 

Уравнов'Ьшивая  данную  совокупность  силою  и  парою^  можегь 
приложить  силу  В'  не  къ  точк'Ь  О,  а  къ  какой  угодно  другой  точк^ 
тЪла,  но  тогда  придется  изм'бнить  величину  и  направлете  момента 
пары;  если  эту  силу^  равную  и  противоположную  главному  вектору 
данной  совокупности,  приложимъ  къ  Т0ЧК1&  К  (координаты  которой 
суть  х^,  у^^  01)у  то  моментъ  ея  вокругъ  точки  О  будетъ  им'Ьть  сй- 
дующ1я  проэБЩИ  на  оси  координатъ: 

(-&иБ.-*-^,В^\  {-^,В^^х,В,),  (^х,В^-^р,В^; 

поэтому,  проэкщи  момента  новой  пары,  которая  должна  уравновесить 
данную  совокупность  силъ  и  силу  КВ\  должны  быть  равны  сл1др> 
щимъ  величинамъ : 

т.  е.  отрицательно  взятымъ  проэкц1ямъ  главнаго  момента  данной  со- 
вокупности силъ  вокругъ  точки  К  (см,  формулы  (633)  на  странице 
451-й). 

Следовательно,  приложенную  нг  свободному  твердому  тгьлц 
совокупность  силъ^  неудовлетворяющую  условгю  (637)^  можно 
ур(1вновгьсишь  силою  и  парою  силъ;  сила^  равная  и  прямопр- 
тивоположная  главному  вектору  совокупности  можешь  быть 
приложена  къ  любой  точкть  твердаго  тгьла\  моментг  оюе  пары 


т 


« 
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долоюеяг  быть  равенъ  и  противоположенъ  главному  моменту 
совокупности  вокругъ  той  точки  тгьла^  кг  которой  прилооюена 
сила. 

Такииъ  образоиъ,  выборъ  точки  |1рш[ожбН1л  силы  вл1яетъ  на  ве- 
личину и  направлеше  иомента  пары;  несмотря  на  это,  проэкщя  ио- 
цента  пары  на  направлеше  силы  им'Ьетъ  одну  и  ту  же  величину  для  , 
одной  и  то<  26  совокупности  силъ,  совершенно  независимо  отъ  вы- 
бора точки.  К  у  а  именно  величина  этой  проэкщи  равна : 

Л,ш{Л,,  В]  =  ■^^^^-"уу*-^^^^ ^ д^еов(Д,,  В).. (636) 

Отсюда  сл'Бдуетъ,  что  пара  силъ  будетъ  съ  наименьшимъ  иомен- 
томъ  въ  томъ  случа'Ь,  когда  сила  будетъ  приложена  къ  какой  либо 
изъ  точекъ  тЪла,  находящихся  на  центральной  оси  данной  совокуп- 
ности силъ,  потому  что  тогда  моментъ  пары  долженствуетъ  быть  на- 
правленъ  вдоль  по  сил'Ь  В\  такъ  какъ  главный  моментъ  вокругъ  та- 
кой точки  направленъ  вдоль  по  главному  вектору  (см.  стр.  453-ю). 

Для  опред^клен1я  положешя  центральной  оси  данной  совокупно- 
сти силъ  можно  составить  правило  и  написать  формулы,  руковод- 
ствуясь указанною  на  стр.  453-й  аналопею  между  теор1ею  скоростей 
точоБЪ  неизменяемой  среды  и  теор1ею  моментовъ  силы.  Изъ  правила, 
приведеннаго  на  страниц'Ь  136-й  кинематической  части,  извлечемъ 
сл'Ьдуюп^ее  правило  для  опредтьленгя  положенгя  центральной  оси 
совокупности  силг^  неудовлетворяющей условгю  (637): 

Изъ  начала  координатъ  О  (черт.  132)  надо  возстановить  пер- 
пендикуляръ  къ  плоскости  ВОЛ^  въ  такомъ  направлеши,  съ  котораго 
ОБ  видно  по  л*вую,  а  ОЛ^  по  правую  руку;  на  этомъ  направлеши 
надо  отложить  длину  ОЦ^  равную : 

Оц^^  Ло9т{Ло,В) 

•точка  Ц  и  будетъ  одною  изъ  точекъ  центральной  оси  данной  сово- 
купности  силъ.    Центральная   ось   параллельна  главному  вектору. 
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Главный  моиентъ  совокупности  силъ  вокруть  которой  либо  изъ  то- 
чекъ  этой  оси  равенъ: 

и  направленъ  вдоль  по  центральной  оси. 

Изъ  форнулъ  (151)  стр.  135-й  кинематической  части  получиъ 
выраженгя  ноординатг  тачки  Ц  центральной  оси  совокупности 
силъ^  если  заи'Ьнииъ :  точку  Ю  —  началоиъ  координатъ  О,  угловую 
скорость  О  —  главнымъ  векторомъ  В  и  скорость  точки  Ю  —  глав- 
нымъ  моментоиъ  Л^\  получимъ: 


*^%Ву  —  ЛуВщ 

Ущ  —  в*         ^ 

^Ц  —  В^ 


> 


(1021) 


Уравнбн1я  центральной  оси  совокупности  силъ  аналогичны  ур&в- 
нен1яиъ  (150)  стр.  135-Й  кинеиатической  части^  а  ихенно  они  та- 
ковы: 

^=?^  =  '-^- (1022) 

Если  подставимъ  въ  формулы  (633)  стр.  451-й,  вм^ксто  о;^,  У|, 
0^^,  координаты  точки  Ц  или  какой  либо  другой  точки  центральной 
оси,  то,  посл'б  ЕЬкоторыхъ  преобразовашй,  получимъ  сл^дуюпця  вн- 
ражешя  проэкщй  главнаго  момента  совокупности  силъ  вокруть  это! 
точки: 

» 

'    (Л),  =  5Д)С08(Л,  В) (1023) 

Эти  формулы  выражаютъ,  что  моментъ  Л^  направленъ  по  цен- 
тральной оси  и  равенъ  проэкфи  момента  Л^  на  направлеше  главнаго 
вектора. 
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Приложенная  къ  твердому  гЬлу  совокупность  силъ^  состоящая 
язь  силы  и  пары  силъ,  д^Ьйствующей  въ  плоскости  перпендикулярной 
къ  сил'Ь,  называется  совокупностью  наноиическаю  вида  или  канО' 
ническою  совокупностью  сылъ;  Болъ  (Ва11  *)  называетъ  такую  со- 
вокупность силъ  англ1йскииъ  словомъ  ^^гепсЬ^,  непереводиинмъ  на 
русскхй  язнкъ;  слово  гсгепск  означаетъ  тЬ  усил1я,  которня  мы  при- 
лагаемъ,  завинчивая  винтъ  посредствомъ  отвертки;  тогда  иы  нажи- 
наеиъ  отвертку  на  шляпку  винта  по  его  оси  и  ви'Ьст'Ь  съ  ткшъ  при- 
лагаемъ  пару  силъ  вращающую  винтъ  вокругъ  его  оси. 

Одну  сил  у  у  приложенную  къ  твердому  т'Ьлу,  можно  разсматривать 
какъ  такую  каноническую  совокупность  силъ^  у  которой  пара  силъ 
юЛьтъ  номентъ  нуль. 

Одну  пару  силъ,  приложенную  къ  твердому  т'Ьлу,  можно  разсма- 
тривать как'^  такую  каноническую  совокупность  силъ,  у  которой  сила 
равна  нулю. 

Въ  §  161-мъ  ббло  показано,  что  совокупность  силъ,  удовлет- 
воряющая условш  (637),  эквивалента  одной  сил'Ь;.  въ  §  164:-мъ 
говорилось  о  совокупности  <;илъ,  зквивалентной  пар^^  силъ ;  наконецъ 
теперь  мы  видимъ,  что  совокупность  силъ,  неудовлетворяющая  усло- 
вш (637),  аквивалентна  канонической  совокупности  силъ,  у  которой 
ни  сила,  ни  пара  силъ  не  равны  нулю;  поэтому  мы  можемъ  теперь 
высказать  слФдрщее  положеше: 

Каждая  совокупность  силъ^  прилооюенныхь  къ  твердому  тгь- 
лу]  можетъ  быть  приведена  къ  каноническому  виду  ^). 

§  166.  Совокупность  параллельныхъ  сыъ. 

Совокупность  параллельныхъ  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому 
т'Ьлу,  приводится  къ  одной  сил'Ь,  или  къ  одной  пар'Ь  силъ. 

Означимъ  черезъ  X,  (л,  V  косинусы  угловъ,  составляемыхъ  на- 
правлешемъ  одной  изъ  этихъ  силъ  (силы  Р^  съ  осями  координатъ; 


*)  ЕоЬег!;  Ва11.  ТЬе  1Ьеогу  о^  зге^з:  а  8^ас1у  1П  (Ье  с[упат1сз  оГ  а  тщ^д^  Ъос[у. 
1876. 

**)  Ро1Пбо1.  8аг  1а  сотро81иоп  дез  тотей(з  е!  1а  сошрозхИоп  дез  а1гез. 
^о^1та1  с[е  ГЕсо1е  Ро1у1есЬ111дие.  Т.  VI,  СаЫег  13.  (1806). 
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:ервзъ  2?\,  Р^^. .  .Р^,.  ■  .Р^  означинъ  подохительно-взатыя  вел- 
явн  тФхъ  силъ,  в8правлеЕ1я  Еоторихъ  аарамельнн  напраиеш 
1ЛН  Р^ ,  и  отрицательно-взятыя  величины  т^хъ  селъ,  наараыеш 
юторыхъ  оротйвополохнн  направлению  силы  Р^. 

ПроэЕщи  на  оси  координатъ  главваго  вектора  етой  совокуонопв 
I  главваго  момента  ея  вокругь  начала  координатъ  таковы: 

Нзъ  8тихъ  выражен]Й  видно,  что  главный  вевторъ  равенъ 
^  Р^,  л  главный  ионеитъ  перпевдвЕуляренъ  къ  направлешю  еилг. 

Сл^Ьдовательно,  если  главный  векторъ  параллельныгь  свлъ  ве 
^авенъ  нулю,  то  совокусность  втихъ  силъ  эквивалентна  одной  свй, 
данной  и  параллельной  главному  вектору  и  нрилохенвоВ  къ  одной 
1зъ  точекъ  центральной  оси.  Одну  нзъ  точекъ  этой  оси,  а  ияенвб 
'очку  Ц,  мы  найденъ  по  правилу,  указаннояу  въ  §  161-нъ,  или  по 
[юрнулаиъ  (1021);  но  мы  обратииъ  сначала  внинаше  на  другр 
'Очну  этой  оси,  координаты  которой  суть: 

^е  — "ЁГГ'     Ус  —  -'Щ->     ^с  —  ^Щ^ ^*"^'' 

Эта  точка  С  действительно  находится  на  центральной  оси,  тап 
акъ  главный  жоиентъ  вокругъ  нея  есть  нуль,  въ  чемъ  нетрудно  уЙ4- 
[нться,  составивъ  выражения .  нроэщй  этого  момента  по  фориулал 
633)  стр.  451-й. 

Координаты  точки  Ц  (по  фориулаиъ  (1021))  будута  таковы: 

Хц  =  х^  —  Хг^тв{г^,  Р1),  Уч  =  ^с — ^г^тв(г^,  Р^), 

г,  =:  г^  —  ^''е'^08(г^,  ^^,),  ГрС08{Гр,  Р^)^'кс^-^-^д-*~'^г^. 
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Сд^дуетъ  зд'Ьсь  за^Ьтить,  что  координаты  точки  С  не  завибятъ 
отъ  косинусовъ  X,  [Д.,  V,  такъ  что  если  всФ  еилы  совокупности,  не  из- 
я'Ьняя  своихъ  веашчинъ  и  точекъ  приложешя,  и  оставаясь  параллель- 
ными между  собою,  изм']^нятъ  свое  направлеше,  то  полохеше  точки 
С  неизн'Ьнится. 

Брои'Ь  того,  видъ  вторыхъ  частей  выраген1й  (1024)  сходевъ 
съ  видомъ  вырахешй  ((620)  стр.  426)  координатъ  центра  инерщи 
системы  матерьядьныхъ  точекъ. 

Точка  С  называется  центромг  данной  совокупности  парал- 
лельныхь  силъ. 

Прим'Ьнивъ  формулы  (1024)  къ  двумъ  параллельнымъ  силамъ 
одннаковаго  направлешя  или  противоположныхъ  направлешй,  най- 
демъ  известный  въ  элементарной  механик^Ь  правила  для  такъ  назы- 
вамаго  сложен1я  или  разложен1я  двухъ  параллельннхъ  силъ. 

Если  главный  векторъ  данной  совокупности  параллельныхъ  силъ 
равенъ  нулю,  т.  е.  если  ^  -Р^  =  О ,  то  совокупность  эквивалентна 
пар'Ь  силъ. 

§  167.  Теорема  Шаля. 

Представимъ  себ^,  что  совокупность  силъ,  неудовлетворяющая  усло- 
в1ю  (637),  приведена  къ  каноническому  виду;  пусть  ЦВ  (черт.  133) 
есть  величина  и  направлен1б  главнаго  вектора,  а  ЦЛ — величина  глав- 
наго  моуента. 

Проведемъ  какую  бы  то  ни  было  прямую  лишю  ^Г|2^,  не  перес*]^- 
кающую  ось  ЦВ  и  не  параллельную  ей;  данную  совокупность  можно 
привести  къ  двумъ  силамъ,  одна  из1  которыхъ  будетъ  направлена  вдоль 
по  N^N. 

Пусть  Ц^С  есть  кратча&шее  разстояше  между  лин1ею  N^N  и  цент- 
ральною осью  ЦхЦ.  Чтобы  привести  совокупность  къ  двумъ  силамъ, 
одна  изъ  которыхъ  направлена  по  СN^  надо  разложить  главный  век- 
торъ Ц^В^^^ЦВ  на  двф  параллельный  ему  силы  СР^  и  ^^^^^  та^ 
2)  есть  точка,  находящаяся  на  продолженхи  лин1и  СЩ  зат-^мъ,  надо 
составить  такую  пару  силъ  СР  и  ВР'  въ  плоскости  перпендикулярной 
къ  центральной  оси,  момептъ  которой  бнлъ  бы  равенъ  Ц^Л^^г^ЦЛ; 
силы  СР}  и  СР^  должны  быть  таковы,  чтобы  равнод-^йствующая  ихъ 
СР  была  направлена  вдоль  по  лиши  N^СN. 


—  768  — 

Овначнмъ  череэъ  с  и  Й  ддянн  Ц^С  е  Ц^О,  черезъ  Р|,  $(  —  ввп- 
[нны  си]ъ  'СР)  а  ^^,,  череаъ  1" —  велвчвны  равннхъ  нежду  собою 
ягь  СР  в  ВР,  черезъ  Р  и  ^  —  вв1Вчннн  сн1ъ  СР  ж  1)^,  гд*  1о- 
л'!Ьдняя  есть  равнод^Вствующая  си1ъ  $|  п  И'Б'\  ваконецъ  черезъ  а  и 
)  означикъ  ведпчивы  7^')овъ  ТуС'В  в  ^хЪ<^. 

ТаЕъ  какъ  свла  ЦуВ  разложена  на  дв1  силы  Р,  и  ^,  и  тякъ  вакъ 
юнентъ  построенной  пары  снлъ  равенъ  Д  то  должны  быть  удовдетво- 
юны  сл1|Д7юш1Л  равевотва: 

р,=^в,  е,=^аВ,  ?=.-4э; 

ш^Ёст!  съ  тФмъ  отБ0шен1Ё   Т  къ  Р]   должно  быть  равно  таагенсу  уш 
ц  т.  е.: 

Иаъ  этого  равенства  ны  опредфлнмъ  величину  разстояв!я  А,  а,  сд^- 
^овательво,  положен1е  точки  1);  вавравдепе  силы  ^  овред'Ьлнтся  ут- 
юиъ  ^,  тангенсъ  котораго  равенъ: 


*ер 


"  Ве  ' 


1ная  величину  й^  опред^ивиъ  величины  Р,  п  ^^  ло  иредыдущвп  фор- 
1уланъ,  а  ва1^1нъ  аетрудво  опред1)лв1ь  величины  свлъ  Р  и  ^. 

{Друмуьчатя.  Если  уголь  а  будетъ  отрнцательныб,  то  в  ({  будетъ 
1трицательвое ;  вь  этоиъ  случа*  положев1е  точвн  ^)  н  сялъ  Р  и  ^  бу- 
детъ такое,  какъ  на  чертех^Ь  134). 

Длина  с  и  уголь  а  иогугь  быть  произвольны,  поэтому  величины,  в&- 
[равлев1я  и  положения  силь  Р  р  ^  развообраэвы  до  безконечвосп. 
1ес11бтря  ва  это  разЕОобраз1е,  о^шъ  теп^аэдра,  у  которам  два  про- 
^гивопо.'юоюныя  ребра  суть  силы  Р  и  ^,  эквивалегтшыя  данной  сово- 
купности силъ,  импе1Нъ  величин*/,  независящею  отъ  длины  Л  и  «ели- 
шны  угла  а. 

Въ  сано1гьд1к1^обьекТ|Р'1етраэдра1)(уР^(с1г.чертЛЗЗ)равенъодной 
иестоб  частЕ  объеиа  лараллелопипеда,  нн1|Ющаго  свовна  ребрами  диив 
ОС,  Щ  Щ  т.  е.: 

Эта  теорема  найдена  Шалемъ. 


-1 — -т 
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$  168.  Совокупность  силъ,  приеденную  къ  двунъ  сн- 
ланъ,  привести  къ  каненкчеекону  виду.  Равнов'Ьс1е  трехъ 
сыъ,  прыоженны1ъ  къ  свободному  твердому  т^блу. 

Если  совокупность  силъ,  приложенныхъ  бъ  твердому  т^лу,  при- 
ведена Бъ  двумъ  силаиъ  Р  и  ^^  то  полохен1е  центральной  оси  ио- 
гетъ  быть  найдено  сл^^дующииъ  образонъ. 

Проведешь  кратчайшее  разстолн1е  СВ  (черт.  135)  между  т1^ми 

» 

ЛИН1ЯМИ,  по  Боторымъ  Д'Ьйствуютъ  силы  Р  к  ^,  Такъ  какъ  точка 
прилохешя  каждой  силы,  приложенной  къ  твердому  т'Ьлу,  можетъ 
быть  перенесена  вдоль  по  той  лин1и,  по  которой  сила  дМствуетъ,  то 
примемъ  С  за  точку  приложен1а  силы  Р,  а  2)  —  за  точду  приложе- 
Н1я  силы  ^.  Построимъ  въ  точк-Ё  с  главный  векторъ  силъ  Р  и  ^; 
зат^мъ  выберемъ  на  лин1и  (7Д  или  на  продолжеши  ея,  такую  точку, 
чтобы  главный  моментъ  силъ  Р  А  ^  вокругъ  нея  быль  направленъ 
параллельно  главному  вектору,  т.  е.,  чтобы  главный  моментъ  силъ  Р 
и  ^  вокругъ  оси  У  у  проведенной  черезъ  эту  точку  перпендикулярно 
къ  лин1и  1)С  и  къ  направлешю  главнаго  вектора,  былъ  бы  равенъ 
нулю.  Эта  точка  находится  между  точками  (7  и  2)  въ  томъ  ауча'Ь, 
когда  проэкц1и  силъ  Р  и  ^  на  направлеше  параллельное  главному 
вектору  направлены  въ  одну  сторону,  какъ  на  че])теж'Ь  1 35 ;  тогда 
точка  Ц  дФлитъ  разстоян1е  ВС  на  части  СЦ  и  ВЦ  обратнопропор- 
щональныя  величинаиъ  проэкщй  Р^  и  ^^  силъ  Р  и  $  на  направле- 
ше главнаго  вектора.  Если  же  проэкц1и  Р^  и  ^^  им^^ютъ  противопо- 
ложный направлен1я,  то  точка  Ц  находится  вн^  разстоянхя  ВС  на 
сторон'Ь  большей  изъ  проэкц1й  Р^  и  $2,  причемъ  все  же: 


р,.сц=я,.вц. 

Величина  момента  пары  равняется  произведен1ю  изъ  длины  ВС 
на  величину  про9КЦ1И  силы  Р  или  силы  ^  на  плоскость  перпендику- 
лярную къ  главному  вектору;  величины  этихъ  проэкщй  об'Ьихъ  силъ 
одинаковы,  но  направлешя  ихъ  прямопротивоположны.  Въ  случае, 
представленномъ  на  чертеж'Ь  135-мъ,  моментъ  пары  направленъ  по 
главному  вектору;  но  могутъ  быть  случаи,  въ  которыхъ  моментъ  пары 
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1вополохенъ  павюму  вектору,  таковну  ваария^^ръ,  случаи  нзо- 
ввные  в&  чбртекахъ  136  и  137. 

Збратшъ  внвиав1е  на  случаи  равнов^ск  трехъ  снлъ,  приложев- 
.  къ  свободноиу  твердому  т4лу;  озяачииъ  червзъ  Р,  ^^  В  веи- 
н  направлев)я  этихъ  свлъ. 

Въ  этихъ  случавхъ  дв*  силы,  напр.  Ра  ^,  представляютъ  е«- 
1ноет1>  силъ,  уравБов^нваемую  третьею  силою  Н.  Оили  РъЯ 
гь  быть  ваправлевы  по  лив1анъ  пересевающимся  или  неоерес^- 
1ияев. 

Въ  первонъ  случае  южво'  перевести  точки  прйдожея1я  свл 
^  въ  точку  пересЬченк  и  построить  ихъ  равнодействующую; 
рлвнодеОствующей  сила  В  должна  быть  равва,  прянопротвво- 
Ева  и  направлева  по  одвой  еъ  вею  лив1В.  Въ  тфхъ  случавп, 
I  силы  Р  ъ  ^  ваправлевы  по  лив1ямъ  не  пересекающимся,  нохно 
юить  ось  ЦВ  по  правилу,  приведенвоиу  въ  вяетоящемъ  вара- 
^  Такъ  кавъ  совокупность  силъ  Р  в  ^  должна  ураввовесвтыя 
о  силою  В,  то  момевгь  пары  долхенъ  быть  нуль,  а  для  втого 
[ОДИ10,  чтобы  силы  Рв  ^  были  между  собою  параллельны  или 
1лельно-противоположны.  Сила  В  должна  быть  равва  и  пряю- 
[воположва  главному  вектору  свлъ  Р  в  ^  в  должна  быть  ва- 
1ева  по  ЛИВ1И,  проходящей  черезъ  точку  Ц. 
Следовательно,  если  три  силы,  приложенныя  къ  свободному 
дому  тгьлу,  взаимно  уравновпшиваются,  то  линш,  по  ко- 
*мъ  яти  силы  дгьйтвуютъ,  непремгьнно  заключаются  въ  од- 
плоскости. 

\  169.  Положен1я  равиов11с1я  несвободнаго  твердаг* 
I.  Пр|1Н1Бры. 

Пели  твердое  тело  несвободно,  то  шесть  равевствъ,  вырахан- 
уаов1я  равновесзя  снлъ  и  реакц]й  првложеввыхъ  къ  Нлт. 
но  разсматривать  кавъ  уравнен1я  равновес1я  втого  те.1я. 
Зыражеа1Я  проакц1Й  (на  оси  воордвнатъ)  векторовъ  в  моментовъ 
ПЙ  техъ  связей,'  которымъ  подчинено  т4ло,  должны  быть  со- 
ены  по  формуланъ,  приввдеввыиъ  въ  §§  129  и  130. 
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Пусть  р  есть  число  связей^  которыиъ  подчинеЕО  твердое  т^Ьло; 
въ  его  уравнен1Я1ъ  равнов'Ье1я  будетъ  заключаться  р  множителей  X. 

Когда  р  нен^Ье  шести,  тогда,  исключивъ  изъ  уравненШ  равнов'Ь- 
с1я  1*Ьла  вс^Ь  р  нножителей  X,  получинъ  (6  — р)  условгй  равновиь- 
сгя  несвободнаю  теердаю  тгьла.  Если  проэкщи  силг,  приложен- 
ннхъ  въ  твердому  т^^лу,  выражены  функц1ями  воординатъ  гЬла,  то 
изъ  услов]й  равнов^Ьс1Я  и  изъ  уравненШ  связей  опред^лииъ  положе- 
н1я  равновФе1Я.  т'Ьла.  Для  каждаго  положешя  равнов'Ьс1я  можно 
определить  значешя  множителей  X  изъ  р  уравнешй  равнов']^С1я. 

Когда  р  равно  шести,  услов1й  равнов'Ьс1Я  н^тъ ;  положеше  т^ла 
вполн'Ь  опред'Ьляется  изъ  шести  уравнешй  связей.  ВсФ  шесть  мнолш- 
телей  X  вполн'Ь  опред'Ьляются  изъ  шести  уравнешй  равйовес1я. 

Когда  р  бол^е  шести,  тогда  уравнен1Я  равнов'Ьс1я  даютъ  нео- 
пред'&хенння  значешя  для  множителей  X,  а,  сл'^^дователъно,  и  для 
реаБЦ1й  связей. 

Приводимъ  нЪсБольво  прим'Ёровъ. 

Примерь  126-й.  Услов1я  равнов']^с]я  твердаго  т'Ьла,  одна  изъ 
точекъ  Ботораго  закреплена  непо^ижно. 

Очевидно,  такое  т^ло  можетъ  находиться  въ  положеши  равно- 
вес1я  только  при  услов1и,  чтобы  совокупность  приложенныхъ  къ 
нему  задаваемыхъ  силъ  приводилась  къ  одной  силе,  направленной 
черезъ  точку  опоры;  поэтому,  если  принять  эту  точку  за  начало  ко- 
ординатъ,  услов1я  равновес1я  тела  выразятся  такъ: 

•^^  =  0^  Л  =  <^'  ^'  =  ^'^ 

проэБЦ1и  же. на  оси  координатъ  реакщи  опоры  выразятся  отрицательно 
взятыми  проэкщями  главнаго  вектора  задаваемыхъ  силъ: 

\  =  Еш{Е,  2)  =  —  В^. 

Примеръ  127-й.  УСЛ0В1Я  равновес1Я  твердаго  тела,  ймеющаго 
неподвижную  постоянную  ось,  вокругъ  которой  оно  можетъ  вращаться 
и  вдоль  которой  оно  можетъ  скользить. 
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охеть  находиться  8Ъ  положен!»  равюИ- 
1тобн  главный  вевторъ  совокушоеп  а- 
вднкулдренъ  еъ  неподвижной  оси  и  чпба 
^  нея  быль  равевгь  нулю;  внведеиъ  вп 
8фс1я. 

1язей,  ет1|евяющихъ  свободу  гЬда,  полу- 
ваты  двухъ  точоЕЪ  тЪла  остаются  на  ас- 
точЕИ  суть:  точка  Л>(§  =  0,  -4  =  0, 
1]  =  О,  С  =  О  (см.  стр.  674);  возьнеи, 
""^  в  выравниъ,  что  абсолютнна  коорди- 
л  нулю: 

еЯ. 

1ВН0В11С1Я,  возыежъ  за  центръ  ноневтовъ 
щИ  иоиентовъ  реакций  свявей  составить 
114,  приноая  во  вшмате,  что  V,  =  1. 
;,  X,  иноаштелей  первой,  второй,  третьей 
гь  слФдуюпря  ура8вен1я  раввов1к1я  твер- 

тихъ  уравнвн1й,  незавлючаюпця  ияохя- 
Л0В1Я  равнов'Ьс1я. 

К  на  ось  2"'*  направлены  перпенднБТ- 
ь  черезъ  В„  и  В^  величины  и  ваправ- 
ри  И1ъ  на  оси  Х°"  и  У""*  выразятся  такг: 

В  —^, 


К 


[Л«)^ 


!^»,  В^»в(В^,У)=-Х.=-^'- 
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ПрииФръ  1 28-й.  Если  тЪло  иожетъ  только  вращаться  вокругъ 
неподвижной  оси,  но  не  иожетъ  скользить  вдоль  нея,  то  къ  предн- 
дзпщииъ  четыреиъ  связяиъ  присоединяется  пятая:  ^г„  =  О  и  уравне- 
те  равнов^С1я  будетъ  только  одно,  выражающее,  что  иоиентъ  зада- 
ваемнхъ  силъ  вокругъ  неподвижной  оси  долженъ  быть  равенъ  нулю. 

Прин^Ьръ  129-й.  Услов1Я  равнов'Ьс1Я  твердаго  т^а,  опираю- 
щагося  одною  точкою  на  данную  неподвижную  поверхность: 

Въ  §  130-иъ  было  найдено,  что  если  твердое  тЬло  опирается 
на  поверхность  въ  одной  только  точк'Ь,  то  реакщя  связи  есть  сила, 
приложенная  къ  той  точк^  т^ла,  которою  оно  опирается  на  поверх- 

» 

ность.  Эта  сила  направлена  по  нориали  къ  поверхности  /*=  О,  воз- 
становленной  въ  точкЪ '  прикосновешя  ея  съ  т^^оиъ,  т.  е.  въ  точкЪ 
опоры  послЪдняго. 

Составимъ  уравнешя  равнов'Ьсхя  'г]Ьла,  принимая  за  центръ  ио- 
ментовъ  точку  опоры  тЬла;  означимъ  координаты  ея  такъг  ж^,  у^,  х^^. 

^х-^-|  =  0,5,-Х^^  =  0,В.н-Х^^  =  0...  (Ш5) 

{ЛХ  =  о,  Ш^  =  о,  (Д).  =  о (1026) 

Услов1й  равнов'Ьс1я — пять;  три  изъ  нихъ  суть  равенства  (1026), 
выражаюнця,  что  главный  иоиентъ  задаваемыхъ  силъ  вокругъ  точки 
опоры  долженъ  быть  равенъ  нулю;  два  друг1Я  услов1я  равнов'Ьс1я  по- 
лучатся по  исключеши  X  изъ  первыхъ  трехъ  уравнешй  равнов'Ьс1я 
(1025);  они  таковы: 

_^  _^ ^  А_ _^_2«  (м  ао7\ 

и  выражаютъ,  что  главный  векторъ  задаваемыхъ  силъ  долженъ  быть 
направленъ  по  нормали  къ  поверхности. 

Уравнешя  (1025)  сходны  съ  уравнешяии  (423)  (стр.  261)  рав- 
нов'Ьс1Я  матерьяльной  точки  на  гладкой  поверхности. 
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Примерь  131-й.  УСД0В1Д  равнов^^ая  твердаго  гЬла^  опираю- 
щагося  тремя  точками  на  плоскость ;  во  вс^хъ  трехъ  —  по  одну  сто* 
рону  плоскости. 

Въ  этоиъ  случае  реакщи  суть  три  параллельныя  между  собою  (я 
иерпендикулярныя  къ  плоскости)  силы,  направленння  въ  одну  сто- 
рону; поэтому  совокупность  задаваемыхъ  силъ  должна  привестись  къ 
одной  сил'Ь,  перпендикулярной  къ  плоскости  и  направленной  черезъ 
центръ  этихъ  трехъ  параллельныхъ  реакщй.  Означимъ  черезъ  Т?  ве- 
личину этой  силы,  расположимъ  оси  X  '''^  и  У""'*  въ  разсматриваемой 
плоскости,  на  которую  опирается  гЬло  и  означимъ  черезъ  д;^  2^1, 
^3'  ^2'  ^89  Уъ  координаты  опорныхъ  точекъ,  а  черезъ  а  и  ^  —  коор- 
динаты центра  трехъ  параллельныхъ  реакщй,  чрезъ  который,  по 
вышесказанному,  должно  проходить  направлеше  силы  Р. 

Такъ  каЁъ  всЪ  три  реакщи  направлены  въ  одну  сторону,  то 
точка  (а,  ^)  можетъ  находиться  либо  внутри,  либо  на  периметр!^ 
треугольника,  образуемаго  точками  (я:^,  у^  (а;^,  у^  (гг,,  ^з)'  следова- 
тельно, направлен1е  силы  Р  не  должно  пересЬкать  плоскости  внЪ 
площади  этого  треугольника. 

Если  величина  силы  Р  и  координаты  а  и  ^  изв'ктны,  то  вели- 
чины реакщй  въ  опорныхъ  тбчкахъ  опред'Ьлятся  из'Ь  сл'Ьдующихъ 
трехъ  равенствъ: 

\х^'^\х^-^\х^  =  В1,  \У1-^г\у^-\г\у^  =  Р^, 


\ 


'2 


\=Р\ 


эти  уравнешя  даютъ  вполн'Ь  опред'Ьленныя  значешя  для  величинъ  X. 

Обратимъ  еще  внимаше  на  те  случаи,  въ  которыхъ  твердое  т^ло 
находится  въ  положеши  равноБ'Ьс1я,  опираясь  на  плоскость  четырьмя 
или  ббльшимъ  числомъ  точекъ. 

ВозЬмемъ  эту  плоскость  за  плоскость  ХУ  и  составимъ  уравне- 
Н1Я  равнонФстя  твердаго  т^ла;  они  будутъ  таковы: 


—  776  — 

-+-  \У1  -н  ХгУа  -+- -*-КУп  =  **. 

—  XI  а;,  —  \х,  — — ХдЯ;д  =  0. 

<авевства,  незаолючающи!  реаЕЩЙ  X,  представлдюгь 
I  тЪла;  ови  внрахаютъ,  что  совокупность  задав&е- 
^  приводиться  Еъ  одной  С11Л11,  аеровндиБуллрно!  ЕЪ 
усть  Р  есть  проакщя  этой  силы  ва  отрицательную 

—  Б00рдиватI1.ел^Ьда  этой  силы  на  плосеости  ХУ; 
.  .\  суть.  реаЕЦ1К  по  оолОхитвльеой  оси  2""*,  то 

ввен1а  получать  слФдуюпий  видъ: 

^а-ь -|-Х„  — Р,       I 

-\Уг-^ -*-КУп=^'    (1в28) 

—  Х,а;д-»- -л-\^х^^Рл.  \ 

?,  кы  не  будекъ  въ  состояши  получить  изъ  атяхъ 
енныхъ  звачешй  для  величинъ  Х,,  X,, . . .  Х^,  пкъ 
щихъ  бол^е  числа  уравнен)й. 
ЮЕность  ножеть  быть  устранена,  если  прихенъ  въ 
дефор1ац1в  нааижаеяаго  т'Ъла  или  плоскости;  длд 
[ъ  р1|П1ен1е  сл1Ьдующаго  вопроса. 
\.  Ш  твердой  горизовтыьвоВ  пдоскостп  стоить  стол, 
рдоП  доски,  опирающейся  на  п  вертвЕиьвнгь  во- 
[;  эти  нохЕи  предполагаются  упругвипн  им'Ъптъ  рая- 
въ  неовиряженЕОнъ  состонн1и.  Предоод&гаегся,  что 
^етъ  вЪса,  такъ  что,  если  бы  на  нее  ие  бшо  ничего 
1Ы1а  бн  горизонтальна  и  кс^Ь  вожаи  анФзп  бы  раввш 

(хевы  грузы,  [(ентръ  давленЕй  которыхъ  Н1|{|егь  ва 
осБости  воордвваты  а  п  р;  сунна  в4совъ  грузовъ 
1е  давлев1я  втихъ  грузовъ,  вожкп  укоротятся,  прпченъ 
рвннтьсл  н  ваазонитьсл  еъ  горизонту,  но  ни  буденъ 
[оск'а  вполне  тверда  н  ве  искривляется  ори  налохе- 
ольЕо  ваклоняетсл  къ  горнзонту,  врвчемъ  вожи,  не 
1,  остаются  вертвкальвыни.    Требуется  узнать  рас- 
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пред%ден1е  давдешй  на  ножки  стола,  предполагая,  что  изв'1стнн  модули 
упругости  н  площади  поперечинхъ  с^&чев1Д  вс^хъ  вохевъ. 

Пусть  0  =  0  есть  уравнение  плоскости  доски  до  наложешя  на  нее 
трузовъ  и  0  =  ахЧ'ЪуЧ'С  *)* — уравнеше  ея  плоскости  при  обремене- 
н1п  стола  грузами;  кодфвщентн  а^Ъ  п  е  нахъ  еще  не  ивв'Ьстнн.  Оэна- 
^имъ  черезъ  Е^  модуль  упругости  г -той  ножки,  черезъ  ш^  —  площадь 
ея  понеречпаго  сЬчешя,  черезъ  Х^  —  величину  вертикальнаго  давлен1Я, 
сжимающаго  эту  ножку,  черезъ  Хф  и  у^ — координаты  сл-^да  ножки  на 
горизонтальной  плоскостп. 

Величина  сжат1я  этой  ножки  ввразится  величиною  ординаты 
а^=аХф^^ЪуфЧ^с;  а  величина  давлея1Я  >^,  производящаго  такое  ежа- 
т1е,  определится  по  изв']^стной  формул'^  для  упругихъ  растяжешй  и 
сжат1й  стержней: 


^<  =  ^(^^4  "*-  ^4  -*-  ^)- 

Подставимъ  эти  ввражен1В  для  >^  въ  равенства  (1028),  получниъ: 


Эти  три  уравнен1Я,  служащ1я  для  определен1Я  коэфищентовъ  а,  6,  с, 
получать  заметное  упрощев1е,  если  за  начало  коордиватъ  возьмемъ 
центръ  инерцзи  системы  матерьяльныхъ  точекъ,  совдадающихъ  со  сле- 
дами ножекъ  на  горизонтальной  плоскости  и  им'1ющихъ  массы  пропор- 
щональныя  величинамъ  д,,  д^,,  .  .  .д^;  кром^  того,  за  оси  координатъ 
^0»  и  У^**^  прпмемъ  главный  оси  иверщи  этой  системы  воображаемыхъ 
точекъ;  тогда  получимъ: 

Подставивъ  эти  величины  въ  выражешя  для  Х^,  Х^)  *  *  ^п*  ^о^У^^мъ 
вполн*!  определенный  значен1я  для  велпчинъ  X;  но  при  этомъ  можетъ 


*)  Положительная  ось  ^овъ  направлена  внизъ. 
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сяингь  координатныхъ  параиетровъ  (си.  фориудн(564)настр.382); 
подставивъ  эти  внрахешя  въ  равенство  (567^  &)  и  приравнявъ  въ 
неиъ  нулю  коафищентн  варьяцШ;  получииъ  условш  равнов'Ьс1Д. 

ПрииФръ  133-й.  Бифиляръ.  Тяжелый  однородный  стержень 
длины  2с  и  в'Ьса  Р  подв'Ьшбнъ  за  концы  В  я  Е  (черт.  1 40)  на 
двухъ  нерастяжимыхъ  нитяхъ  АВ  и  ВЕ  равной  длины  /;  верхше 
концы  этихъ  нитей  прикреплены  къ  точкахъ  А  ж  В^  находящимся 
на  одномъ  гОризонт'Ь  въ  разстоянш  2а  одна  отъ  другой.  Если  къ 
стержню  не  приложено  никакихъ  силъ,  за  исключенхемъ  силы  тяже- 
сти^  тд  онъ  иожетъ  быть  въ  поко']^  въ  горизонтадьномъ  положеши, 
причемъ  нити  натянуты,  середина  С  находится  на  вертикальной  ли- 
н1и  подъ  точкою  О  (серединою  длины  АВ)  и  самъ  стержень  парал- 
леленъ  длин^^  ЛВ.  .  * 

Если  къ  стержню,  крои^^  его  в^са,  приложена  пара  силъ,  дМ- 
ствующая  въ  горизонтальной  плоскости  и  ии'Ьющая  моиентъ  Л,  то 
стержень  будетъ  им'Ьть  иное  иоложеше  равновес1я,  причемъ  точка 
С  будетъ  им^ть  н-Ькоторое  положеше  С^  на  вертикальной  лиши  00, 
а  стержень  будетъ  составлять  некоторый  уголъ  <р  съ  прежнею  вер- 
тикальною  плоскостью  или  съ  дишею  С^К,  параллельною  лин1и  ОА. 
Определить  величину  этого  угла«<р. 

Составимъ  по  формуле  (763)  стр.  544-й  и  589-й  выражеше 
работы,  совершаемой  задаваемыми  силами  при  ничтожно-маломъ  воз- 
можномъ  перемещеши  стержня  ЕВ;  такъ  Ёакъ  зд^сь  главный  век- 
торъ  задаваемыхъ  силъ  равенъ  силе  тяжести  стержня  и  направленъ 
по  оси  ^""^  (внизъ),  а  главный  моментъ  ихъ  вокругъ  О  равенъ  Л  и 
направл<знъ  вверхъ,  то  выражен1е  (763)  будетъ  здесь  иметь  следую- 
пцй  видъ: 

Р&^  С08 {&^,2)  —  Лв  ш  {в,  г) , 

где  е^  есть  возможное  перемещеше  центра  инерцш  стержня,  а  ^  — 
возможное  угловое  перемещеше  стержня;  знакъ  минусъ  поставленъ 
передъ  вторымъ  членомъ  потому,  что  моментъ  Л  направленъ  вверхъ, 
противоположно  положительной  оси  ^' 


^овъ 
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Оси  оординатъ  расподожимъ  такъ:  ОХ  по  1ин1Е  наибодьшаго  на- 
клона внизъ  (черт.  141),  ось  ОУ — горизонтально,  ось  02 — иерпен- 
дикулдрво  въ  навдовной  плоскости,  вверхъ. 

Шаръ  доджей^  постоянно  оставаться  на  наЕлонной  плоскости,  по- 
этому 0^  =12;  прочая  координаты  шара,  именно:  оо^^  у^,  ф,  ж  и  э  мо- 
гутъ  быть  как1Я  угодно. 

Положеше  точки  т  на  поверхности  сферы  выразимъ  въ  сфериче- 
скихъ  коордижатахъ  9  ^  ф)  принимая  за  полярную  ось  —  направлеше, 
проведенное  изъ  С  параллельно  положительной  оси  2^^^  а  за  плоскость 
иерваго  меридхана  —  плоскость  параллельную  плоскости  2Х. 

Составвмъ  теперь  зыражеше  работы  в^са'  шара  при  ничтожно-ма- 
домъ  возможномъ  лерем^щенш  его;  оно  будетъ: 

МдЬx^вт^^, (1029) 

дад^е,  составимъ  выраженге  работы,  совершаемой  приложенными  къ 
точхФ  т  силами  на  протяжен1и  ничтожно-малаго  возможнаго  перем^- 
щешя  этой  точки;  оно  будетъ: 

тд  {8х  8Ш  е7 —  Ь^  сов  ^)  —  ^^т  {хЬх  -+-  уЬу  -ь  гЬг), . .  (1030) 


гд^  Ху  у,  г  суть  координаты  точки  ш,  который  могутъ  быть  выражены 
въ  независимыхъ  координатныхъ  .параметрахъ  х^^  у^,  ф,  ф  сл^дующимъ 
образомъ: 


а;  =  а;^-нД8т9С08ф,  у  =  ^^-1-Л8Шф81П'|, 

;8Г  =  Б-1-Дс08ф, 

Изъ  посл'Ьдннхъ  выражешй  сл']^Хубтъ: 

2  Л  81П  9  {Х^  603  ф  -*-  у^  81П  ф). 


Теперь  надо  взять  сумму  выражен1й  (1029)  и  (1030),  приравнять 
ее  нулю  и  выразить  варьяцхи  Ьх^  5у,  Ье  посредствомъ  независимыхъ 
варья1ай  Ьх^^  Ьу^^  §9,  8ф;  а  именно: ' 

Ьх  81П  ^ Ьг  608  ^  =  Ьх^  8Ш  /  —  В  8111  ф  810  ф  В1П  ^Ь^ 

ф 

-Ь  в  (608  ф  608  ф  8111  ^-Н.81й  ф  608  ^)  8ф 
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•  Въ  этихъ  случаяхъ,  если  всЬ  евязи  удерживающ1я,  то  положе- 
шя  равнов'Ьс1я  системы  су^ь  т'Ь  положешя,  при  которыхъ  полная 
возможная  варьящя  перваго  порядка  о'Гъ  потенщала  равна  нулю. 

Въ  самомъ  д^Ьл'Ь,  въ  этихъ  случаяхъ  равенство  (567,  Ъ)  полу- 
чаетъ  сл%ду1)Щ1й  видъ: 


•  1 


то  ееть: 


827=0, 


(1031) 


гд^  ^есть  потенщалъ  задаваёмыхъ  силъ. 

Бели  выразимъ  декартовы  координаты  системы  функц1ями  неза- 
висииыхъ  координатныхъ  паранетровъ,  всл^Ьдствхе  чего  27  тоже  вы- 
разится функщею  этихъ  параметровъ  Зь  $2'  *  *  -  -  ^Яю  и  примемъ  во 
внимаше,  что  варьяфи  %,  3^2) $«  произвольны,  то  изъ  ра- 
венства (1031)  получимъ  сл4дующ1я  услов1я  равнов1^С1Я  системы: 


дЯ1  "'         дд,  —  Г^ 


дП 


=  0 


(1032) 


Ес^и  в'^которня  пзъ  связей  принадлежатъ  къ  неудержнвающимъ, 
то  положеЕхя  равнов^с1я  системы  суть  ч^  лоюженхя,  при  выход'1^  изъ 
Еоторыхъ  ^27=:  о  для  вс^къ  возножныхъ  варьяц1й,  не  ослабдяющпхъ 
ни  одной  изъ  неудерживающихъ  связей,  и  ^77<^0  для  тавихъ  возмож- 

ныхъ   варьяц1й,  при  ЕОторыхъ  одна  или  н^с&ольбо  неудерживающихъ 

» 

связей  ослаб'!;ваютъ.   . 

Пусть  }е^,  х^, .....  х^  есть  одна  изъ  совокупностей  значешй  ве- 

личинъ  координатныхъ  параметровъ  ^^,  $29 Чн}  обращающая 

полную  варьящю  ЬЛ  ъъ  нуль;  пусть  СГ  есть  значенае,  получаемое 
функщею  Л  при  этихъ  величинахъ  координатныхъ  параметровъ. 

Составимъ  выражен1е  полной  варьящи  втораго  порядка  отъ 
17,  т.  е.: 


к^н 


8«г7=2 


%=1 


а         Х-»    X?     а*17 


2  2 


ддкдду 


7  Ч«г^ 


я  подставинъ  въ  него 

™г„г. г.;  • 

шяхъ  возкожныхъ  вар 

рщатыьный,  то  8Т0  б; 

Лримпчате  1-е. 

сл^Ьдующей  сушы  к  чл 

8'г7=  д,5,'  -ь  е,ч"  ч-  ЯА  ■+• -н  ел (нзз) 

гд*; 

б,=  Е'11,    г,  =  85,-1- [5" «}.-<- -^-щ^»^„ 

"     «Г\  »■ — щг) 


^11  >  ^11>-  ■  ■  ■  означаютъ  зд^сь  чаетныя  пронзводныя  втораго 
оорядм  отъ  ^  ао  координатнынъ  параметранъ. 

Для  'то1'о,  чтобы  Т}^  было  маЕсигумомъ,  надо,  чтобы  ве%  ввлшн 
^1,  $2» ^^^  ^^ли  отрицатольвыя, 

Вримгьчаше  3-е.  Есля  при  й1^=^и  Я.й^^*гу-'Я.н^^к^' 
лкчива  П^  есть  наЕсимунъ  сплошвой  фунЕщи  11,  то,  прв  3,^^X24-0,. 

д^  =  х^-ч-ад Зи^х^ч-а^,  гд*  а,,  ец,  .  .  .  суть  безвонеч- 

во-малыя  величивы  перваго  порядка,  зцачен1е  фунЕЦ1и  Л  будеть  не- 
н'Ье  величивы  Л^  ва  безвонечно-налую  величину  втораго  порядЕса. 

Обратно,  т^  значев1я  коордиватныхъ  паранетровъ,  при  еото- 
рыхъ  ТТ  иев'Ье  Х1^  ва  безконечно-иалую'  величину  втораго  поряди, 
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разнятея  отъ  величин  х^,  х^,  ,  .  «  х„  безконечно-иалнии  величввани 
перваго  порядка;  это  слФдуеть  изъ  того,  что  величины  е^  в,,  .  .  .  , 
закдючаюпцяея  въ  внражеши  (1033),  суть  линейяня  однородння 
фунвцш  приращешй  Ьд^^  Ьд^,  .  •  .   З^м- 

Можно  доказать,  что  т'Ь  полохешя  системы,  при  которыхъ  17 
инЪетъ  иаксимуиъ,  суть  полооюенЫ  устойчмаю  равновгьш.  Пред- 
варительно слЪдуетъ  сказать,  какимъ  образонъ  судятъ  объ  устойчи- 
вости или  неустойчивости  положенШ  равнов'Ьс1я. 

Суждеше  объ  этомъ  составляется  по  характеру  движешя,  полу- 
чаемаго  системою  посл'Ь  незначительнаго  отклонешя  ея  изъ  положе- 
шя  равнов'Ьс1я  и  посл'Ь  сообщен1я  иичтожныхъ  скоростей  ея  точкамъ; 
если,  при  всякихъ  ничтожно-малыхъ  отклонешяхъ  и  скоростяхъ, 
движешь  получаетъ  характеръ  ничтожно-малыхъ  колебашй  около 
положешя  равнов'Ьс1я,  то  последнее  —  устойчиво.  Если  же,  даже  не 
при  вс^Ьхъ,  а  только  при  н^Ькоторыхъ  начальныхъ  ничтожно-малыхъ 
отклонешяхъ  или  скоростяхъ,  система  все  бол'Ье  и  бол1ке  отклоняется 
отъ  положешя  равнов'Ьс1я,  то  последнее  —  неустойчиво. 

Согласно  съ  зтимъ,  для  изсл'Ьдовашя  устойчивости  положешя 

д^  =  х^,   дгд  =  х„ 2н  ==  ^«>  надо  дать  точкамъ  системы  ка- 

к1я  либо  безконечно-малыя  начальныя  отклонен1я  и  сообщить  имъ 
безконечно-малыя  начальныя  скорости;  если  уб'Ьдимся,  что,  при  по- 
лученномъ  всл^Ьдств1е  этого  движеши,  отклонешя  системы  отъ  поло- 
жешя равнов'Ьс1Я  не  превзойдутъ  н^которыхъ  безконечно-малыхъ 
пред'Ьловъ,  то  должны  будемъ  заключить,  что  положеше  равнов'Ь- 
С1Я  —  устойчиво. 

Пусть  Т^  есть  начальная  живая  сила,  Л^ — начальная  вели- 
чина функцш  ?7;  Т^  и  (17^ —  17^)  суть  безконечно-малыя  положитель- 
ный величины  втораго  по|шдка,  такъ  что  сумма  ихъ,  которую  мы  оз- 
начимъ  черезъ  р^,  есть  тоже  безкояечно-малая  величина  втораго  по- 
рядка малости;  отсюда: 

Движешя  системы  должны  удовлетворять  >закону  живой  силы: 

50 
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ПримАръ  137-й.  Стержень  АСА^А^В  в4саР(центръ  тяжести  его — 
въ  то^к*]^  С)  олЕрается  концоиъ  А  на  горизонтальную  плоскость,  а  бо- 
ковою поверхностью,  на  неподвижниб  горизонтальный^  болтъ  А^^  пер- 
пендикулярный къ  длнн^  стержня;  другнмъ  такнмъ  же  болтоиъ  А^ 
стержень  пр11держивается  сверху  (сн.  ^ерт.  144).  Определить  давлешя 
Д  В^  и  В^  стержня  на  плоскость,  на  болтъ  А^  и  на  болтъ  А^, 

Означимъ  черезъ  А,  >^  и  ^^  реакц1и  плоскости,  болта  А^  и  болта 
А^;  составинъ  три  уравнен1Я'равновес1я  силъ  и  реакщй,  прнложеиныхъ 
къ  стержню,  причеиъ  за  центръ  иоментовъ  прнмемъ  точку  А: 

А  8т а  =  Рзш а,  А  соз а  —  Рсоз а  н-  Х^  —  Х1  =  О, 


АСРш  а  н-  Х^  АА^  —  \  АА^  =  0. 

Отсюда: 

2)  =  А  =  Р,  В^=В^=  \  =  Х2=  =  Рсоз  а. 

11рии'!^ръ  138-й.  Стержень  АВ  (черт.  145),  неии^ющхй'в'Ьса,  опи- 
рается концомъ  А  цъ  неподвижную  точку  опоры  и  поддерживается  въ 
горизонтальнонъ  положен1и  концомъ  В  другаго  стержня,  опирающагося 
концомъ  С  въ  неподвижную  точку.  Точки  А  я* С  находятся  на  одной 
вертикальной  линш  и  конецъ  В  стержня  СВ  опирается  въ  опред']&лен- 
ную  точку  стержня  АВ  и  не  иожетъ  скользить  вдоль  по  длин^  посл^д- 
няго.  Къ  концу  В  стержня  АВ  прив']^шенъ  грузъ  ^\  опред'Ълить  вели- 
чины и  направлен!я  давлен1й:  стержня  В  А  на  точку  А^  стержня  ВС 
на  точку  С  и  того  же  стержня  на  точку  В  стержня  АВ. 

4 

Вместо  давлен1Й  мы  опред']Ьлимъ  величины  и  направлен1я  равныхъ 

н  противоположныхъ  имъ  реакщй.  Пусть  X.  озвачаетъ  величину  и  на- 

♦ 

правлев1е  реакщи  точки  опоры  конца  А^  \  —  реакцио  точки  опоры 
конца  С,  А  —  величину  и  направлен1е  реакцш  конца  В  стержня  СВ; 
со  стороны  стержня  АВ  на  конецъ  В  стержня  СВ  д^йствуетъ  реак- 
ц1я  равная  и  противоположная  реакщи  А. 

Составивъ  уравнешя  равнов']^с1я  стержня  СД  мы  найдемъ,  что  Х, 
направлено  но  СД  А  —  по  продолженш  СВ  и  что  А  =  Хд. 

Соетавимъ  уравнешя  равнов']^с1я  стержня  АВ: 

Асозан-Х^созСХ!,  Х)  =  0,  Азша=  ^-+-Х18ш(Х1,  30> 


д.АВ  =  ААВ^та. 
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и^ръ  139-й.  Найтв  по. 
[  (в'Ьоъ  Р,  д]нва  22), 
цаюся  концоиъ  А  въ 
та  О  въ  разстоаЕ1Е  Ь; 
ть  к  есть  длина  нитв, 
9  уго1ъ  ХОВ. 
внц1ахъ  СЕ1Ъ,  д1бствук 

/"=  — р(г8ш^— ь 


ода  оказывается,   что   по1оген1е  равнов^с1я  будетъ  прв  уггЪ  6. 
ь  котораго  равевъ: 

втохъ  уи^Ь: 

ьт=  Ы{Р-1-  2^){ЬО)^втО■, 

?]>  0;  сл^доватехьЕО,  11оложен1е  неустойчивое. 
1Г<Ёръ  140-&.  Такедый  стержень  АВ  (длина  о,  в-Ёсъ  Р,  раэето«- 
;ра  ннерщн  С  отъ  конца  В  равно  с)  опирается  ковцокъ  Л  и 
ую  плоскость  ВЕ  (черт.  147),  составляющую  уголь  ^  сь  горл- 
;  къ  другоиу  концу  .Б  втого  стержня  прикр^пленъ  конецъ  глб- 
астяхихой  нити  длины  2,  перекинутой  череаъ  весьма  халнй  ае- 
[ый  блоБЪ  О  н  лоддеранвающей  грузъ  ^^,  раастоян1е  ОК  юо- 
>гь  блока  равно  А.  Найти  11одохев1е  раввов1|С1я  н  узнать,  уетсЛ- 
ОВО,  Н1В  н^тъ. 


р 
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Означимъ  черезъ  Ь  длну  ОБ,  черезъ  0  —  уголь  КАВ^  черезъ  ^  — 
уго1Ъ,  соотаЕ1яе]шй  направдешемъ  ВО  съ  надравленхемъ  2)Д  прииёиъ 
точку  О  за  начало  коордиватъ  н  направимъ  ось  У^"*  вертикально  вннзъ. 

Составимъ  внражете  потенц1ала  17: 

^=^{^—Ъ)ч-Р{Ьзт{^-^(^)'^свт{^ч-6)). 


Зд^сь  вxо^ятъ  три  перем^нння  величины  &,  9»  .0)  между  которыми 
существуетъ  сл^^дующая  зависимость: 

таБъ  какъ  сумма  продший  длвнъ  ОБ  и  Б  А  на  наиравлешеОЛГравнаА. 
.    Отсюда  сл^дуетъ,  что  между  варьящями  ^,  ^^  и  $0  существуетъ 
такая  зависимость: 


Мф^^Зф  -н  86  8Ш  <р  -ь  аЭ^соз  6^  =  О 


(1031) 


Составимъ  выражеи1е  Ы7  я  исключимъ  изъ  него  ^^  °Р^  помощи  ра- 
яеиства  (1034);  получимъ: 

8?7со8  9  =  (Рзш  7" —  ^  С08  <р)  ЬЪ  -*- 
•+■  Р(с  сов  9  соз  {^-*-  в)  —  о  С08  б'  С08  {I  ■+-  9))  8<9 . . .  (1035) 

Првравнявъ  ^{7  нулю  и  ин^  въ  виду,  что  Ъ  и  в  суть  перем'Ьнныя 
яезависимы'я,  получимъ  следующее  р^шен1е: 


СОЗ 


9  =  -|8ш/,%^  =  -^*г9-(|-— 1)со%^..  (1036) 


Для  получев1Я  выражешя  $*ГГ  возьмемъ  варьяц1Ю  отъ  равенства 
(1035),  причемъ  примемъ  во  вниман1е,  что  при  положенш  равнов^&С1Я 
$17=:;0.  Вторую  часть  составленнаго  выражешя  можно  преобразовать 
при  помощи  равенствъ  (1036),  такъ  что  получимъ: 

«9  Т7       ^  Т)    *       т  I  (^Ь  8111  ф  •+-  да  а  сов  О)  ^  ^  С08  9    /«/1\9\  . 

ааг7со89  =  Рвт ^(^ 2__ Ч^  _  с  ^  (Щу 

исключивъ  отсюда  %  при  помощи  равенства  (1034),  получимъ: 

й»СГ=-(г(Ь(89)':+-с^(8<?)«). 

Изъ  этого  выражев1я  видно,  что  найденное  положев1е  устойчиво. 


Е 
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)ъ  141-й,  Въ  систем!)  предыдущего  првм^рв  првдвиокш 
,В1в  СИ1Ы  тревкЯ  нео];  хоецомъ  А  стержня  в  1иосвосп» 
:ь  тотъ  мучаК,  когда  лоиЪдняя  горнвонталъна.  Опред^ть 
шия  подохев1Я  раввов'Ьс!я  стержвл  въ  пюокостн  ХУ  (черт. 
амагая,  что  Н  бол^е  а  н  что  Р  больше  ^. 
къ  черезъ  X  реакщю  пдосвости  ^Е,  пршохввную  еъ  конц; 
1еви,  врвюхенная  къ  тому  хе  концу,  навравлева  ввраиепю 
■ноК  И2Н  отрнцателаой  осв  Х***  в  равна  Хх,  гд1  х  есть  <и- 
овфишентъ,  заЕ1ЮчаюшДВся    между    вудекъ  и  вавбопшт 

ФНЪ   к^   1реВ1В  ПрВ  С0СТ0ВВ1н  ВОЕОЛ. 

[1Ю  СВ1Ы  трен1я  на  ось  Х°**  мы  выраэвмъ  такъ:  (±Хх)= 
Хк  дерхв1й  звавь  отвооится  къ  тону  случаю,  когда  свла  тре- 
юдьна  водохнтельноВ  осв  Х°**,  а  внжвШ  —  въ  тому,  юш 
арадладьва  отрицательной  осв  X™*. 

Внъ  ураввев1я  раввов^сй  овлъ  в  реавц1В  врвложеввыхъ  а 
момевты  —  вокрутъ  вовца  А). 

^Ш^^±^к^ё&^0,   Р— ^ВШф  — Х  =  0, 

Р(о  —  с)маО  =  0а  810  (ф  —  О). 

чявъ  >  взъ  первнхъ  двухъ  ураввев1б,  волучвмъ  ус10в1е  р&1- 
првдЪлающее  уголъ  ф: 

@со8(ф±с)  =  ::рР81пе; 

ваъ  третьяго  ураввев1я  получвнъ: 

г  ножетъ  вм^ть  всяв!я  значев1л  отъ  нуля  до  угла  трешя  ^ 
275),  поэтому  снстема  кожетъ  им^ть  бевщсдеввое  миожестк 

раввов^с1я. 

отримъ  втв  цолохев1л;  вачвемъ  съ  того  оолохен1я,  врв  юто- 
:чвнв  свлы  трев1я  равва  нулю,  т.е.  е  =  0;  тогда  9  ^^  7 
^ ,  т.  е.  стержень  в  нить  ВО  вертввальвн  (черт.  149,  по1&- 
В,).  Если  даднмъ  упу  е  какое  либо  значев1е  меньшее  ^,  ■ 
угла,  овнусъ  котораго  равенъ  отношев1ю   @  къ  Р,  ю  можеп 

два   поюхени  раввовгЬси,  врн  которыкъ  коэфвц1ентъ  сив 
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треаи  равевъ  тангенс;  выбравнаго  упл;  въ  однонъ  нзъ  атшсъ  О01оже 
п1й  енла  трвн1а  лараиельва  отрвцательноЗ  осв  Х'"  и  уголъ  «р  нек$1 
иршиго,  а  въ  другонъ  —  свла  трен1я  нараииьна  поюжнтельноВ  ос] 
X"'^  И  угомъ  (р  бол^е  прлхаго.  Для.  перваго  похохвн1а  {А^В^  на  чер1 
ЫЙ);"!!  7  в  0  выражаются  такъ: 

Ссо8(9  —  б)  =  Ряпе,  а1§^=с1§:9'  —  (**  —  с)сй\^1, 
'  для  втораго  полохен1л  {Л^В^  на.  черт.  149)  —  такъ:  ' 

^а>8{^^-^-в,)= — Рашб,  0%^  ==*'%?"*-(" — с)соХ§в. 

Пред{|лахн  этихъ  двухъ  рядовъ  до20жвн1б  иукатъ  т%  водохенй 
при  Боторвхъ  е=:Е(,  если  вш  Ё,  иен^е  отнощешя  ^  къ  Р;  есхв  бш  е 
бох^е  этого  отношен1л,  то  аред'Ьлаив  долохенШ  равнов^&С1я  служат' 
положеи1Я    соотвЪтствуюпцв    току    упу    Е,    синусь   Еотораго   ранена 

Прни^ръ  142-Д.  Тяжмаб  стержень  АВ  опирается  бонцонъ  А  «. 
веподввжную  точку,  а  концонъ  В  вл  непадвую  вертиБМЬвую  С1^а) 
Определить  ва10жев1я  равнов^1Я  стержня  (черт.  150). 

Онустннъ  ивъ  точки  А  перпендчкуляръ  на  тосвость  сгЬеы;  осво 
аав1е  втого  пврвендвкуляра  прниеиъ  ва  начало  воординатъ,  направле 
В1е  ОА  —  за  положительную  ось  У^;  за  ось  Х"**  вовьневъ  горнаон 
тельное  ва11равлен1е  въ  плоскости  ст^вы. 

Озвачнкъ  черезъ  «  велвчину  ностояннаго  угла  ОАВ  и  череаъ  I 
уголь,  составляемый  направлен1енъ  ОВ  съ  осью  Х"*^;  пусть  а  ест 
длява  стержня,  с  —  ра9стояя!е  центра  инерц1п  его  Отъ  конца  В. 

Услов1е  раввовЬс1я  получшгъ,  составивъ  уравава1е  ноиентовъ  во 
вругь  вертнкальвоВ  оси,  проведеввой  черезъ  точку  А: 

Ха  С08  6*  8Ш  а  =  Хо  !;§  5  С08  а  вш  (У. 

Полохешб  равнов^Ьс1я  безчнслевное  нножество,  такъ  какъ  &  пожег 
И1г(ть  всякое  звачен1е,  заключающееся  въ  цред'^Ёлахъ  ( —  е,)  н  (г4-  е,). 

11рв1гЬръ  143-в.  НерастлжакаЛ  пвть  длены  I,  прнкрЪплева  однпн' 
концоиъ  къ  веподввжноб  точкЪ  О,  а  другинъ  —  къ  концу  В  тяжелаг 
одвороднаго  стержня  длины  2а  и  вЪса  Р;  этотъ  стержень  другню.  ков 
цонъ  А  (черт,  151)  упирается  въ  вертикальную  шероховатую  плос 
кость,  заключающую  въ  себе  точку  О, 

Определять  ВСЁ  возможная  полохеви  равЕовесЫ  стержня. 
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Б7  о  возьхвкъ  за  начало  координатъ,  плоскость  —  ая  посметь 
.  2  направвнъ  вертиЕально  вннзъ. 

овенъ:  череэъ  Л  —  реакц1ю  нвтк,  ваправюввую  вдоль  по  не!, 
I  — реавщю  плооЕОств,  череаъ  х^С^е  велвчвву  жоэфшпенп 
червэъ  •(  —  уголъ,  составляекнй  навравлеа1е11Ъ  свлн  треви  п 
■"  (считая  втотъ  уголъ  отъ  оси  2""*  въ  оторову  оси  У^^'^). 
ЛЕде  всего  холжво  заметать,  что  въ  положввш  равнов^сш  но- 
;влы  твхеств  вокругъ  лнв1в  О  А  долхевъ  быть  нуль;  вэъ  этого 
ъ,  что  лввЫ  ОЛ  долхва  быть  вертивальна,  т.  е.  точка  А  должва 
ъея  ва  оса  2"*. 

ачямъ  череэъ  >^  а  Н  углы  20В  в  2АВ  в  черезъ  ф  упиъ,  со- 
иыА  плоскостью  ВОЛ  съ  плоскостью  Х2.  Между  утлани  ^  в  б 
мшемъ  ОА=г  существуетъ  ваввсиыость: 

гмп7  =  2ввш(У,  г  =  ге(Ш!р — 2йео8^. 

г&винъ  ураввен1я  раввовЪС!»  стержвя: 

Р-*- Хх  С08  ^  =  А  С08  ^ , 

Дя  вт  ^  81П  ф  —  X  и  г  81П  у  ^  О , 

\Я  —  Ро  31П  ^  С08  ф  ^  0. 
этвхъ  ураввевЮ  п01учВ11'ь: 


ХВ1Й   звавъ  соотв'Ьтствуетъ   тЬжъ  случавнъ,   когда  напрввлеше 
ешя  сосгавляетъ  острый  уголь  съ  осью  2™^. 
лючввъ   ивъ   травнешй  величины  X,  Л,  у  в  «,  а  тщхе  в  упмь 
[ииъ  следующее  ураБнвв]е: 

(1 6а«  —  4г»  — ;» (1в"  е  С08»  ф  —  зшЧ))  *в^  ?  =ь 


=ь  2Р  %  ?  У^е' е  С08' ф  —  81П> -+- 1  ба"  —  Р  =  О, 
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И8ъ  котораго  вайдемъ,  вообще  говоря,  по  четыре  поюжешя  равновФшг 
Д1Я  каамаго  е  и  Д1д  валсдаго  ф  не  бо1ъшато  е. 

Прим-^ръ  144-й.  Опред^ить  поюхенхе  равновФс1Я  тяжелаго  тладкаго 
стержня  ЛВ  (черт.  152-й)  (длина  а,  ра8стоян1в  ЛС  равно  с,  в^съ— - 
Р),  упирающагося  ковцонъ  А  въ  поверхность  гладкой  полусферн  (ра- 
Д17съ  Я)  и  опирающагося  на  врай  ея  2). 

ПризгЬннмъ  зд-Ьсь  пр1емъ  р-Ьшевая,  приведенный  въ  §  162  на  прн- 
]1^р&  125-иъ. 

При  положеши  равнов']^с1я  направлеше  АО  реакщи  сферы  и  на- 
правлеше  ВЖ  реакщи  драя  2)  должны  пересечься  въ  точкЬ  Nу  нахо- 
дящейся ва  одной  вертикальной  лянш  съ  центроиъ  инерщи  С  стержня; 
направлев1е  ^N  нрохоХитъ  черезъ  центръ  сферы  О,  навравлеше  ^N 
дерпенднкулярно  въ  длин*]^  стержня. 

Озвачимъ  черезъ  6  уголъ,  составляемый  стеряшемъ  съ  горизонтонъ; 
тавъ  вакъ  01^  вертикально ,  то   нетрудно  удостовериться,  что  уголъ 

СNВ  равенъ  9,  а  уголъ  СNА  равенъ  -^  —  29;  дал4е: 
отсюда: 


соз 


^         ВЕ—  У  \8В)    ^^   2 


Прим^ръ  145-й.  Тяжелый  стержень  находится  въ  вертикальной  пло- 
скости, опираясь  концомъ  А  на  горизонтальную,  а  концомъ  В  на  вер- 
тикальную плоскость;  обе  послед Н1Я  плоскости  шероховаты.  Определить 
положения  равновес1я  стержня  (черт.  153-й). 

Бъ  концу  А  стержня  приложена  реакц1я  ^^  горизонтальной  плоско- 
сти и  сила  трешя  Х1Х  =  Х^1;б&,  где  б  означаетъ  уголъ,  составляемый 
навравлешемъ  равнодействующей  В^  этихъ  двухъ  силъ  съ  направлешемъ 
реакщи  Х^;  къ  концу  В  приложена  равнодействующая  22,  изъ  реацдгп 
>.2  вертикальной  плоскости  и  силы  трешя  \7(!  =2\Ь^&\  где  е'  озна- 
чаетъ згг<>''Ь)  составляемый  направлев1емъ  В^  съ  направлешемъ  Х^;  ус- 
ловимся считать  уголъ  е  положительнымъ,  если  направлеше  В^  состав- 
ляетъ  острый  уголъ  съ  отрицательною  осью  Х^^у  а  уголъ  &'  будемъ 
считать  положительнымъ  въ  техъ  случаяхъ,  когда  направлеше  В^  со- 
ставляетъ  острый  уголъ  съ  положительною  осью  У<^. 
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Реакцхи  поверхности,  придоженныл  бъ  вершинамъ  треугодьниЕа,  аа- 
правюнн  по  рад1усаиъ  *  сферы;  следовательно,  когда  треугодьвикъ  на- 
ходится въ  пояоженш  равнов']&с1я,  тогда  центръ  тяжести  его  С  (черт. 
154)  долженъ  находиться  на  одной  вертикальной  лиши  съ  центроиъ 
сферы.  Броне  того,  можеиъ  б1це  зан^тить  следующее:  такъ  канъ  дв^ 
стороны  треугольника  ин^ють  равння  длины,  то,  при  нодожен1и  равно- 
весия, третья  сторона  АА'  должна  быть  горизонтальна. 

Представинъ  себе  кругъ  АЮА^В^  описанный  черезъ  вершины  тре- 
угольника  и  проведемъ  Д1аметръ  этого  круга  черезъ  точку  В,  Означнмъ 
черезъ  б  уголь,  составляемый  плоскостью  этого  круга  съ  горизонтоиъ. 

Обратииъ  вниман1е  на  прямоугольный  треугольникъ  СОЕ^  где  Е 
центръ  круга  АПА^В.  Уголъ  СОЕ  очевидно  равенъ  б,  сторона  ОЕ 
равна  корню  нзъ  В^  —  &*,  где  Ь  есть  рад1усъ  вышесказаннаго  круга, 

сторона  СЕ  равна  (СВ  —  ЕВ);  прптомъ: 


*      ,    _     _.  ,«..4  77^  2 


ЕВ=Ь=  ^,(см.  черт.  155);       СВ  =  ^Ь\ 


поэтому: 


3  У4Л*  Е*  —  а* 


Првмеръ  147-й.  Равнобедренный  прямоугольный  однородный  тяже- 
лый треугольникъ  АВВ^  (черт.  156)  опирается  на  два  болта  К  и  К^^ 
находящ1еся  на  одномъ  уровне;  высота  треугольника  %,  разстояше  КК1 
равно  2п.  Определить  положенхя  равновеЫя  треугольника,  когда  овъ  въ 
вертикальной  плоскости. 

Середину  О  разстояшя  ЕЖ^  примемъ  за  начало  координатъ,  ось 
уо»  направимъ  вертикально  внизъ;  черезъ  6  означимъ  уголъ,  состав- 
ляемы! направлен1емъ  АС  съ  вертикальною  лин1ею. 

Потенщадъ  силы  тяжести  въ  этомъ  случае  равенъ  Ру^;  ординату 
центра  инерщи  С  надо  выразить  функщею  угла  6. 

Разность  ординатъ  точекъ  А  я  О  равна  -^  Л  сое  6 ;  ордината  точки 

А  равна  О  А,  умноженной  на  синусъ  угла  ВО  А]  такъ  какъ  треуголь- 
никъ КАК^  —  прямоугольный,  то  О  А  равна  ОК,  т.  е.  п,  и  уголъ  1)0 А 
вдвое  более  угла  ВКА,  т.  е.  (-7-  —  6);  поэтому: 

ГГ  =  Р  (П  С08  2^  —  1-й С08  ^), 


"  '||Р'-  I 
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Р(-|4з1а  в  —  2и  8т.2й)8«, 
р(|- »  юв  й  —  411  еов  2»)(8в)'. 

1Н1Й  ВИДЕО,  ЭТО  ес1в  А  нон^е  6п,  то  треуголит 

:  равнов^си!: 

9  =  0,  тавъ  Евкъ  ори  венъ 

;  в=:-не„  9=  —  в„  гд*  6псозе,=Л,  таи 
ЛВ1яхъ: 

'=1«^(  1-е) '**>'■ 

!п,  ТО  вознохно  тожько  Егервое  поюжвте  р&вно- 

[еустоВчиво. 

1а  два  болта  К  а  К^,  распоюхевнве  какъ  укв- 

.  прим'Ьр^,  опирается  тлхеяыД  однородннК  двеп 

,   остаюпцВся  востолвно  въ  ввр1аЕаЛ|В0&  иоско- 

инн  полуосей  элляпса  а  лЬ.   Оар^г^кхжп  аоложе- 

озаать  вхъ  усто&чввость. 

№СЕа  иохеп  бнть  вырахевг  такъ: 

авлаеннй  ваправлевЕвнъ  СО  сь  горвзонт&льншгь 
I.  черт.  167), 

I  |р  внразомъ  въ  Д1пн1>  а  аолу^аиетрв  СЗ,  па- 
X, ;  озвачниъ  черезъ  ^  длнву  лолудЕаметра  (ТУ, 
рд^;  вакъ  известно,  во  свовотванъ  эллипса: 

-»-  ^  =  1 ,  Т1  аЬ  =  тс  «Р  81П  ф. 
в..и(и:а). 


Овначииъ  черезъ  О  уголь  ВС72|,  гд'Ь  СХ^  есть  яаЕбольш1&  поху* 
Д1аметръ  а;  такъ  кавъ: 

1    _^  С08^  в  81П*  в 

то: 

«8«1*  -+-  (8и)«  =  п*  (-^  —  ^)  С08  26  {Ьв)\ 

Прнравнавъ  $17  нулю,  получимъ  три  положешд  равнов']Ьс1я;  пер- 
вое: 6  =  0,  второе:  6=  д-,  третье:  2и'  =  1.  Разсмотримъ  устойчи- 
вость дтихъ  пологен1й. 


\)в  =  0,  л  — а. 


аЬ 


У СГ.У1  _  «1^2  ^  _  р  ^  (1  _  2и,^)  8^, 

гхЬ  и^а  =  п;  если  п  иен'Ье  а,  д&геннаго  на  квадратный  корень  изъ 
двухъ,  то  дто  положеше  устойтаво. 


«гр-.  VI  _  «3^  =  —  Р^(1  —  2Ма«) 


а^м 


=-ьп(-^-^)(«^)^ 


гд^  и^к^=^п]  если  п  бод^^е  &,  д^леннаго  на  квадратный  корень  нзъ  двухъ, 
то  8то  положеше  устойчиво. 

3)2^=1,  а  =  пУ27 


• 
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Когда  три  Ш1жн!е  шара  соприкасаются  иежку  собою,  тотда  синусъ 
утда  9  в  я  В1г1ютъ  сгЬяуп1ц\я  значен1я:  , 

гУЪ  ат  9,  =  2г  =  (Д  -н  г)  УЬш  ф, , 

^»^=:^С08(р^  — (Б И- г) С08 ф,. 

Меньше  этой  величины  «р^  уголъ  ^  быть  не  хожетъ;  0  иожетъ  бнть 
мен'Ье  ^^у  но  для  этого  нужно,  чтобы  шаръ  С  отд'кхился  отъ  нижвихъ 
шаровъ. 

'  При  и!  большеиъ  ^ег^,  разстояшя  >  богЬе  2г,  притоиъ  7гхы'<р  и  ф  и 
разстоян1е' ;?  могутъ  быть  выражены  функцвяки  отъ  и  сл^дующниъ 
образомъ: 

гУЗ'зш  9  =  (Д  ч- г)  У3"зш  ф  =  и, 

^  =  г  С08  9  —  (В  -♦-  г)  С08  ф. 
Потенщалъ  СИ1Ъ  тяжести  выразится  такъ: 

Для  и  бо1ьшихъ  2г  первая  и  вторая  варья1ци  отъ  П  иогутъ  быть 
выражены  такъ: 

8г7=^  г ,_  Л —  -^^1=1!^, (1038) 

и8(Б-ьг)»-и2)?  (ЗР-1*«)У  ^     ^ 

Для  и  равнаго  2г  и  для  положительныхъ  $^е^,  варьяцвя^ЕГвыраяшется 
тою  же  формулою  (1038),  но  вместо  и  надо  подставить  2г  и  притоиъ 
должно  нм^ть  въ  виду,  что  ^^0;  составится  следующее  выражеше: 

^Р-Г  ^      •     -  4?^^1  ?^;  Ьи>0. 

Въ  тоиъ  же  положеши,  для  отрицательныхъ  $я,  варьящя  В 17  будетъ 
следующая: 


Полохен1е  <  =  ^,  будетъ  воюхепенъ  рввнов11С1я,  если  ^([^будеп 
отрвцатмьвою,  подобно  2,17;  хда  этого  аеобходвмо,  чтоби  бядо:    • 

(Зр  -ь  р)  >  ргт (1)31) 

гд%/(и)  есть  обозкачен1е  с11дующе&  фунжцаи  отъ  и: 

Отнрсительво  этов  функции  сл^дуетъ  заметить,  что  она  возрастаем 
зъ  уведнчен1внъ  и,  потому  что  I  бол^е  (Л-ы);  лоэтону,  для  п'^^г. 

Аи)>«2г)>«0); 

1ри  и=:УЗ  (Л-нг)  фуввща/  обращается  въ  ее. 

Есдн  условие  (1039)  удовдетворено,  т.  е.,  есди  в1съ  Р  вершго 
шара  невФе  Зр :  (/  (2г)  —  1),  то  существуетъ  еще  одво  полокете  рк- 
]ов1о1я  при  тавомъ  Нд,  которое  удовдетворлетъ  равенству: 

(Зг>-ьР)  =  р/-М, 

ютоиу  что  ври  атонъ  к  вь1ражев1е  (1038)  обращается  въ  вудь;  одна», 
)то  подохен1в  веустобчнвое,  кавъ  въ  втоиъ  ветрудно  уб^Хвтьса. 

ПрниФръ  15)-Й.  11одожен1Я  раввов'^С1а  тяхелсй  твердоВ  оболочи. 
шлющей  видъ  сферическаго  сег|(еита  в  тяжелаго  стержва,  упнравщк- 
оса  ОДЕЕКЪ  ковцоиъ  А  во  внутреввпю  поверхвость  еа;  сепсевть  де- 
Ентъ  на  горвзонтальной  плоскостп.  Принять  въ  разсчетъ  трете  ковца 
4  о  поверхность  ободочки  н  бововоВ  поверхносгв  стерхвя  о  кр&В  Ь 
си.  черт.  160). 

Для  того,  чтобы  стержень  ЛОВ  находился  въ  положети  равиов1- 
Ля  подъ  вл1яв1енъ  придожевнкхъ  къ  вену  сндъ  Л,  в  Л^  в  в^ка,  яеоб- 
[однно,  чгобн  точка  N  перес4чеа1Я  ваправлешВ  сядь  Л,  и  В,  прио- 
(вдась  на  одной  вертнЕальной  лвн1и  съ  цевтронъ  вверщя   О,  стержи- 

Для  того,  чтоби  вся  спстена  находилась  въ  равнов1сш  подъ  вли- 
иеиъ  в^са  ея  н  реаЕЦ1н  пдосвостн  въ  точв^  опорн  Н,  необходнжо, 
[тоба  обпий  центръ  С^  инерцш  оболочвп  н  стерашя  находился  ял  вер- 
нвальной  днн1н  ОН. 

Выразввъ  эти  два  7С10е1а  форкуланп,  подучииъ  услов1я  равнов^си 
«стена. 
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Пусть  ОС.М  есть  ось  сииметрш  сегмента,  С,  —  его  центръ  инер- 
Ц1И,  р  —  уголь  МОВ  и  (р  —  уголъ,  составляемый  осью  симиетр1и  ОС^М 
съ  вертикальною  лишею  ОН  при  положенш  равнов'1с1я  системы. 

Пусть  а  есть  разстояше  центра  инерцш  С^  стержня  отъ  конца  А^ 
Е — середина  длины  АВ^  6 — уголъ,  составляемый  направлешемъ  ОЕ 
съ  вертикальною  лин1ею  ОН  (это-же  есть  уголъ  наклонен1я  стержня  къ 
горизонту),  г  и  е'  —  углы,  составляемые  направленхями  силъ  К^  и  И^ 
съ  нормалями  АОи  1)п\  Р^  и  Р^  в'Ьса  сегмента  и  стержня. 

Быразимъ,  что  точки  N  е  С^  находятся  на  одной  вертикальной  ли- 
нш:  для  этого,  написавъ  сл'6дующ1я  равенства: 

ЛС1  вш  (ЛКС^) .     лЬ  8111  (ЛКЬ) 

выразнмъ  заключающ1еся  зд'^сь  углы  въ  углахъ  ^,  ^,  6,  &,  б',  принимая 
въ  разсчетъ,  что  N0^  вертикально: 

АNС^  =  §ч-г  —  ц>  —  2I9,  ^12У1>  =  р -н  6  н- е' —  9  —  ^. 

Зат-^Ьмъ  исключимъ  изъ  этихъ  двухъ  равенствъ  АN  и  выразимъ  АО 
такимъ  образомъ: 


тогда  получииъ  услов1е  равнов'Ьс]я  стержня: 

а  С08  ^  81П  (р  н-  6  -♦-  б'  —  9  —  0)  = 
=  21гсо8б'81пф  — 9  — ^)8шф-#-е  — 9— 2^). 

Дал^е,  чтобы  выразить,  что   точка   С^   находится  на  вертикальной 
лиши  ОН,  наиишемъ  сл-]&дующее  равенство: 


Р,.0С^Ш(^  =  Р^{атв—'Ввт(^  —  (р  —  2в)); 


это  будетъ  второе  услов1е  равнов'1с1я. 
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11рпи']^ръ  153-н.  Однородный  тяжелый  стержень  (длина  2а,  В'Ьсъ  Т) 
пом'Ьщенъ  въ  горизонтальномъ  положенш  внутри  шероховатой  сферы 
рад1уса  М'у  определить  самое  высоЕое  горизонтальное  полоа^еше  его, 
принимая  въ  разсчетъ  треше  между  сферою  и  концами  стержня. 

Возьмемъ  самое  нижнее  горизонтальное  положеше  равнов']^с]я  стер- 
жня (черт.  162);  въ  этомъ  ноложен1и  стержень  АВ  опирается  своими 
Бондами  на  сферу  въ  точБахъ  ея  большего  вертикальнаго  круга.  Силы 
2!  и  22',  приложенныя  къ  концамъ  стержня  и  образующхяся  изъ  реав- 
ц1й  поверхности  п  трен1я,  должны  заключаться  въ  плоскости  этого  крута 
и  направлешя  ихъ  должны  перес']^чься  въ  какой  либо  точк*]^  ^^^  верти- 
кальной ЛИН1И,  проходящей  черезъ  центръ  ннерцш  С  стержня  (а  сле- 
довательно и  черезъ  центръ  сферы),  такъ  что  направлен1я  этихъ  силъ 
должны  быть  одинаково  наклонены  къ  вертикальной  лиши.  Это  услов1е 
все  таки  не  можетъ  вполне  определить  направленхй  силъ  К  я  К^  по- 
тому что  уголъ,  составляемый  ими  съ  нормалями  АО  п  ВО^  можетъ 
иметь  произвольное  положительное  или  отрицательное  значеше,  не 
большее  е^,  угла  трешя.  На  чертеже  162  изображены  следы  конусовъ 
трен1я  (см.  стр.  276)  точевъ  А  п  В\  силы  В  "л  В!  могутъ  иметь  всяшя 
направлешя,  заключаюпцяся  внутри  угловъ  N^АN^  и  Т^^ВВ^. 

Представцмъ  себе,  что  стержень  переведенъ  въ  соседнее  горизон- 
тальное положен1е,  въ  которомъ  плоскость  АОВ  уже  не  вертикальна; 
проведемъ  черезъ  АВ  вертикальную  плоскость  П  (черт.  163).  Если 
взятое  положеше  стержня  есть  положеше  равновес1я,  то  силы  В  и  К 
должны  заключаться  въ  плоскости  П  и  направлешя  ихъ  должны  пере- 
сечься на  вертикальной  линш,  проходящей  черезъ  центръ  иверцш;  но 
направлен1я  этихъ  силъ  должны  заключаться  либо  внутри,  либо  на  по- 
верхности конусовъ.  трешя;  следовательно,  внутри  угловъ  ]Я^А1^у^  и 
1Я^В1^^  (черт.  163),  образуемыхъ  пересечешемъ  плоскости  П  съ  кону- 
сами трен1я,  заключаются  все  те  направлев1я,  который  могутъ  иметь 
силы  В  и  В\  уравновешивающ1яся  съ  силою  тяжести  стержня  въ.раз- 
сматриваемомъ  положен1и  его. 

Переводя  стержень  въ  дальней Ш1я  горизонтальный  положен1я  рав- 
новес1я,  подымая  его  все  выше  и  выше,  мы  будемъ  замечать,  что  вели- 
чины угловъ  N^АN^у  N^ВN^  уменьшак)тся  все  более  и  более,  пока 
наконецъ  не  достигнемъ  до  такого  горизонтальнаго  положешя,  при  ко- 
торомъ вертикальная  плоскость  П  будетъ  касательною  плоскостью  къ 
конусамъ  трешя;  это  и  будетъ  самымъ  высшимъ  горизонтальнымъ  по- 
ложешемъ  стержня. 

При  этомъ  положенш  равновес1я  стержня,  направлешя  силъ  В  и 
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Д1Я  опред'Ь1еша  полохенй  точеЕъ  систекы  хы  будекъ  т|11ть 
не  бохкб  (2п  —  2)  равенствъ,  а  ииенво  (п  —  1)  уравнен]»  связей  к 
не  бон^е  (п —  I)  услов]Й  равЕОВ'Ьс!а,  тасъ  какъ  два  услов]я  равно- 
в1№1я  (1040)  не  заклочаютъ  коордннагь;  число  гевоордянать  равно 
2п,  поэтояу  двЪ  координат  иогугь  быть  произвольны.  По  харак- 
теру связей  очевидно,  что  за  произвольный  воордиватн  яохно  взять 
обФ  воординатн  одной  изъ  точевъ  системы. 

Примемъ  за  произвольина  —  воордииаты  точен  Му  Положеша 
остальннхъ  точевъ  вохехъ  онред'блить  или  вычиелетехъ,  или  при 
помощи  ел'Ьдующаго  построен1я. 

Къ  точв'Ь  М^  (черт.  165,  а)  приложена  данная  сила  Р^  в  ре- 
аЕщ1я  Х,з  первой  связи;  тавъ  кавъ  8тй  дв'Ё  силы  должны  взаимно 
уравнов'бшвватьса,  то  реакция  Х^^  должна  быть  равна  в  противопо- 
ложна  ^^„  а  потону  нензи^Ьняеиая'  связь  /„  должна  быть  направлена 
вдоль  по  Р^  или  противоположно  Р^ ;  если  вто  есть  стержень,  то  кожегь 
быть  либо  то,  либо  другое,  если  же  это  есть  нерастяжиная  нить,  то 
она  должна  расположиться  огь  точки  ЛГ,  по  направлешю  противопо- 
ложному Р^,  потону  что  реавц1И' ВИТИ  должны  быть  направлены  внутрь 
натянутой  нити  (см.  стр.  В45). 

Отложивъ  по  направлешю  неизменяемой  свази  длину  !,з,  получииъ 
аоложен1е  точен  М^. 

Къточк'Ь  М^  приложены:  реавщя  X,/  связи  1^^,  равная  и  про- 
тивоположная рваЕЦ1и  Х^з,  а,  сл'Ёдовательно,  равная  и  одинавово  на- 
правленная еъ  силою  Р^,  дал'Ёе  сила  Р^  и  наконет^ь  реавщя  Х^д  связи 
1^;  тавъ  кавъ  9ти  три  силы  должны  взаимно  уравнов^ЬнIВваться,  то 
величину  и  направлен!е  реавщи  Х^,  получииъ,  построивъ  геометри- 
ческую сумку  длинъ  Р^  я  Р^  (ем.  черт.  165,  Ъ).  Если  связь  1^  есть 
нераетяжимая  нить,  то  она  должна  расположиться  огь  точки  М^  по 
направлешю  Х^д  (т.  е.  параллельно  ЪО),  если  же. это  есть  стержень, 
то  ояъ  можетъ  им'Ьть  и  противоположное  иаправлете.  Отлоанвъ  по 
направлен1ю  неизм'Ёнявмой  связи  длвну  1^,  получимъ  положето 
точки  Му 

Нродолжаехъ  такимъ  же  образоиъ  далЪе;  иаправлете  М^  М^ 
параллельно  или  противополохно-параллельио  яаправленш  сО  гео- 


I 
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и  Ж^ —  натджен1я  Х^^'  и  Х^;  взглянувъ  на  многоугольннвъ  силъ 
(черт.  165,  Ь),  прямо  увкдииъ,  что  величины  и  наоравлешя  этнхъ 
силъ  д  натяжен1й  образуюсь  заикнутый  мвогоугольникъ  ОаЬссЮ;  то 
же  самое  относится  и  ко  всякой  части  многоугольника  плечъ^  нахо- 
дящагося  въ  аоложен1и  равнов'Ьс1я. 

Бром^  того,  слЪдуетъ  зам'бтить^  что  равевъ  нулю  также  и  глав- 
нцй  моментъ  силъ,  приложенныхъ  къ  вершинамъ,  и  натяжешй,  прило- 
женныхъ  къ  оконечностямъ  какой  либо  части  многоугольника  плечъ, 
находдщагося  въ  положеши  равнов'Ьс1я;  это  видно  изъ  того,  что 
главный  моментъ  одной  силы  и  двухъ  натяжешй,  приложенныхъ  тЛ 
каждой  вершине,  равенъ  нулю  и  изъ  того,  что  моменты  натяжешй 
каждаго  плеча  многоугольника  равны  и  ирямопротивоположны. 

По  этому  можемъ  сказать  сл'Ьдующее: 

Силы^  прилооюенния  къ  вёртинамъ  какой  либо  части  много- 
угольника плечъ,  находящагося  въ  положеши  равно&гьсгя,  и  натя- 
женгя^  приложенныя  къ  оконечностямъ  этой  части,  взаимно- 
уравновгьшиваются  череаъ  посредство  плечг  этой  части  так», 
что  главный  векторъ  и  главный  моментъ  ихъ  равны  нулю;  сат1Ь- 
довательно,  равновшЛе  этой  части  многоугольника  плечъ  не  из- 
мгьнилось  бы^  если  бы  она  вдругъ  отвердтьла  и  обратилась  бы  въ 
неизменяемую  систему.  Тоже  самое  относится  ко  всякой  части 
многоугольника  плечг (1041) 

При  р'бшеши  вопроса  о  равнов'к1и  веревочнаго  многоугольника 
мы  задались  предположешемъ ,  что  направлентя  всЪхъ  силъ  2^^, 
-Рд, Р^  параллельны  одной  плоскости  или  заключаются  въ  од- 
ной плоскости;  но  такое  ограничеше  не  необходимо:  силы  Р^,Р^у... 
Р^  могутъ  им'Ьть  как1я  угодно  направлешя  и  как1Д  угодно  величины, 
лишь  бы  главный  векторъ  ихъ  былъ  равенъ  нулю ;  во  всякомъ  случае 
вышеизложенное  построен1е  р'Ьшаетъ  вопросъ  п  совершается  по  тому 
же  правилу,  не  смотря  на  то,  что  мвогоугольникъ  силъ  и  мвогоуголь- 
никъ плечъ  могутъ  оказаться  не  плоскими  фигурами.  Положев1е 
(1041)  тоже  справедливо  и  въ  прим'Ьненш  къ  неплоскимъ  много- 
угольникамъ  плечъ. 
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Сделанное  ограничеше  не  препдтетвуетъ  намъ  разсматривать  и 
тф  случаи^  въ  которыхъ  распред'Ьлеше  силъ  претерп'Ьваетъ  разртъ 
сплошности  по  величине  или  по  направлешю,  какъ  въ  точкахъ  А  и 
В  на  чертех'Ь  167-мъ;  тогда  надо  только  разд'Ьлить  гибкую  лишю 
на  части,  не  заключающ1Я  такихъ  м'Ьстъ  разрыва  и  разсматривать 
каждую  часть  отд^^ьно. 

МЪсто  какой  либо  точки  М  эа  нити  выражается  такимъ  же  об* 
разомъ,  какъ  и  м'Ьсто  точки  на  траэктор1и  (см.  стр.  Н-ю  кинемати- 
ческоК  части),  а  именно  разстолн1бмъ  б,  считаемымъ  по  длин'Ь  нити 
отъ  одной  изъ  точекъ  /%  ея;  одно  изъ  направлен1Й  по  кривой  счи- 
тается положительнымъ,  въ  этомъ  направлен1и  5  увеличивается. 

Силн^  приложенный  къ  точкамъ  нити  ртсншпываются  на  еди- 
ницу длины  нити^  т.  е.  сл'Ьдующимъ  образомъ.  Положимъ,  что  мы 
хотииъ  разсчитать  подобнымъ  образомъ  силы,  приложенный  къ  нити 
въ  точк'6  М  (черт.  166)  и  въ  сосЬдств']^  съ  нею;  беремъ  весьма  ма- 
лую часть  {«.(х^  нити,  заключающую  въ  себ*]^  точку  Ж*,  составляемъ 
суммы  2Х,  2 У,  12  проэдщй  на  оси  координатъ  силъ,  приложен- 
ныхъ  къ  точкамъ  части  1Л|А1  нити  и  д'ёлимъ  эти  суммы  на  длину  Ав 
части  1Х.1Х.1,  получимъ  отношешя: 

аатЪмъ  будемъ  брать  все  меньш1я  и  меньппя  длины  [^У^^  1^'^19  •  •  • » 
заключающ1Я  въ  себ^^  точку  М,  составляя  для  нихъ  ташя  отношентя^ 
какъ.  (1042);  по  м^р*  того,  какъ  мы  будемъ  приближать  длину  вы- 
деляемой части  къ  нулю,  величины  составляемыхъ  для  нея  отноше- 
в1й  (1042)  будутъ  приближаться  къ  н'Ькоторымъ  пред'Ьламъ  3?«,  ^«, 
3«,  которые  и  называются  проэкшями  на  оси  координатъ  силыу  дтьй- 
стеующей  въ  точкгь  М  оси  нити  и  разсчитанной  на  единищ 
длины. 

Изъ  этого  сл^дуетъ,  что  проэкщи  на  оси  координатъ  совокупно- 
сти силъ,  приложенныхъ  къ  ничтожно-малому  элементу  А^,  заклю- 
чающему въ  себе  точку  ЛГ,  будутъ  |)авны : 

(Зе,  -+-  5,)  А5,  (3),  -ь  ^з)  А5,    (3,  н-  бз)  А5, 
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ьъ  М—  натяжеше  X,  изобразкаемое  рад1усомъ  вбБТороиъ  ОА  (черт. 
168)  парадледьныиъ  и'  противойололшннъ  касательной  МТ  въ  этой 
точБ^Ь  М^  въ  Ж]  —  натяжеше  Х^,  изобраакаемое  длиною  А^О,  аа- 
раллельною  касательной  М^Ту  въ  точк^  М^.  На  основан1я  положе- 
шя  (1041),  прии'Ьненнаго  къ  элементу  ММ^^  иожемъ  написать  сл'Ь- 
дующее  равенство: 

разд'Ёливъ  это  равенство  на  А$  и  переходя  къ  пред'Ьлу,  т.  е.  при- 
ближая точку  М^  къ  точк*  )\1^  получмъ  первое  изъ  трехъ  сл-Ьдую- 
ощхъ  уравнешй : 


"(^ж) 


Ле 


ЗЕ,  =  0, 


^(^1) 


Л8 


3,  =  0; 


(1043) 


подобныиъ  же  образоиъ  получимъ  и  два  остальныя  уравнен1Я. 

Точка  М  есть  которая  либо  цзъ  точекъ  нити;  сл'Ьдоватедьно, 
для  всякой  течки  оси  нити^  находящейся  въ  положенги  равно- 
вгьсгя,  должны  быть  удовлетворены  уравненгя  вида  (1043). 

Что  касается  концовъ  нити,  то  натяжешя  въ  нихъ  должны  бы^ь 
равны  силаиъ,  приложеннымъ  къ  этимъ  концамъ^  а  если  концы  за- 
креплены, то  направленхя  и  величины  натяжешй  нити  на  концахъ  ' 
должны  быть  равны  реакщямъ  точекъ  прив'Ьса  нити. 

§  174.  Общ1е  законы  относительно  натяжен1я  н  кри- 
визны въ  точкахъ  гибкой  нераетяжимой  нити,  находящейся 
въ  равнов%С1Н.  Связь  между  вопросами  о  равнов^^с1н  гибкой 
нити  и  вопросами  о  рижен1и  иатерьядьной  точки. 

Если  даны  силы  ЗЕ,  §),  3  какъ  функщи  отъ  а?,  у,  лг,  то  диффе- 
ренщальныя  уравнен1я  (1043)  должны  служить  для  опред'Ёлешя  вида 
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1)  Натяжен1е  X  есть  такая  функц1я  отъ  б,  что  производная  отъ 
нея  по  $  равняется  отрицательно-взятой  ведичин'Ь  про9Бц1и  силы  % 
на  направлеше  касательной,  проведенной  ъъ  сторону  возраста1эпщхъ 
8;  (1044). 

2)  Во  всякой  точк^  нити  плоскость  кривизны  заключа^ъ  въ 
себФ  направлеше  силы  $;  (1046). 

3)  Во  всякой  точв'Ь  нити  главная  нормаль  составляетъ  тупой 
уголъ  съ  направлешенъ  §  и  величина  кривизны  равняется  проэкцш 
силы  ^  на  направлен1е  главной  нормали,  д'Ьленной  на  величину  на- 
тяхешя;  (1045). 

Бели  силы  ^  им'Ьютъ  потенщалъ,  т.  е.  если: 

^  дП      ^    _д\Х      о   _д\Х 

то  проакщя  $  на  направлен1е  касательной  выразится  такъ : 
а  потому  тогда  уравнеше  (1044)  дастъ  сл'ЬдующШ  интегралъ: 

х-ни=(7=х,^ио, (1047) 

зд-Ъсь  Х^  означаетъ  величину  натяжен1я  въ  точк'Ь  А^  гд'Ь  $  =  О,  а 
и^  —  значев1е  потенщала  въ  этой  точк'Ь. 

•  Предпоюживъ,  что  силы  §  им^ютъ  потенц1алъ,  помножимъ  двффе- 
ренд1а1ьныя  уравнешя  (1043)  на  X;  принявъ  во  внимаше  полученное 
вырагеше  (1047)  для  X,  можно  будетъ  представить  эти  уравнешя 
такъ: 

тд4: 

^  =  \{С—Щ (1048) 


^] 
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« 

торьею^  описываемою  свободною  матерьялъною  точкою  при  дпйстш 
тлы^  импющей  поменцгалъ    . 

вели  масса  точки  равна  единицгь^  если  начальное  положенге  движу- 
щейся точки  находится  въ  какой  либо  точкп>  Л.  кривой^  если  на- 
правленге  начальной  скорости  Совпадаешь  съ  направленгемъ  касатель- 
ной въ  точкп  А  и  если  величина  начальной  скорости  равна  (Хф  в :  ж), 
%дп>  \  есть  величина  натяженгя  въ  точкп  А;  Ко  есть  величина  по- 
тенцгала  въ  той  же  точкп. 

Бъ  сл^^дующемъ  параграф*!  приведены  пр11А1^ры. 

§  175.  Примеры  вопросовъ  Фтносмтельно  подоженШ  рав- 
ЕовЫя  евободвой  гибкой  нерастяжимой  ниш. 

Составинъ  дифференщальныд  уравнен1я  равнов%С1я  свободной 
тяжелой  нити. 

Предположинъ,  что  за  начало  координатъ  взята  начальная  точка 
нити,  что  положительная  ось  У^'^  направлена  вертикально  внизъ, 
оси  Х""^  и  :?''"*  горизонтальны,  и  что  вертикальная  плоскость  ХУ 
проведена  черезъ  касательную  лин1ю  къ  начальной  точк'Ь  кривой; 
такъ  какъ  проэкщи  силъ  тяжести  на  ось  2'''^  равны  нулю,  то  третье 
изъ  уравнен1й  (1043)  будетъ  ии'Ьть  видъ: 

йг 

очевидно,  оно  им-Ьеть  интегралъ :  X  ^  =  (7,  но  такъ  какъ  въ  начал* 
координатъ  касательная  къ  кривой  перпендикулярна  къ  оси  2'''^^  то 
и  на  всеиъ  протяжеши  кривой  -^  равно  нулю^  а,  сл'Ьдовательно,  вся 
кривая  заключается  въ  плоскости  ХУ. 

11роэкц1я  силъ  тяжести  на  ось  Х^  равна  нулю,  а  проэкщя  на 
ось  У^"*  в-Ьса  элемента  Аз  равна  джЛз^  гд*  >с  есть  линейная  плот- 
ность нити  въ  одной  изъ  точекъ  элемента;  поэтому:  ЗЕ!=0,  §)=5^х, 


—  817  — 
Интегрируя  уравнешя  (1049),  подучимъ: 

х|  =  С,-^..(1052),    х|  =  С, (1050) 

Зат^мъ  соетавииъ  уравнеше  (1044);  въ  настоящеиъ  случае  оно 
будетъ  им^ть  елФдуюлцй  видъ: 

^ —  л    ^• 

его  интегралъ: 

\=С^—ду,у (1058) 

Изъ  этого  интеграла  и  изъ  интеграла  (1050)  можно  исключить 
X,  получимъ  дифференщальное  уравнеше  перваго  порядка: 


У'  -  т = ч 


—  дщ 


Сд^^лаенъ  въ  немъ  подстановку : 

с^—д^у 9^ ^^       «^ е       ^ ^. 


тогда  изъ  него  получимъ : 


Произведемъ  интегрирован1е ;  получимъ 


1о&(т(1-нУ^-1)  =  С,-51  =  1; 


или 


а  отсюда 


—  Л. 


^-нУ^-1=е^; (1054) 


^        =е~1 


^  _1-  Уцг  —  1 


ИЛИ 


^_у^а_  1  =е-^ (1055) 

62 
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а  изъ  (1054)  и  (1055)  найдекь: 

Уч^^^  =  у  (в^  -  «~^) » 
поэтому  получинъ: 


8  =  -^(е^  —  е-Ь=^{е*  —  е    *). . .  (1056) 


Натяжеше  выразится  следующею  формулою: 

Х  =  Хо^ (1053,Ъ18) 

И  такъ,  тяокелая  однородная  гибкая  нерастяоюимая  нить, 
находясь  въ  положенш  равновтшя ,  приигшаетг  видь  цгшиой  ли- 
ши ;  натяженге  имгьетъ  наименьшую  величину  въ  самой  нижней 
точить  кривощ  а  въ  прочьись  точкахъ  имгьетъ  значенгя^  вира- 
жаемыя  формулою  (1053  Ыз). 

Прим'Ьръ  165-й.  При  кавоиъ  законе  распред^Ьдешя  массы  нити 
вдоль  по  ед  длин'Ьу  свободная  тяжелая  нить,  находясь  въ  положеши 
равнов'Ьс1Яу  будетъ  им^Ьть  видъ  параболы :  х^  =  2ру  ?  Положитель- 
ная ось  У^'^  направлена  вертикально  вверхъ. 

Отв*тъ.  По  формул*  (1051)  найдемъ: 

др         У 

Т.  е.  массы  всЬхъ  алементовъ  нити  должны  быть  пропорщональны 
проэкфямъ  ихъ  длшнъ  на  горизонтальную  ось. 

Прим^ръ  156-&.  Предполагается,  что  распред^лен1е  массы  нити  та- 
кое, при  Боторомъ  отвошете  линейноб  плотности  къ  величине  натяже- 
шя  им^етъ  одну  и  ту  ге  величину  (х  па  всему  протяжен1ю  нити;  ка- 
ковъ  видъ  идти  и  законъ  распред']^летя  натяжешй?  Положительная  ось 

У*>**  вертикально  вверхъ.  .  • 

52* 


/ 


—  821—    . 
Прежде  всею  нохенъ  получвть  нвтеграш: 

зат^мь  И8ъ  аервахг  двухъ  ураввешб  можно  исыючять  и',  всд^лссв 
чего  получитсл  хиффврвнц1а1ьное  ураввев1е,  которое  ножво  ннтегр 
ровать;  ввтетражъ  будеть: 

Ивъ  пероаго  и  нзъ  третьаго  интеграла  сл1|дуетъ: 

К=Ь т 

П08Т0Х7  первый  интегралъ  можно  представить  подъ  сд^дующииъ  видок 

Интегрируя  это  дифференодальное  уравнен1е,  получимъ  одно  я 
уравнешА  кривой  итн  въ  вид^  завясиности  между  р  и  «;  внрааи: 
я  въ  функщн  отъ  р  или  обратно  р  въ  фуищ1н  отъ  й,  можно  буде: 
нскшчнть  одну  изъ  втнхъ  двухъ  переи'Ёавнгь  нэъ  уравЕев1Я  (106' 
интегрируя  ВТО  урявиви1е,  получимъ  другое  уравнение  кривой, 

Въ  частномъ  случа'Ъ  вта  кривая  кожетъ  быть  винтовою  днв1е 
ес1н  С^  равно  нулю,  то  кривая  будетъ  плоскою. 

Прим^ръ  158-6.  Однородваа  нить,  а  включающаяся  въ  плоское 
ХУ,  подвержена  д'Ьйств1ю  свлъ,  им^ющихъ  яотенц1а]ъ: 

и=-|1р, 

прнчемъ  >д^[лро. 

Определить  видъ  кривой,  заковъ  натяжевЗя  и  разсмотр^ть  соотв^ 
ственныВ  воорооъ  движев1л  иатерьяльвой  точки. 

Свла  3  зд1сь  притягательная  къ  началу  координатъ,  такъ  какъ: 

Интегралъ  (1047)  въ  настоященъ  случае  будеть: 

>  =  «>; 


сила  —  оттаиявающая  отъ  вачала  коордннахъ,  д11фферевц1а1ьвое  з 
неше  кривой: 

Р*  \Лв )         в»       в»    р         р* 

в  уравнеа1е  кривое  въ  конечвомъ  вид1: 

Матерьддьвая  точка,  дввжущаяся  подъ  В11яа1е1гь  снш,   ии^ю 
лотев111а1ъ : 


^=^(^*?). 


ошсываетъ  такую  зе  тра8Ктор1ю,  еин  жасса  ел  раваа  едввнп^  л  1 
топ 

*'о  =  ;^^)    Ро^оВшСГо.  ?(,)  =  «■;- 

§  176.  Пвложен1е  равнов1^с1я  гибкой  нврястяжи 
МП,  похищенной  на  данной  поверхносп.  Гевдвзячес! 
он1н. 

Если  гябвая  верастахвмая  аить  оо1^щвнв  на  каков  либо  впо 
гладкой  пое^ности^  то  въ  чнсл!  орнложенвыхъ  къ  ней  свхъ 
дуть  з&йючатьса  нормальннд  реакщв  поверхностк,  которыя 
также  будемъ  раэсчятывать  ва  вдввицу  длины  нити,  подобно  с! 
3;  а  нненво,  величину  главиаго  вектора  реакщй  аоверхноств,  а 
лохенншъ  кг  влененту  I^8,  выразймъ  такъ: 

а  проокщн  его  на  оси  координатъ  внразииъ  произведенхяни: 

Л|*,      Л|*,      А^Л,, 

гд']^  /  означаетъ  фувкфю  отъ  х,  у,  е,  првдетавляюпф)  первую  ча 
уравнешя  ( {х,  </, ;)  ^  О  поверхности,  а  А  есть  неиавЪствая  ш 
функщя  отъ  е. 


^?Г" 
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еержена  только  реанц1ямг  &той  поверхности;  тогда  интегралъ 
уравнешя  (1044)  будетъ  X  =  Х^  (т.  е.  натяжете  нити  одинаково 
по  всей  длин^ь  нити),  а  поэтому  уравнешя  (1058)  получать  слЪ- 
дуюпцй  видъ: 

^ _^А^    ^_ А^    ^ _А^ 

тождественный  съ  видомъ  уравнешй  (320)  страницы  199-й;  следо- 
вательно, нить  располагается  по  геодезической  кривой. 

Есхн  сит  §  им^ютъ  потенц1а1Ъ  11,  то  натлжев1е  нити  будетъ  вы- 
ражаться раздостъю  (С — и),  гдФ  С —  постояннал;  сравнввъ  дифферен- 
цЁальннл  уравнешя  (1058),  домвоженныя  на  X,  съ  дифференщальными 
уравнешлми  движен1я  матерьядьной  точки,  имеющей  массу  равную  еди- 
в}щ%  остающейся  на  поверхности.  (1059)  и  подверженной  дМствхю 
сЕ1ъ,  нм^ющпхъ  потенц1а1ъ 

можемъ  заключить,  что  траэктор1я  этой  точки  тождественна  съ  кривою 
лншею,  образуемою  нитью  въ  положен1И  равнов']^1л,  если  начальное 
по10жев1е  движущейся  точки  совпадаетъ  съ  начальною  точкою  нити, 
если  начальная  скорость  V^  пм'Ьетъ  направленхе  касательной  къ  нити 
и  если  V^м  =  \ в.  Между  Л  и  реакц1ею  91  поверхности,  приложенною 
къ  движущейся  точк*!,  оказывается  следующая  зависимость: 

Л  =    -'о 


«2  (с-и)Л/ 


Прим^ръ  160-й.  Положеше  равнов^с1я  тяжелой  однородной  нити  на 
гладкой  сферической  поверхности. 
Зд^сь: 

если  положительная  ось  2^'^  направлена  вертикалько  внизъ. 

Составивъ  два  первый  дифференц1альныя  уравнешя  (1058)  для  раз- 
сматриваемаго  теперь  случая  и  исключивъ  изъ  нихъ  Л,  получимъ  урав- 
неше  (1057,  Ыз),  имеющее  янтегралъ: 


•■■•     ■• 
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такой  шши  съ  производящими,  равенъ  оц  а  рад^усъ  круга  оеноваи1я 
равенъ  Д  пусть  б  озвачаетъ,  до  прежнему,  одну  изъ  цилиндричесвихъ 
координатъ;  каЕъ  известно,  кривизна  норнальнаго  с^чен1я  поверхнос^ 
цихиндра  и  длина  дуги  винтовой  лин1и  выражаются  С1'1дующимъ  об- 
разомъ: 

1         8Ш«а  Ее 


«  22    '       "~  8ща' 

поэтому  законъ  натяжен1я  будетъ  такой: 

т.  е.  натяжев1е  убываетъ,  вех]&дств1е  трешя,  въ  геометрической  про- 
грессш. 

Поюжимъ,  что  А  =0,25,  что  а  =  30'  и  что  нить  обернута  четыре 
раза  вокругъ  цилиндра;  тогда  отвошеше  между  натяжен1ями  на  кон- 
цахъ  нити  достигаетъ  величины: 

^  =  в'' =  23,14; 

ес1в  же  нить  будетъ  обернута  12  разъ,  то  отношвв1е  цатяжев1й  до- 
ститветъ  велитшн: 

«•"=  12396. 


ГЛАВА  XIV. 

Объ  ударЪ  системы  точекъ  и  твердыхъ  тЬлъ  о  связи. 

§  177.  Ударь  сметены  евободишъ  натерьядьннхъ  те- 
чекъ  е  связь. 

Поюжшгь,  что  еистена  ютерьядьннхъ  точекъ,  подверженныхъ 
дМствш  какить  либо  силъ,  связана  неудерживающею  ввазью: 

«(я^и  Ух,  «II  ««,  Уз,  Ч а'»»  Уп»  ««.')>  0; (1062) 


«■11в^ 
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предполагаются  поетоянншш  во  вее  врена  удара^  а  1шп^^[ьсаш[  не- 
нгновенннхъ  еилъ  за  время  удара  пренебрегаютъ;  поэтому,  нзмФнепя 
скоростей  матерьядьннхъ  точекъ  во  время  удара  выразятся  сд^Ьдую- 
щимъ  образомъ  (зд^сь  написаны  только  равенства,  относящ1яся  къ 
точк-Ь  «-той): 

Лй^  I        дь  • 

гд']^  I  есть  какой  либо  моментъ  времени,  закдючающйся  въ  проме- 
хутк^Ь  между  1^  и  (<^-ь%);  въ  частныя  производныя  отъ  в  должны 
быть  подставлены:  вм'Ьсто  I  —  моментъ  1^  и  вм'Ьсто  координатъ  то- 
чекъ—  т^  значен1я  ихъ,  которыя  он^^  им'Ьютъ  въ  этотъ  моментъ; 
величины  х^у  у^у  л^^  суть  проэкщи  скорости  V^  на  оси  координатъ. 
Изъ  этихъ  уравнен1Й  можно  составить  следующее  равенство: 

*=П  »=П  »=:П 

2  V,  (Р, 8)  С08(Р,  В,  ^,)=2  V^  (Р,  в)  С08  {Р,3,  V^•^^  2^^  {Р4^)\ 


и=1  »=1  »=1 


ИЗЪ  котораго  видно,  что  сумма 


»=п 


^^^^'^созСР^,  г;,) (1066) 


%:=! 


непрерывно  возрастаетъ  во  время  удара,  такъ  какъ  непрерывно  воз- 
растаетъ  интегралъ  ^',  который  въ  этомъ  равенств'Ь  помноженъ  на  по- 
дояштельную  величину: 

.  »=1 
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т^л^  =  т^х^ 


04 


дз 


»».р*  =  '»,^о;-^||  (1«7о,1) 


т^  у^  =  т^  2^ 


^4 


По  атимъ  формуламъ  разсчитнвается  из]|'Ьнен1е  свороетей  ка- 
терьяльннхъ  точевъ  за  время  перваго  акта  удара;  что  касается  до 
момента  т,  разд'Ьляющаго  оба  акта,  то  онъ  можетъ  быть  опред'Ьденъ 
следующими  словами:  это  есть  тотъ  момешпъ  удара,  въ  который 
скорости  точекъ  удовлетворяютъ  равенстеу  (1067). 

Чтобы  ВБ[числить  изм'Ьнен1е  скоростей  за  время  втораго  акта 
удара,  надо  знать  величину  интеграла: 

1 


=/ 


Ы1' 


за  время  этого  акта. 

Основываясь  на  аналопи  между  процессомъ  удара  системы  точекъ. 
о  связь  и  процессомъ  удара  одной  точки  о  поверхность,  д'Ьлаютъ 
следующее  предполо&ен1е : 

Прхдполагается;  что  отношЕшв  (/ :  ^)  есть  отвлеченная  дробь 

в,  ВЕЛИЧИНА  КОТОРОЙ  НЕ  ЗАВИСИТЪ  НИ  ОТЪ  П0Л0ЖЕН1Й  ТОЧЕКЪ  СИСТЕМЫ, 
НИ  ОТЪ  СКОРОСТЕЙ  ИХЪ,  А  ТОЛЬКО  ОТЪ  УПРУГИХЪ  СВОЙСТВЪ  ЧАСТЕЙ  МЕХА- 
НИЗМА, ЗАМФНЯЮЩАГО  СВЯЗЬ. 

Дробь  б  называется  кодфищентомъ  возстановленгя  связи. 

Если  величина  К08фиц1ента  возстановлешя  связи  известна,  то 
ороэвщи  х/,  у/,  г/  на  оси  координатъ  скоростей  точекъ  въ  мо- 
жеитъ  окончашя  удара  могутъ  быть  вычислены  по  слЪдующимъ  фор- 
муламъ: 


т. 

< 

= 

т^х^ 

(1 

•*■ 

е) 

т, 

у/ 



^4  У 04 

(1 

■*■ 

0 

Щ 

^/ 

=: 

^4^о1 

7-  да 

(1 

-4- 

в) 

ч 

....(1071,1) 
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Ух  —  Рп »  ^1  —  *01 »  Уз  ^  Уоа  >  ^'а  '^  *02 


• 


Сл'Ьдовательно  у  проэкцги  скоростей  тонет  на  плоскость 
перпендикулярную  кь  линщ  соединяющей  полоаюенгя  точекъ^  не 
измпняются  вслтьдствге  удара;  шмтьняются  только  прожцги 
скоростей  на  эту  литю.    .    . 

Полученння  формулы  обыкновенно  прим'Ьняются  къ  вычислешю 
результата  еоударешя  двухъ  шаровъ;  положивъ  в=0^  получимъ  фор- 
мулы для  неупругихъ  шаровъ,  а  при  е  =  1  —  для  вполн'Ь  упругихъ. 

Пр11М']^ръ  163-&.  Дв'Ь  тяжелая  матерьяльныя  ючки  (массы  т^  я  т^) 
связаны  одна  съ  другою  нерастяжимою  гибкою  нитью  длины  I;  въ  мо- 
ментъ  ^  =  0  об*!  он^  находились  въ  начал'Ь  координатъ  и  первая  по- 
лучила начальную  скорость  а  по  горизонтальной  оси  2^"%  вторая  же, 
не  получила  никакой  начальной  скорости. 

Опред'&1И1:ь  движете  этихъ  точекъ  и  изсл']^довать  весь  рядъ  посл^- 
довательныхъ  соударешй,  совершающихся  черезъ  нить,  предполагая,  что 
В08фиц1ентъ  возс:Рановлешя  е  нити  изв^стенъ. 

Въ  этомъ  случае  уравненае  связи,  находящейся  въ  соотоян1и  напря- 
жев1я,  можетъ  быть  представлено  такъ: 


—  (а?!  —  а:/  — (у,  — Уа)2  =  О,  ^ 

сл']^довательно: 

^  =  ^2(у,-у,);      11  =  2(2^^-2/,),  Р,  =  Р,  =  2/. 
Съ  еамаго  начала  двнжен1е  точоеъ  будетъ  совершаться  по  закону: 

»!  =  «<>    У1==Т»     л;,  =  0,     У2=т» 

такъ  что  кратчайшее  разстояше  между  ниии  будетъ  параллельно  гори- 
зонту  во  все  время  этой  части  движев1я  и  въ  моментъ  начала  перваго 
соударен1я;  этотъ  моментъ  ^^  определится  изъ  равенства: 

г  — (а?1  —  а;д)  =  0,  т.е.  1  —  аЛ^  =  0.' 
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и  скорости  точекъ  послФ  вторато  со7дарев!я  будутъ: 

Х12  ^22=  (Хх1  Х21  )  ®  =  ^Ь®  • 

Продолжая  тавимъ  же  образомъ  дад^Ье,  на&дехъ,-  что  промежутокъ 
времени  между  моментами  ударовъ  (2п  —  1)-аго  и  2п-аго  им'Ьетъ  вели- 
чину (2?:ав^~^),  а  потому: 


I, 


2м 


Скорости  точекъ  посл']^  этого  момента  будутъ: 
(х/)^  =  «--51га(1-+-б)(1-е^.«-...-б»-0  = 

(О-  =  :=-^  *  (1  -^-  б)а  -6  Ч-6»  - . . .  — б'^-')=а»»,  ^=^ , 

а  координаты  точекъ  въ  моментъ  ^2п+^  будутъ: 

Если  6  =  0,  то  иосл^,  перваго  удара  об^  точки  будутъ  продолжать 
движете  по  параболамъ  параллельнымъ  той,  которую  описываетъ  ихъ 
центръ.  инерщи;  дальнМшихъ  ударовъ  не  будетъ,  потому  что  разстоя- 
ше  между  точками  будетъ  оставаться  постояннымъ. 

Бели  е  =  1,  скорости  точекъ  посл^^  2-го,  4-го,....  и  вообще  посл'Ь 
всякаго  четнаго  удара  будутъ: 

а  посхЁ  всякаго  нечетнаго  удара: 

(тс  '^  —     «Ь  — *^2  /у  '\         _  _2ат1_ 

1Х1;2м+1   — *т1-^1»2*  ^^  ^«"-*-1  ~  т^  -ЫП2 
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(Веса  ючевъ  въ  момевтн  яечетвнхъ  ударовъ: 

оиевтн  четяыхъ  ударовъ: 

чертех'6  173-11ъ  врелставдево  двнжеше  въ  муявА  т,  =  Зт,, 
1м(ръ  164-В.  Три  иатерьядьаыя  точка  т„тд,тэ,  Евподверхеавкл 
иъ  смшнъ,  находлтся  вь  слФдующемъ  состоявши  ва  пюскости  ХУ: 

У1  =  ^.  1'а  =  0,  у,=  4а  — /а; 

пять,  вахъ  будугь  ов^  дввгаться  пос|^  соударев1я,  которое  1фо- 
гъ  при  встрЬтБ  точканв  свлви: 

(а'а  —  а;,)  (у,  —  у,)  —  (у,,  —  у,)  (а:, — а;,)  -  а»  >  0.  | 

ахетоя,  что 'соудареа1е  пронзойдетъ  въ  ноневтъ    {,==  —  ;   въ        | 

ноненгъ  коорднвата  у^  равна  а. 

I  вж^ющннся  форн}'лахъ  ваВденъ,  что  * 

т *П|  Шд  т|  *  _^_^  >Н|  <Яд  1Яз    а 

~Зт,»1,^-т,(т,-»-т,)  Т^        ц        7 

скорости  точекъ  посд11  удара  будутъ  таковы: 

1,'  =  гл.(|_ьа),  ,,'  =  0,  х,'  =  0, 
у,'  =  -<ч-Ьро.(1-ь.). 
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§  178.  Ударъ  б1б1енн  натерьяАньпъ  точекъ,  связан- 
ныхъ  удсфжюающпш  связят,  о  связь  неудврж1ваю1цую. 

Когда  натерьяльння  точен  сиетеин  связаны  н^колькимн  удер- 
хнвающини  ^^вязями : 

8^  =  0,    82  =  0,.  .  ^•.  .  .  .8    — О, 

ТО,  при  внчисленш  удара,  прбисходящаго  при  встр'Ьч^  точками  не- 
удерживающей  связи  (1062),  предполагается,  что  скорости  точекъ 
удовлетворяютъ  равенствамъ  (493,  1,  2,. .  .^р)  (стр.  351)  не  только 
до  и  посд'Ь  удара,  но  и  во  все  время  удара. 

Чтобы  получить  уравнешя,  выражаюпця  измФнешя  скоростей  Фо- 
чекъ  въ  течеши  удара,  составимъ  дифференщальныд  уравнешя  дви- 
ген1я  точекъ,  подверхенныхъ  задаваемыми  силамъ  и  реакщямъ  свя- 
зей 8р  8^, . . .  8^,  8  и  произведемъ  надъ  ними  интегрированхе  по  вре- 
мени въ  предЪлахъ  отъ  ^о  АО  ^  (гд'Ь  ^о  ^^т^^  моментъ  начала  удара); 
получимъ  сл^^уюнця  равенства: 

€^Х4  /  ^8.  дЬ2  .         д8р  .  д8 

йл-  /  ^81  дЬ2  ^вл    .    -•  ^» 

гд-Ь: 

г  г  <  ^ 

*0  **  *0  .*0 

Можно  доказать,  что  и  въ  этихъ  случаяхъ  разность: 

я-(1).---- (««« 

непрерывно  возрастаетъ  съ  возрасташемъ  интеграла  ^. 


Э39 


Величина  интеграла: 


\Л1 


опред'Ьлится  изъ  равенства : 


(1078) 


что  же  касается  до  ведичинъ  прочихъ  интеграловъ  (^19  1Ч>  •  -  •  И*»  ^^ 
время  перваго  акта,  то  н'Ьтъ  надобности  заботиться  объ  ихъ  опред'Ё- 
леши,  потону  что,  какъ  сейчасъ  покажень,  они  ногутъ  быть  совсЪмъ 
исключены  изъ  уравнешй,  служащихъ  для  ооредФлешя  скоростей  то- 
чекъ  по  окончанш  удара. 

Если  в  есть  коэфищентъ  возстановлен1я  связи  &,  то  интегралъ 
]у  за  все  вреия  удара,  будетъ  равенъ  7(1  н-в);  означииъ  черезъ  х^, 
^2'*'*^р  величины  интеграловъ  (д.^,  ^^^. .  .(д.^  за  то  же  самое  вреия. 

Изъ  3^  равенствъ  вида: 


дь 


дз 


•  •  ш 


р"Д-Ь'/51;(1-О(1079) 


можно  исключить ^)  множителей  х^  х,, ,х  ;  тогда  получимъ 

Зп — р  =  н  равенствъ  такого  вида;  какъ,  ва1Ц)имЪръ,  следующее: 


дв 


т,(а;--х/)-7^(1-не), 


»».(а'о2'-^')-ь^,%(1 


е). 


^      ^     .  .  .  ^Р 

дЬ1    дз^,      ^  ^  дз^ 


д8  /14-  д8|     дВг  ^8 


=  0,.(1080) 


гд'Ь  5  =  ^р  -I-  1 ;  изъ  этихъ  равенствъ  и  изъ  р  равенствъ  вида: 


»=ГП 


2(&<-|',»>1'<)-^8=»-- <••««>') 


.^_._. 


•  I 


—  841 


пводнвхъ  отъ  в^  8],  ц,,  .  .  .  8  ПОСТОЯНЕН  въ  течеши  всего  времени 
удара;  поэтому,  очевидно,  интегрируя  въ  вншесказанннхъ  пред'&Ёахъ 
уравнешя  (1082),  получимъ  равенства  (1080). 

Сл^^доватедьно,  при  разсчегЬ  удара  системы  матерьяльныхъ  то- 
чекъ,  свдзанныхъ  удерживающими  связями,  о  связь  неудерживающую, 
можно  поступить  сл^дующимъ  образомъ: 

Надо  составить  т1  (Зп  — р)  дифференфальныя  уравнешя  дви- 
жешя  системы,  который  незаключаютъ  множителей  Х^,  Х^,  . ..  .  X  , 
своЯственннхъ  удерживающимъ  связдмъ;  въ  этихъ  уравнен1яхъ  надо 
зам'Ьнить  разности: 


ш^4?/'— Х^,   ш^у1'—У^,   т^е!'—2!^ 


разностями : 


^•(Х/— О^    ^Лу/— Уо/)»    ^4(^4— ^ы)^ 


а  множитель  X,  свойственный  неудерживающей  связи  8,  —  величиною 
^(1  -не),  тогда  получимъ  Зп^-_р  уравнешй,  Еоторыя,  вм-Ьст*  съ 
равенствами  (1081*),  послужатъ  для  опред-блешн  скоростей  точекъ 
послЪ  удара;  величина  интеграла  ^  выразится  формулою  (1078),  ко- 
торую можно  получить  изъ  уравнешй,  относящихся  къ  первому  акту 
удара. 

Если  декартаввг  координаты  точ1екъ  выразниъ  помощш  н  независи- 
ннхъ  координатныхъ  параметровъ  д^у  $2)  *  *  *  9^м«  ^^^^  ^'^^  неудержи- 
вающая  связь  выразится  усдов1е11ъ: 

.то  составимъ  Лагранжевы  дифференщальныя  уравнешя; 

^'---^в*^^й (541.  к) 


аг 


^Як 


и  во  вторня  части  этихъ  уравцен1б  подставимъ  8вачен1Я  координатныхъ 
параметровъ  и  скоростей  д^^\  д^д'  .  .  .  д^м  въ  моментъ  встречи  си- 
стеин  со  связью  8,  а  вместо  ^  подставимъ  ^^;  зат^мъ  произведемъ  надъ 


^-    I 


4   - 


843 


скорости  точекъ  по  0Е0нчав1В  удара  изъ  равенствъ  (1083,  1с)  жми  изъ 
равенствъ: 

(ц'  =  д^'-ь /(1н-«)2Л*.^.  .  ...  .(10§Г,к) 

€=1 


в 


Примпчанге.  Есди  система  точекъ,  связапныхъ  удерхивающиии  свя- 
зями 8^  82»  •  •  •  Ьр  бы1а  сначала  въ  ново^  в  въ  н^Ькоторыб  моментъ 
получила  сововувностБ  мгновенннхъ  толчковъ,  то  сБороств  2^',  д^\ . . .  д^ , 
пр1обр^теввня  всл^дств1в  этвхъ  мгновенвыхъ  свлъ,  овред^ятся  взъ 
сх^д^щихъ  внражешй. 

Провзведемъ  вадъ  Лагравжевыми  уравнев1ямв  (531)  стр.  367  вн- 
тегрврован1я  во  Ь  въ  пред'кгахъ  отъ  нуля  до  д,  т.  е.  за  время  д'Ьйств1я 
мгвовенвнхъ  свлъ;  получвмъ: 


,      -       Р1  =  ^17   Р2  =  ^2У Рп  =  ^н, 


(1088) 


гд* 


о,=  1^,^  =  2(ё|  ^,л  -н  |{  |у,л  -ь  ^.^2,ае); 


а  скороств  выразятся  тавъ: 


«*'  =  Р*-ьЛ,*Ц-*-ЛйО, 


йн»0«..(1в89к) 


Отсюда  сл^^дуетъ,  что  для  того,  чтобы  сообщвть  покоющейся  свстем*]^ 
точекъ  сововуввость  скоростей  д^\  дд,\  .  .  .  ^н\  необходимо  прнложить 
къ  вей  такую  совокупность  мгновенвыхъ  свлъ,  чтобы  составляюиця  по 
коордннатнымъ  вараметрамъ  вмвульса  всей  совокупвоств  были  равны 
Рг^  Р^ч  »  '  чРн»  По  этой  причин']Ь  величины  р^  /'а,  •  •  •  Рн  могутъ  быть 
названы  импульсамщ  если  величины  ^^\  2^\  .  .  •  ?/  можно  называть 
скоростями. 

Првм'1ръ  1в5-й.  Четыре  матерьяльныя  точки  М^,  М^,  Ж,,  М^ 
связаны  между  собою  нематерьяльными  стержнями  Ж^Ж^,  М^М^у 
З/3Ж4,  М^М^  одинаковой  длины  2;  массы  вс^хъ  четырехъ  точекъ  оди- 
наковы и  равны  т.  Весь  ромбъ  заключается  въ  плоскости  ХУ,  въ  ко- 
торой движется  поступательно,  параллельно  положительной  оси  У^"^, 
прнчемъ  точки  М^  в  М^  движутся  вдоль  по  отрицательной  части  8то2г 
оси  (черт.  174-й);  это  дввжев1е  продолжается  до  встр'1^чи  точка  М^  съ 
осью    Х^"*;    опред'Ёлить    результатъ     удара    точки    М^    о    вреграду: 


1ев1 

-с 


■*,та^Е2-^-^ 
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V  '  —  г  _     ^(^  -^  ^)  Гт'^  —  27(1-1- с)  вшуо 

Прни'Ьръ  1в6-&.  Ромбъ  М^М^М^М.  состоитъ  изъ  четнрехъ  рав- 
ннхъ  матерьдльныхъ  стергвей,  связанныхъ  шарнирами  въ  вершинахъ 
ромба;  стержни  однородны,  длина  каждаго  изъ  ннхъ  I,  масса  т,  мо- 
ментъ  инерщн  стерз&ня  вокрутъ  середины  его  пусть  будетъ  тк*.  Видъ 
ромба  и  движен1е  его  въ  моментъ  встречи  оси  Х^^  съ  точкою  М^  та- 
ковы же,  какъ  въ  предыдущемъ  прим^р'Ь;  определить  результатъ  удара. 

Координаты  центровъ  инерц1н.  стержней  и  угловыд  скорости  ихъ 
выразятся  такъ: 


Ж,  ж; 


2 


М,М, 


м,м. 


м^м. 


9 

9» 


Г 


? 


-<р; 


поэтому  живая  сила  системы,  импульсы  р^^  р^   и  прочхя  величины  бу- 
дуть  таковы: 


'^~   2  ^4т   "^  (2» -I- 4*«)  т ^  » 

*^         Р  н- 4А;2  и- 4г«  8ш2  фо  * 
У(1'-*-ж)(Р-^4*«)         ^   /ч 4Г(1ч-е)г8Шфо 


41*  8111*  фо 


Прнм^ръ  167-й.  Тотъ  же  самый  ромбъ  находится  въ  поко'Ь  на  го- 
ризонтальной плоскости  и  къ  точк'Ь  К  стороны  М^М^  (черТс  175-й) 
приложенъ  импульсъ  Р,  перпендикулярный  къ  направлен1ю  этой  сто- 
роны. Отъ  такого  толчка  ромбъ  получить  движен1е,  сопровождаемое, 
вообще  говоря,  изм'Ьнешемъ  угла  (р)  ^^  °ри  н']^которой  величин^Ь  раз- 


.     «-  .9^. 


/       • 


—  847  — 
суть  проакщи  на  оси  коордтнатъ  пцульсовъ  этихъ  силъ,  а 

^19  ^2 у      •  •  •  '^п» 

* 

координаты  точекъ  ихъ  приложешя. 

Для  011ред'к[ен1я  результата  д'6Йств1я  этихъ  шпульеовЪу  надо 

« 

ваять  интегралы  по  {  (въ  пред'Ьлахъ  отъ  1^  до  (^  -+-  Ъ)  отъ  шести 
днфференщальныхъ  уравнепй  (616^  Л)  (751)  стр.  539-Я;  получимъ: 


%=п 


»=п  » 


л^(^-0=2зе,,  ж(у;-у^)=^=2®*. 


«=::1 


•=1 


«г=11 


Щ^'—  О  ^  2^« (*••^) 


«=1 


^,(Р— Ро)— ^;(^-Со)--Д,(в-йо)== 


^^)^-' 


т 


^?^» 


•^^"^ 


»=п 


«2=11 


=  2  ^*-^^)®*-(^-Ус)зеЛ- -(ЮМ^е) 

гд4  ^^,  5^,  с?,,  1)^,  ^5?^,  ^г'^  суть  моменты  и  произведен1я  инерщи 
твордаго  т^а  вокругъ  осей,  паралледьныхъ  осямъ  воординатъ,  про- 
веденныхъ  череаъ  центръ  инерщи  т&[а;Р,  ^у  В  суть  проавщи  на 


Л1. 


\Х 


зг-'^  г  •• 


—  849  — 


3^е«'-»-83,»»-^-6„«^  =  ж^^ 


тако«: 


I 


2<с^о»-^  зз^УоУ-*-  ^с^^=^^;  I 


ддл  того,  чтобы  эта  плоскость  была  перпендикулярна  къ  направле- 
шю  ?,  надо  чтобы  координаты  {х^^  уо>  ^о)  '^^^^^  прикосновешя  ея  къ 
эллипсоиду  удовлетворяли  равенствамъ : 

2а^    —     2у    —"«Г' 

а  эти  равенства,  на.основанш  формулъ  (1092),  обратятся  въ  сл^^- 
дуюпця: 

Р-Ро~й-во~К--Во' 

который  выражаютъ,  что  геометрическая  разность  иегду  угловою 
скоростью  тФла  въ  моментъ  (^о  -+-  ^)  и  угловою  скоростью  въ  ноиентъ 
<о  направлена  вдоль  по  радтусу  вектору  эллипсоида,  соединяющему 
центръ  его  съ  точкою  прикосновешя. 

Каждую  совоБупность  импульсовъ  мгновенныхъ  силъ,  придоженнБпсъ 
къ  твердому  т^лу^  иожно,  подобно  сововупностп  ЕОнечныхъ  сплъ  (см. 
стр.  765),  привести  къ  каноническому  виду,  зам']Ьнивъ  ее  импульсомъ, 
наиравленнымъ  вдоль  по  центральной  оси  совокупности  и  парою  им- 
пульсовъ, действующею  въ  плоскости  перпендикулярной  къ  централь- 
ной осп;  такую  каноническую  совокупность  мгновенныхъ  силъ  Болъ 
(Ва11)  назаваетъ  ^три^8^Vе  гогепсЪ. 

Всякое  возможное  безконечно-малое  перем^щенхе  твердаго  т^л 
иожно  разсматрпвать  какъ  безконечно-малое  винтовое  движете  вокругъ 
некоторой  центральной  оси,  т.  е.,  какъ  соедпиенхе  безконечно  малаго 
поступательнаго  движен1я -параллельно  этой  оси  съ  безконечно-малымъ 
угловнмъ  вращешемъ  вокругъ  нея;  Болъ  нааываетъ  элементарное  пере- 
М'1щен1е  твердаго  т^ла  еловомъ  1;т8Ь,  означающимъ  именно  процессъ 
винтоваго  двпжен1я.  Совокупность  скоростей,  которыми  обладаютъ  точки 
твердаго  т'1ла,  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  совокупность  скоро- 
стей винтоваго  движен1я  т'1ла  вокругъ  центральной  оси  скоростей;  Болъ 
называетъ  совокупность  скоростей  точекъ  твердаго  т^ла  иш^  Vё^ос^^у. 

Каждый  ^ипз^  или  каждая  ЬгоШ  Vе^ос^^у  характеризуется  и  вполн']^ 
выражается  шестью  величинами;  пять  нзъ  числа  этихъ  шести  величинъ 
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гд'Ь  М  —  масса  т'Ьла,  а^Ь^  с  —  координаты  точен  прнлохешя  игно- 
венной  силы,  а^,  р^,  у^  — проэкщи  на  главный  оси  инерщи  т&[а 
скорости  центра  инерщи,  р^  ^у  г  —  продкщи  на  гЬ  же  оси  угловой 
скорости. 

Проэкцш  на  оси  координатъ  скорости  какой  либо  точки  твердаго 
т'Ьла  ногутъ  быть  выра&ены  помопцю  изв'Ьстныхъ  фориулъ  въ  коор- 
дииатахъ  этихъ  точекъ  и  въ  величинахъ  а^,  р^,  -у^,  1>,  г,  г;  соста- 
вихъ  выражеша  проэкщи  а^,  р^,  у^  скорости  той  точки,  къ  которой 
приложена  мгновенная  сила  и  зам'Ьнимъ  а^,  р^,  у^,  Р^  й^т  величи- 
нами, получаемыми  изъ  формулъ  (1093,  1094);  получииъ: 


"о  =  зе(д,-ь  а5-»--(г)- 

-Ш|- 

Ро-§)(л,н-(Е-ь«)- 

О  /  1           Ь«          а»\ 
10        ^1лГ91"*"»/ 

Ф  со 

-»!?• 

Вторыя^  части  этихъ  равенствъ  суть  частныя  производныя  по 
ЗР,  3),  3  отъ  однородной  функц1и  второй  степени: 

^^  —  М  '  Щ  ^         »         "*" 

-^^^^^ (1095) 

выражающей  удвоенную  величину  живой  силы  тЪла: 

2Г=  М(а/  -ь  р/  -ь  V/)  -ь  Щ^)^  -ь  «2^  "*-  6^^- 

Представимъ  себ'Ь  аллипсоидъ,  выражаемый  уравнешемъ  (1095); 
черезъ  точку  X,  §),  3  этого  эллипсоида  проведемъ  касательную  плос- 
кость, на  которую  опустимъ  перпендикуляръ  В  изъ  центра  эллип- 
соида; продолжимъ  этотъ  перпендикуляръ  и  отложимъ  на  немъ  длину, 
равную  (2Т:1)),  пусть  х^^  у^,  г^  суть  координаты  конца  этой  длины; 
эти  координаты  выразятся  такъ: 

X,  =  ^соз (АХ)=  1|Р  =  ао,  у,  =  Ро,  ^1  =  То; 
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игновенной  силы;  проэкцш  а^,  §^  скорости  центра  инерщи  Т'Ьла  вы- 
разятся такъ : 

Опред'Ьлииъ  усдов1Яу  при  воторыхъ  точки  опоры  оси  вращешя 
тЬла  не  испытываютъ  удара  при  д'Ьйствзи  игбовенной  силы,  т.  е. 
уелов1я,  при  которыхъ  (л^/  (112)  Ш?  ^-4  ^  1^5  ра^вны  нулю. 

Изъ  уравнен1я  (1096,  с)  сл'Ьдуетъ,  что  (л,  будетъ  равно  нулю 
если  3  =  0,  т.  е.,  если  импульсъ  будетъ  перпендикуляренъ  къ  оси 

Е1сли  3  =  О,  то  изъ  уравнешя  (1096,  е)  окажется,  что  ^^  бу- 
детъ равно  нулю  при  тоиъ  услов1и,  чтобы  2)о  было  равно  нулю. 

Изъ  уравнешя  хе  (1096,  а)  тогда  окажется,  что  р^  будетъ 
равно  нулю  при  условш,  чтобы  у^  было  равно  нулю,  т.  е.,  центръ 
инерщи  тфла  долженъ  заключаться  въ  плоскости  Х2!,  или^  иначе  го- 
воря, импульсъ  долженъ  быть  перпендикуляренъ  не  только  къ  оси 
Е'^'^у  но  и  къ  плоскости,  проведенной  черезъ  эту  ось  и  черезъ  центръ 
инерщи  т'Ьла. 

Для  того,  чтобы  11.5  и  \х^  были  равны  нулю,  надо,  лтобы  были 
удовлетворены  сл^Ьдуюнця  равенства: 

Мх^Е  =  Ю,      с^  =  ЕоЕ, 
т.  е. 

Первое  изъ  этихъ  равенствъ  опред'Ьляетъ  координату  а  точки 
приложен1я  мгновенной  силы ;  изъ  него  сл'Ьдуетъ : 


Мхс         '  <^        Мх^  * 


Т.  е.  мгновенная  сила  должна  быть  приложена  къ  одной  изъ  точекъ 
оси  качашй  (см.  стр.  681)  т4ла  вокругъ  оси  ^®'*. 

Второе  изъ  предыдущихъ  равенствъ  опред'Ьляетъ  координату  с; 
йзъ  него  и  изъ  только  что  полученнаго  выражешя  для  а  сл'Ьдуетъ: 


Г-*.  . 


—  865  — 

§  181-.  О  соударенШ  двухъ  твердыхъ  Шъ. 

Два  Бак]я  либо  твердня  т'Ьла  жжЬт  какое  бы  то  ни  было  дви- 
2ен1е  и  въ  н^ЬкоторыЯ  моментъ  столкнулись;  требуется  опред'Ьлить 
результатъ  ихъ  соударен1Я,  принимая  въ  разсчетъ  трен1е  между  ними, 
развивающееся  во  время  процесса  удара;  предполагается,  что  между 
тЬлами  только  одна  точка  прикосновешя. 

Общую  касательную  плоскость  обоихъ  т'Ьлъ  возьмемъ  за  пло- 
скость ХУ,  а  точку  прикосновешя  —  за  начало  координатъ;  про* 
8КЦШ  скоростей  центровъ  инерщи  т^лъ,  угловня  скорости  и  коорди- 
наты центровъ  инерц1и  обозначимъ  следующими  буквами  и  знаками: 
^1>  ^1»  ^1  ~  координаты  центра  инерцш  перваго  т-Ьла,  х^^  у^,  «а  — 
втораго  т^ла;  а^^  ^2,  у^  —  прозкщи  на  оси  координатъ  скорости 
центра  инерщи  перваго  т&1а  въ  моментъ  начала  удара,  а^,  ^2)  Т2  — 
втораго  т'Ьла;  я;/,  у/,  л/  —  проэкщи  скорости  центра  инерщи  пер- 
ваго тЪла  въ  какой  либо  моментъ  удара,  х^\  у^\  ^^  —  втораго  тФла; 
ф|,  О^,  Ш^  —  проэкщи  угловой  скорости  перваго  гЬла  въ  моментъ 
начала  удара,  Р^,  ^^у  Е^  —  въ  какой  либо  другой  моментъ  удара; 
Фа»  ^2»  ^я>  ^2»  ^V  ^2  "■  соотвйтственвыя  величины  для  втораго 
гЬла;  ^1,  ^1,  (?!,  В^^  Е^^  Р^ —  моменты  и  произведешя  инерщи 
перваго  гЬла  вокругъ  осей,  проведенныхъ  черезъ  его  центръ  инерцш 
параллельно  осямъ  координатъ,  -4^,  В^,  С^у  В^,  Е^,  Р^  —  моменты 
я  произведен1я  инерщи  втораго  тЬла  вокругъ  осей,  параллельныхъ 
осямъ  координатъ,  проведенныхъ  черезъ  его  центръ  инерщи;  М^  и 
Жз  -т  массы  т-Ьлъ. 

Меакду  телами,  въ  точк'Ь  ихъ  прикосновешя,  дМствуютъ:  по 
нормали  —  реакц1И,  а  въ  касательной  плоскости  —  силы  трешя.  По- 
ложимъ,  что  положительная  ось  Л^"*^  совпадаетъ  съ  тою  частью  об- 
щей нормали,  которая*  направлена  внутрь  перваго  т'Ьла  и  означимъ 
черезъ  X  величину  реакщи,  д^Ьйствующей  въ  какой  либо  моментъ  { 
со  стороны  втораго  т'Ьла  на  первое ;  эта  реакц1я  направлена  по  поло- 
жительной оси  2''"'^  реакщя  же,  действующая  со  стороны  перваго 
тЪла  на  второе,  направлена  по  отрицательной  оси  Л^'^,  но  им^етъ 
также  величину  X.  Означимъ  черезъ  Р^^  Ру  проэкщи  на  оси  Х°"*  и. 


-«-        "!•- 
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{Р^  —  ф^),  (^1  —  ОО,  (^?1  —  8*1),  получимъ  сл4дующ1Я  выражешя 
ЭФЮЪ  разностей: 

ф  —  УгЗ^  —  Ри  —  Е, 

т 

К,  {Рг  —  %)  =1    а:,3  -  ^гЗР,         А,  -  А 

у,Ж  -  ж,©,  —  Д ,        С, 


А, 

^^1©   — 

У13,  - 

-А" 

■^гС^,- 

-о,)  = 

-К 

^13  — 

г,х, . 

-А 

-Д, 

у,^- 

а^хЗ), 

с\ 

• 

. 

:Л, 

-Рг, 

^18)- 

-УхЗ 

^1(^1- 

-«,)  = 

-^1, 

А, 

а;,3- 

-г,ЗЕ 

• 

-Д, 

-А, 

У^ЗЕ- 

-«гЭ 

г,  =  А,В,С,  —  А,В^'  —  В,Е,^  —  С^Р,^  —  2В,Е,Р, . 

Если  въ  этихъ  выражешдхъ  зам'бнить  значки  (^)  —  значками 
(з),  то  будеиъ  ин'Ьть  выражешя  для  разностей: 

тЪ  саиыя,  которня  получимъ  черезъ  р'Ьшен1е  уравнешй  группы  (1101) 
относительно  тЬхъ  хе  разностей. 

Означимъ  черезъ  х'{0^\  У{0^),  ^'(0^  проэкфи  на  оси  коорди- 
натъ  скорости  точки  прикосновешя  перваго  т'Ьла,  а  черезъ  х'  (0^), 
у{0^\  г\0^  —  проэкщи  скорости  точки  прикосновешя  втораго 
гЬла.  Ударъ  иежду  т^Ьлаии  происходитъ  только  въ  томъ  случае,  если, 
въ  моиентъ  Ь^  прикосновешя  т^^ъ,  проэкфи  на  ось  ^^""'^  скоростей 
соприкасающихся  точекъ  удовлетворяютъ  неравенству: 


^'о(0,)  — ^о(0^<0. 


■*  Т1 
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гд'Ь  а,  Ъ,  Су  Ну  ву  (  суть  н'Ьвоторыя  функщи  второй  степени  отъ 

^1»  Уп  ^1»  ^2>  Уг'  ^2'  которыя  можно   опред*1ить   нижвсл4дующимъ 
образоиъ. 

Саставимъ  выражеше  разности: 

в'=Г(ЗЕсо8ф-н2)8Ш9)-ь173— 7о(Зесо8  9о-ь 

-*-8)8Ш9,)-г73; (1105,1) 

по  фор]|у1а1гъ  (1102  — 1104)  она  выразится  шеотииеномъ: 


5 = аЗР-н  Ь§)' -н  сЗ» -ь  2Й  3)3  ч- 2в  ЗЗе -н  2/'Х8), ...  (1 1 05,  2) 

а   по  т'Ёмъ  фориуламъ,    который  предшествовали  форизпаиъ  (1102  — 
1104),  она  выразится  такъ: 


^=  (й1-*-^)(Зе'-^3)'-нЗ^)-н|-ь|.. .  .(1105,  3) 


гд* 


?1 

^1 


•^(Рг^—<с,Ю){Е,-Ш,у,.,.. .  .  .(1106) 


я,= 


4       —  Р 


■Бр     -?,§)- у,3 


5„         —    Д,        «,3   —  «1$ 


...(1107) 


и  подобное  же  выражеше  для  Л^;  сл'Ьдовательно,  вышесказанныя  вели- 
чины а,  6,  с,  А,  е,/  суть  коэфищенты  у  Ж*,  2)*'  3",  ^Ш  ^З*,  23Е2) 
въ  выражеши  (1105,  3). 

Величина  ^5  по  формул'1  (1105,  3)  выражается  фувкц1ею  отъ  нм- 
пульсовъ  X,  ^,  3,  если  Н^  и  Щ  будутъ  выражены  опред'Ьлителями  вида 
(1107);  съ  другой  стороны  /^^  ножетъ  быть  выражено  фунБЦ1ею  прира- 
щенШ  скоростей  центровъ  инерц1и  и  приращен1й  утловыхъ  скоростеЯг, 
функщею,  незаключающею  импульсовъ;  для  этого  надо  исключить  изъ 
Н^  и  П^  моменты  импульсовъ:  изъ  В^  (1106)  —  при  помощи  равенствъ 


^р-     ••■» 
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псов(в,  г)  =  аЪ  —  Р, 


п=  н-  У(А  —  е6)2 -*-  (е/*  —  йа)2  -4-  {аЪ  —  {^)\ 

Такъ  Бакъ  А,  п  и  3  суть  величины  полохительныя,  и  такъ  какъ  3 
непрерывно  возрастаеть  во  время  удара,  то  равенство  (1110)  выра- 
жаетъ^  что  проэБщя  скорости  и  (т.  е.  геоиетричесвой  разности  жежду 
скоростями  точекъ  0^  и.  0^}  на  направлеше  в  непрерывно  возра* 
стаетъ  во  время  всего  процесса  удара. 

Направлеше  в  составляетъ  острый  уголъ  съ  осью  2^  такъ  какъ 
чосинусъ  ^того  угла  равенъ  положительной  величин*  {аЪ  —  /^),  дф- 
ленной  на  положительную  величину  п. 

Чтобы  отдать  066*]^  отчетъ  въ  томъ,  какое  значен1е  нм'Ьетъ  направ- 
леше в,  представимъ  себ^,  что  ижпулъеъ  %  проэкцш  котораго  на  оси 
коордиватъ  суть  импульса  X,  ^,  3*  изображенъ  длиною,  проведенною 
И8ъ  точки  О  и  раасиотрпмъ,  1фи  какихъ  величинахъ  и  ваправлешяхъ 
импульса  3  проэкц1Д  скорости  и  на  плоскость  ХУ  (т.  е.  скорость  V) 
можетъ  быть  равна  нулю. 

Изъ  уравнёнШ  (1102)  и  (1103)  сл*Ьдуетъ,  что  это  будетъ  при  та- 
кихъ  величин&хъ  X,  ^,  3) '  которыя  удовлетворлтъ  одновременно  двумъ 
ураввеи1ямъ: 


(1112) 


Если  разсматривать  X,  ^,-  3  ^к*^  прямолинейныя  ортотональныя 
координаты  точекъ  пространства,  то  совокупность  уравнешй  (1112) 
будетъ  выражать  некоторую  прямую  лншю. 

На  этой  прямой  находятся  оконечности  всЬхъ  такихъ  импульсовъ 
3)  ори  которыхъ  скорость  V  равна  нулю;  мы  будемъ  называть  ее  «гли- 
шею  Т=Оя;  нетрудно  уб^^диться,  что  направлев1в  бг  параллельно*  этой 
лиши. 

Чтобы  опред'Ьлить  результатъ  удара,  надо  знать  закон'ь  изи'Ьне- 
Н1Я  скоростей  Уу  V  Е  угла  ф  съ  течен1е]1ъ  времени,  или  внражешя 
скоростей  V^  17  ш  угла  ф  въ  функщи  импульса  3»  который  непре- 
рывно возрастаеть  во  время  процесса  удара. 
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=  вС08ф  -*-  ЙЗШф  —  Цш.  2^  — Ы  СОЗ^ф* — Й^ЗШ^ф, 


которое  также  про'йнтегрируенъ ;  получимъ  выражеше  для  3  въ  функ- 
щи  отъ  ф: 

3  =  Ф(Ф); (1117) 

отсюда  внразинъ  ф  функщею  отъ  %  зат'Ьиъ,  при  поиощи  равенства 
(111 5),  полутпъ  внражен1е  для  V  въ  функцш  отъ  3?  ^  наконецъ, 
изъ  равенства  (1110),  найдемъ  выражеше  для  XI  въ  функщи  отъ  3^ 

г7=0(3)..... (1118) 

Им-Ья  выражеюя  для  скоростей  СГ  и  7  въ  функц1яхъ  отъ  3,  бу- 
демъ  въ  С0СТОЯН1И  судить  объ  тоиъ,  которая  изъ  нихъ  раньше  обра- 
тится въ  нуль. 

Л)  Если  Т]  раньше  обратится  въ  нуль,  ч'Ьмъ  7,  то,  по  форму- 
ламъ  (1 1 18)  (1 1 17)  (1 115),  найдемъ  значен1я  Зр  Фх  и  У^  въ  тотъ 
ноиентъ  т,  когда  27  обращается  въ  нуль;  зат'Ьиъ,  по  фориулаиъ 
(1102  — 1104),  найдемъ  значетя  Х^,  Щ^  въ  этотъ  моментъ,  а  по 
величинамъ  ЗР^,  §)„  Зх  изъ  формулъ  (1098  — 1101)  опред4лимъ 
скорости  центровъ  инерщи  и  угловыя  скорости  тЬлъ  въ  моментъ  т.  * 

В)  Если  V  обратится  въ  нуль  раньше  ч'Ьмъ  27,  то  надо  узнать, 
не  будетъ  ли  V  оставаться  равныиъ  нулю  во  все  остальное  время 
удара. 

Для  этого  нужно,  чтобы  во  все  остальное  время  удара  импульсы 
ЭЕ,  8),  3  удовлетворяли  уравнетямъ  (111 2);  а  потому  дифференщалы 
импульсовъ  должны  тогда  удовлетворять  сл1^дуюп1,имъ  равенствамъ : 

(а6_/^)^Зе=(/%  — еЬ)(гЗ, 
изъ  которнхъ  получимъ: 
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(*)  и.  Если  поверхности  тЬлъ  вполн^^  шероховатви!,  то  предпода- 
гаетсЯу  что  въ  моментъ  т  скорость  V  успела  ухе  обратиться  въ  нуль 
и  ])азсчбтъ  производится  такъ,  какъ  въ  случае  (Б,  а). 

Ш.  Если  разснатривается  ударъ  твердаго  т^Ьла  о.  неподвихную 
поверхность,  то  можно  прим^Ьнить  преды дущ1я  формулы,  предподо- 
живъ,  что  второе  гЬло  ограничено  данною  поверхностью  и  ии^Ьетъ 
ббзконечно-большую  массу;  тогда  изъ  уравненШ  (1098  —  1 101)  ос- 
танутся только  три  уравнешя  (1098)  и  три  уравнешя  (1100), 
и  т.  д.  Точно  такъ  же  можно  получить  формулы  удара  твердаго 
т^а  о  неподвижную  точку,  предположивъ  ея  массу  безконечно- 
большою. 

Прни^ръ  168-Ё.  Ударъ  однороднаго  твердаго  шара  радхуса  I  о  непод- 
вижную плоскость;  воэфиц1ентъ  трен1Я  %,  коэфищентъ  возстановюнхя  г. 

Подожитедьную  ось  2^^  направпмъ  изъ  точкн  прикосновешя  черезъ 
центръ  шара,  плосбость  2Х  проведемъ  черезъ  направлен1е  скорости 
V^  падеша  центра  шара,  уголъ  паден1я  означимъ  черезъ  %  (см.  черт. 

176): 

Въ  этомъ  случа-Ь  равенства  (1098)  п  (1100)  будутъ  им-Ьть  слФдую- 
пцй  видъ: 


е 
2 

Э 


|м?(Р-5р)=гз),  |-шч«-о)=— /ж, 


а  равенства  (1 102  — 1104)  —  сл4дующ1й: 

Гсозф—  Госов ?о  =  т Ж'  Т^втф  —  Говшфо  =  т  2 ' 
С7"=  — г>,со8«-н  ^, 

гд*: 

Го  С08  9о  =  ^С  ®^^  ^ Ш,     Го8Ш9^  =  ^ф; 


(•)  Вычеркнуть  въ  конц*]^  предыдущей  стр.  слова:  «такъ  что  7  и  9  ос- 
танутся неиз1гЬнны11и  во  все  время  удара». 

55 
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Ус'  =  — уйР,  2в'=е^сС03г,   Р=  у^,    Я  =  ^- 

Возьхенъ  г4  сдучаи, когда  ф=0.  Тогда  <рв=0,  V^  =  Vд^т^ — ?С1; 
легко  убедиться,  что  тангенсъ  угла  г  отражев1а  будетъ  въ  случаяхъ  а 
я  Ъ  выражаться  такъ: 

(а) г^ё^  =  ^ё^—к{^-^-^), 


7  Vс^О^^ 

Прин^ръ  169-й.  Соударенхе  двухъ  однородныхъ  твердыхъ  шаровъ; 
рад17сы  ^2  и  22,  ко9фоц1енты  трешя  и  возстановлен1я  к  и  г. 

Въ  этомъ  случа*  В^,  Е^,  Р^,  В^,  Е^,  Е^,  й,  е,/,  ж^,  ^1,  х^,  у,, 
равны  нулю,  в^  =  ^1,  #2  =  —  ?д,  дагбе 

Гсозф  —  7оС08  9о  =  у  И^,    ^8Ш 9  —  ГоВШ фо  =  "^ Н^1 

ГоС08  9о=  «1  —  аз  —  ^10,  —  гдОа» 


7о8Ш  90=^1-^2-*- г,  ф,-н/,5Р, 


2^ 


(27  =  —  ^И^^гЗ,   с29  =  0,    9  =  9о> 


Г=Го-^1|ЛЗ. 


Направ1ен1е  <3г  параллельно  осп  2^^.  Зд'Ьсь  также  возможны  дв^^ 
разновидности  ударовъ: 

а)  Если     • 

Р'«>-|лг7о(1-+-б),' 

то  пипульсы  ъъ  ионентъ  овончанш  удара  будутъ: 

уьХ,  =  йС/о (1  -ь е)соз (ро.    И^а  =  *^о  (1  -^  е) м° Ъ> 

113,=~г7о(1-*-б); 

55* 


869  — 


9 


(а-Ь)*3      _  Г     со<;8" Ф     л 

I    г.пя  т  Я1п2  А       I  • 


Изъ  того,  что  лронзведенге  7'  Ь^'"^  ^  8Ш  ^  остается  иостоднньшъ,  сд^- 
дуетъ,  что  съ  уменьшенхемъ  V  произведенхе  1^^  ф  8Ш  ф  дохжно  уведи- 
чиваться,  такъ  что,  если  п>-  О,  —  утолъ  9  увеличивается,  а  если  п'<^0, 
то  <р  уменьшается;   V  можетъ  обратиться  въ  нуль  при  угл§  ^  равномъ 

^  въ  иервоиъ  случае  и  при  угл^  ф  равномъ  нулю  —  во  второмъ. 

Если  а  =  &,  то  уголъ  ^  остается  неизменно  равнымъ  ^о* 

Если  V  обратится  въ  нуль  ран^^е,  ч'!;мъ  Зр>'  достигнетъ  величины 
—  ?7о  (1  -*-  г),  то  проч1я  про8КЦ1И  импульса  будутъ  им^ть  сл-Ьдуюпця 
величины  при  окончавш  удара: 

-Р   Ур С08  9о         т   "^0 вш 9о 

.  "^а  —  '^        а       »      ^2  —  6 

§  182.  Мгновенное  изи^^нен1е  живой  силы  системы  на- 
терьяльныхъ  точекъ  всд%дс1в1е  придожен1я  къ  нннъ  мгно- 
венныхъ  сидъ. 

Система,  состоящая  изъ  иатерьяльннхъ  точевъ  ш^,  т^,. .  •  .ш^, 
евлзанннхъ  удерживаюпщми  связями  а^.  ^2'*  *  *  '^р'  в&^ол^^^'^^  ьъ 
движен1и  подъ  вл1ян1емъ  данныхъ  конечныхъ  силъ;  полохимъ,  что 
въ  &']^которнй  ионентъ  {^  точен  системы  подвергаются  вл1яшю  мгно- 
ввнныхъг  силъ,  дМствующихъ  въ  теченш  ничтожно-малаго  проме- 
жутка времени  5;  означимъ  черезъ  е;^,  ж^/,  у^,  0^  скорость  точки 
т^  и  проэкщи  ея  на  оси  координатъ  въ  моментъ  (^  и  черезъ  у^,  х/, 
у/,  г/  подобння  же  величины,  относящ1яся  къ  моменту  ^о~*~^1  ^ 
пусть  3*  означаетъ  импульсъ  мгновенной  силы,  приложенной  къ 
точк*  т^,'  а  ЗР^,  §)^,  3^  —  проэкщи  этого  импульса  на  оси  коор- 
динатъ. 

Изм'Ьнен1Я  скоростей  точекъ  всл'Ьдств1е  д'Ьйств1я  этихъ  мгновен- 
ннхъ  силъ  выразятся  формулами: 
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Изъ  этихъ  равенствъ  получгаъ: 

^1  -  ^0  =  12  ^<  (^*  '^^  (^•' '  3-)"^  ^01  соз  (г;,,,  3,))  - 

—  х^  — X— ^—       — X  ^  т91^ 

гд'Ь  Т^  означаетъ  величину  живой  силы  системы  въ  ноиентъ  %  ч-  ^, 
а  То — величину  живой  силы;зъ  иоиентъ  1^. 

Изъ  равенства  (1124)  сл^^дуетъ,  что^  если  уравнешя  связей  не 
заключаютъ  времени  явнымъ  образомъ,  то  измгьненге  (нсивой  сгиы 
равняется  сумм1ь  произведенгщ  составленныхъ  для  кскнсдой  пючки 
такимо  же  образомг^  какъ  составлена  вторая  часть  равенства 
(449)  на  стр.  285^й. 

Живая  сила  пр1обр^тенныхъ  или  потерянныхъ  скоростей,  кото- 
рую мы  условимся  обозначать  такъ:  Т^^^  можетъ  быть  вычиелена 
сл4дующимъ  образомъ: 

а  потому  шъ  равенствъ  (И  22),  (1123)  найдемъ  сл']^дующее  выра- 
жеше  для  То1- 

Тог  =  -5-2 3^*^^*''**^^''"  3<)-^о<«>8(г;„,,  3<));. . .  .(1125) 

дто  равенство  выражаетъ,  что  живая  сила  измгьненгй  скоростей 
всей  системы  получится,  если  возьмемь  проэкцш  приращенгя 
скорости  каждой  точки  на  направленге  прилооюеннаю  къ  ней 
гшпульсау  помноонтмг  ее  на  половину  импульса  и  составимъ 
сумму  всгьхъ  этихо  произееденгй. 
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следовательно^  если  система  матерьяльныхъ  точещ  сеязанныхь 
удероюивающими  связямщ  ударяется  о  свя^  неудерживающую  и 
если  притомъ  есть  связи  таковы,  что  время  не  входить  явнымъ 
сбразомъ  въ  ихь  выраженгя,  то  во  время  перваго  акта  удара 
происходить  потеря  живой  силы,  равная  величингь  живой  силы 
потерянныхъ  скоростей. 

На  основаши  равенетва-(1078)  величина  живой  силы  потерян- 
ннхъ  скоростей  иожетъ  быть  представлена  подъ  сл'Ьдующимъ  видоиъ: 

Равенство  (1126  Ыз)  -  выражаетъ  сл'Ьдующую  теорему,  называе- 
мую первою  теоремою  Барно:  при  каждомъ  ударгь  системы  о  не- 
упругую  связь  происходить  потеря  оюивой  силы ;  но  бъ  этому  надо 
прибавить:  если  выражешя  связей  не  заключаютъ  времени  явнымъ 

образомъ. 

Эта  теорема  непосредственно  прим^Ьняется  и  къ  тому  случаю, 
когда  точки  системы,  связанныя  между  собою  какими  либо  удержи- 
вающими связями,  вступаютъ  на^новую  связь,  обращающуюся  въ  удер- 
живающую; если  въ  моментъ  встр'Ьчи  точекъ  съ  новою  связью 
в>0  скорости  V^^  удовлетворяютъ  неравенству  (1064)  стр.  828, 
то  происходить  ударъ,  причемъ  скорости  ^^^  мгновенно  изм'Ьняются 
въ  скорости  !)^,  удовлетворяющ1я  равенству  (1067  Ыз).  Этотъ  ударъ 
сопровождается  потерею  живой  силы  и  величина  потери  равняется 
живой  сил'Ь  потерянныхъ  скоростей^  если  ни  старый  связи,  ни  новая 
не  зависать  явно  отъ  времени. 

Такъ,  наприм^ръ,  первая  теорема  Барно  прим']Ьняется  къ  удару, 
испытываемому  твердымъ  движущимся  т'Ьломъ  при  мгновенной  оста- 
новк'Ь  одной  изъ  его  точекъ,  им'Ьвшихъ  движете. 

Если  система  точекъ  испытнваетъ  ударъ  на  н'Ёсбольбихъ  неудержи- 
вающихъ  связяхъ  одновременно  и  если  моментъ  окончан1я  перваго  акта 
удара  наступаетъ  во  всЬхъ  ударяемнхъ  свявлхъ  одновременно,  то  жи- 
вая сила  скоростей,  потерянннхъ  системою  во  время  перваго  акта  удара, 
выразится  формулою  бол^е  сложною,  ч^жъ  формула  (1127). 
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I  *  Г        , 

Т  Т  Т 

Изъ  этихъ  двугь  равенствъ  получимъ: 

т.  ~  Т,  =  Г,  -  л  I  - 1^/ 1'  - 1^;  '^*- ..-1^;  %' .  .(1 130) 

Если  время  не  входить  явнымъ  образоиъ  въ  Выражешя  связей, 
то  посл'Ьднее  равенство  будетъ  ии'Ьть  сл'Ьдуюпцй  видъ: 

•      Т,^Т,  =  Т^^ (ИЗв,Ы8) 

Стало  бищ.если  система  матеръяльиыхъ  точет^  связанныхь 
уд^ронтеаюгщми  связями,  ударяется  о  связь  иеудерокивающую 
и  если  притош  есть  связи  таковы^  что  время  не  входить  яв- 
нымъ о^разомг  въ  иосъ  выраженгя^  то  за  время  втораю  акта 
удара  оюивая  сила  системы  увеличивается;  прибыль  живой  силы 
равняется  живой  силгь  измтьненгй  скоростей  за  время  втораю 
акта. 

Беличина  живой  силы  Т^^  можетъ  быть  выражена  такъ : 

Т,,  =^г«Д... .....(1131) 

Равенство  (1 131)  выражаетъ  сл-Ьдугощую  теорему:  при  второмъ 
актгь  удара  системы  о  иеудерживающую  связь  является  прира- 
щенге  ошвой  силы;  но  къ  этому  надо  прибавить:  если  въ  выраже- 
шя  связей  время  не  входитъ  явнымъ  образомъ. 

Эта  теорема  можетъ  быть  распространена  на  изм'Ьнеше  живой 
силы,  получаемой  системою  матерьяльныхъ  точекъ,  связанныхъ  удер- 
живающими связями,  въ  тонъ  случа'Ь,  когда  какой  либо  взрывъ  раз- 
рушаетъ  одну  изъ  связей  (в  =  0)  и  мгновенно  сообщаетъ  точкамъ  си- 
стемы новыя  скорости  у^,  удовлетворяющ1я  неравенству: 
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орпа  удара,  и  оюивою  силою  скоростей^  потерянныос^ь  еъ  течеиги 
1%ерваю  акта. 

Изъ  выражешй  (1127)  и  (1131)  сл-Ьдуеть: 

2'.,-  Г„.=  -^Д(1  -в") <1135) 

Изъ  (1128)  и  (1132)  сл^дуетъ,  что,  при  удар']^  системы  о  дв*]^  связи, 
разность  между  живою  силою  возстановленныхъ  скоростей  и  живою  си- 
лою потердяныхъ  скоростей  выразится  такъ: 

-1  [7,«Д„(1  _е,^)-ь2 ^/,Д,,(1  -б,д-н //А ^1  -е,/)] .  (Ц36) 

Если  свлзь  8  >  О  вполн'Ь  упруга,  такъ  что  коэфиц1ентъ  возста* 
новлбн1я  е  равенъ  единиц'^,  то  разность  между  живою  силою  возста* 
новленныхъ  скоростей  и  живою  силою  потерянныхъ  скоростей  равна 
нулю;  отсюда  сл*дувтъ  третья  теорема  Карно: 

При  вполнть  упругомг  ударгь,  потери  живой  силы  не  проис- 
ходишь. 

Въ  д'Ьйствительности,  кодфиц1енты  возстановлешя  мен'Ье  еди- 
ницы, а  потому  можно  сказать,  что  при  всякомъ  ударЪ  происходить 
потеря  живой  силы. 

§  184.  Теорема  Уильяма  Томсона. 

Предположим'ь,  что  система,  состоящая  изъ  п  матерьяльныхъ  то- 
чекъ,  овязанныхъ  между  собою  р  удерживающими  связями  (гд"!^  р  не 
6о1^е  Зп  —  2\  находясь  въ  иоко'Ь,  подвержена  какимъ  либо  даннымъ 
мгновеннымъ  силамъ.  Подъ  вл1яв1емъ  импульсовъ  этихъ  силъ  точки  си- 
стемы получатъ  скорости  г;^,  г;^»  .  •  •  ^ц,  проэкщи  которыхъ  на  оси  ко- 
ординатъ  должны  удовлетворять  тавимъ  уравнен1ямъ,  какъ  три  следующая: 


♦»а'  -  зе,  -^  X,  ^«;  -ь . . 

% 

^^^—^^-*-'^^дг^^•^ 

д&р 
Р  дм^ 

;  .(ИЗТ,1) 


а,  кром§  того,  еще  и  равенствамъ  (493,  1,  2,.  .  .|>)  см.  стр.  351. 


2  3,  у,  ««8  с*,  3.)  -2  3.". « («'..  3,); . 


.(НИ) 


таБПХъ  совокуавостеЗ  скоростей  тоже  безчнслеаное  инозество,  сотому 
1Т0  чпсю  равенствъ  (1139)  (1140),  С1ужаш11хъ  ди  опред-ЬлешП  Зн 
проэкцаП  скбростей  такой  совокуляоств,  нен^  3»,  тякъ  вавъ,  по  ,тс1"- 
В1Ю,  р  не  бол4е  (Зи  —  2). 

Прв  вслБой  такой  совокупности  скоростей  Г,,  У^,  .  .  У^,  аввы 
сила  системы  будетъ  бох!Ёе  той,  которую  сообщаютъ  даввые  шпупсн; 
въ  саиоиъ  тЬгб,  поннояввъ  равенства  (1187)  на  соотв11тстввняыя  ир»- 
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8КЦ1Н  скоростей  К|,  7з,  .  .  .  7^,  сложввъ  и  лринявъ  во  внимав1е,  кавъ 
равенства  (1139),  такъ  п  равенство  (1140),  а  навонецъ  и  (1138),  по- 
жучймъ; 

<2=2т, ЩИ) 

гд* 

^=^т^V^^^Ш^V^,  г,); 

1=1 
но,  очевидно,  что 

1=1 

=  Т-дч-Т„ (И42) 

гд*  X/,  у/,  ^/  означаютъ  проэкцхи  на  оси  координатъ  скорости  У^^  а 
Т^  есть  живая  сила: 

«=п 


^.=т2«»*'?: 


»=1 

поэтому  пзъ  равенствъ  (1141)  п  (1142)  окажется,  что:    - 

Т,-^Т=К, (И43) 

гд^  к  есть  ведвчина  поюхительная,  стаю  быть  действительно  Ту  бо- 
14в  Т. 

Следовательно,  если  сравнивать  между  собою  величины  живыот^ 
силъ  системы  при  ваъхъ  совокупностяхъ  скоростей^  удовлетворяктихъ 
равенствамь  (1189)  и  (1140)^  то  наименьшею  шг  нихь  окажется 
величина  оюивой  силы  тпаъ  скоростей  <;'|,  V^^,  .  .  V^ч  который  будутъ 
сообщены  данными  гшпульсами  З^  З^^»  •  •  •  Зп  ^  дтьйствительности. 

Это  —  теорема  Уильяма  Томсона. 

Основываясь  на  этой  теореме,  можно  вычислять  дМств1е  данныхъ 
импульсовъ  на  данную  покоюп](уюся  систему;  ддя  этого  должно  посту- 
пать тавнмъ  образомъ,  кавъ  въ  сл^дующемъ  прим^р^. 

Лрим^ръ  171-й. .Два  однородные  стержня  равной  длины  2а,  одина- 
ковой толщины  и  плотности    положены   на  горизонтальной  плоскости 
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Для  опред^лен1Л  со^,  подставнмъ  пожу^енвы'я  внражен1я  въ  равен- 
ство (1138),  т.  е.,  въ  27=  X  («!-•- а(|)|);  изъ  него  найдемъ: 

ч 

§  185.  Теорема  Бертрана. 

Возвратимся  снова  къ  рааохотрФнио  д^Ь&ств1я  хгновенныхъ  оидъ  на 
движулцгюся  систему  матерьлиннхъ  тоюкъ  ш^,  т,, ...  ш^,  свдзанянхъ 

удерживающими  связями  8^,  в^'^'^р)  '^^^^  ^^'^  услов1еновъ§  182-мъ 
но  только  теперь  мы  нредпоюжимъ,  что  въ  уравнешл  связей  время 
явнымъ  обраэвмъ  не  входить. 

Проэкцш  скоростей  у^,  у^,  .  .  •  у^,,  которыми  точки  системы  будутъ 
обладать  но  окончаши  д^йств1Я  мгвовенныхъ  импульсовъ  Зц  За»  •  •  •  3») 
определятся  по  формуламъ  (1121)  при  помощи  равенствъ  (493,  1, 
2,  .  .  .  р)  стр.  351-й;  пусть  Т^  озвачаетъ  живую  силу  системы  при 
этихъ  скоростяхъ,  т.  е.: 


Можно  заставить  систему  получить  другую  совокупность  скоростей 
Угу  У^ч  '-»Уп  °Р^  Д'^&йств1и  т^хъ  же  импульсовъ  и  при  гЬхъ  же  иачаль- 
ныхъ  скоростяхъ  V^^^  V^^^  .  .  .  V^^у  если  въ  момеитъ  ^^  присоединить 
къ  существующнмъ  связямъ  81,  ь^,  .  •  .  Вр  еще  какую  либо  новую 
связь  8  или  несколько  такнхъ  связей,  иезависящихъ  отъ  времени;  про- 
ЭКЦ1И  новыхъ  скоростей  выразятся  формулами: 

в  проч.,  гд-Ь  X/,  У/,  2^'  озиачаютъ  провкщц  скорости  Уф. 

Иеключнвъ  изъ  уравнешй  (1121)  и  (1145)  данные  импульсы  и  про- 
экцш начальныхъ  скоростей,  получимъ  рядъ  равенствъ  сл'Ьдующаго 
вида: 

и  проч.;  ивъ  этихъ  равенствъ  составимъ  следующее:  27^  =  ^1  гд^: 
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Д1Я  дояснешя,  прнводииъ  ирвн^^ры. 

ПрниФръ  1:72-й.  Тяжелая  матерьяльная  точка  массы  т  подвешена 
на  двухь  нитяхъ  ддины  I  (каждая)  къ  двумъ  неподвигнынъ  точкамъ, 
находящимся  на  одной  горизонтальной  1ин1и  въ  радстоян1и  2а  одна  отъ 
другой.  Если  одна  изъ  этихъ  нитей  будетъ  разр'Ьзана,  то  какъ  изм'Ь- 
вится  черезъ  это  натяжеше  другой  нити? 

Пока  вить  не  разр'Ьзана,  натяжешя  об^вхъ  нитей  одидакбвы  и  равны 

тд1      , 


2/1?^  а*' 


когда  же  одна  изъ  нитей  будетъ  уничтожена,  тогда  натяжеше  другой 
определится  по  формул-Ь  (382)  стр.  232-й  и  окажется  равныиъ  проэк- 
Ц1И  силы  тяжести  на  продолжен1е  направлен1л  нити  (потому  что  центро- 
бежная сила  равна  нулю),  т,  е.: 


Щ — р-; 

следовательно^  увичтожеи1е  одной  изъ  нитей  влечетъ  за  собою  умевь- 
шев1е  натяжен1я  другой  нити  въ  отношен! и: 

2  (?^  —  а») 

г» 

Примеръ  173-й.  Тяжелый  однородный  стержень  длины  2а  (масса  =Ж, 
моментъ  инерцш  вокругъ  центра  инерщи  =  ЛГЛ*)  подвешенъ  на  двухъ 
вертикальныхъ  нитяхъ  длины  Ь,  который  верхними  концами  прикреп- 
лены къ  двумъ  неподвияшымъ  точкамъ  А  и  В  (черт.  178),  находящимся 
на  одной  горизонтальной  лин1п  въ  разстоянш  2а  одна  отъ  другой;  ниж- 
Н1е  концы  нитей  АВ  и  ВЕ  прикреплены  къ  концамъ  стержня,  такъ 
что  последвШ  покоится  въ  горизонтальномъ  положен1И,  причемъ  натяже- 
ше каждой  нити  равняется  половине  веса  стержня.  Определить,  какъ 
изменится  натяжен1е  ^ити  АВ  вследств!е  разрыва  нити  ВШ 

Означимъ  черезъ  ^  величину  реакщи  нити  АВ  после  уничтожвн1я 
другой  нити.  Составимъ  дифферевщальныя  уравнеи1я  движен1л  стержня: 

■ 

я  уравнен1е  связи,  удерживающей  точку  В  въ  неизменномъ  разстоянш 
Ъ  отъ  точки  Л: 


—  885  — 

нудю  (уф''  =  0);  составимъ  внраженхя  проэкщй  на  оси  Х^**  и  У^"*  ус- 
корешя  центра  С  ннерц1И  н  внражеше  лроэкцш  ускорен1д  на  ось  Х^^ 
точки  К  {х-^'\  причемъ  приненъ  во  внимаше,  что  уповая  скорость 
равна  нулю. 

При  каташи  безъ  ско1ьжен1я  точка  К  будетъ  описывать  цикюиду  и 
начальное  положен1е  К  будетъ  точкою  возврата  этой  циклоиды,  а  по- 
тону х^^'=^0\  повтону  изъ  посл'Ьднихъ  равенствъ  и  изъ  дифференщ- 
альннхъ  уравнешй  получимъ: 


откуда: 


ь  _  120  ^  -М  ^  403 


следовательно,  посл^  разрыва  нити  давлен1е  уменьшится  въ  отвошеши 
(403  ;  448). 
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